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От авторов 

Дорогие одиннадцатиклассники!
В этом учебном году вы оканчиваете школу, и  мы надеемся, 

что полученные знания станут для вас надежной основой в освое-
нии будущей профессии. Надеемся, что этому будет способствовать 
учебник, который вы держите в руках. Ознакомьтесь, пожалуйста, 
с его структурой.

Текст учебника разделен на шесть параграфов, каждый из которых 
состоит из пунктов. В пунктах изложен теоретический материал. Осо-
бое внимание обращайте на текст, выделенный жирным шрифтом. 
Также обращайте внимание на слова, напечатанные курсивом.

Как правило, изложение теоретического материала завершается 
примерами решения задач. Эти записи можно рассматривать как 
один из возможных образцов оформления решения.

К каждому пункту подобраны задачи для самостоятельного реше-
ния, к которым мы советуем приступать только после усвоения тео-
ретического материала. Среди заданий есть как простые и средние по 
сложности упражнения, так и трудные задачи. Свои знания можно про-
верить, выполняя задания в тестовой форме из рубрики «Проверь себя».

Обратим внимание на то, что текст учебника структурирован со-
гласно двум уровням — академическому и профильному. Текст, обяза-
тельный для изучения только учащимися классов профильного уровня, 

отмечен пунктирной линией 
 
. Соответствующие части учебника от-

делены также пиктограммами . Учащиеся классов академического 
уровня могут использовать этот материал для самообразования. Под-
черкнем, что для учащихся классов профильного уровня обязательным 
для изучения является весь учебный материал книги. 

Кроме учебного материала, в учебнике вы сможете найти расска-
зы об истории математики, в частности о деятельности выдающихся 
украинских математиков.

Желаем успехов!

Уважаемые коллеги!
Эта книга является двухуровневым учебником, текст которо-

го предусматривает возможность организации учебного процесса 
в классах как академического, так и профильного уровней изуче-
ния математики.

Государственная программа по алгебре и началам анализа про-
фильного уровня по сравнению с соответствующей программой ака-



﻿

демического уровня предусматривает изучение более широкого пе-
речня учебных тем, а также существенно более высокие  требования 
к учебным достижениям учащихся.

В учебнике части текста теоретического материала и упражне-
ний, соответствующие требованиям программы только профильно-

го уровня, отмечены пиктограммой  и пунктирной линией  .  
Учителя, работающие в классах академического уровня, могут ис-
пользовать этот материал для формирования индивидуальных за-
даний, а также для организации работы математического кружка 
и факультативных занятий.

Красным цветом отмечены номера задач, которые рекоменду-
ются для домашней работы, синим цветом — номера задач, которые 
с учетом индивидуальных особенностей учащихся класса на усмот
рение учителя можно решать устно.

Все задачи классифицированы в соответствии с их сложно-
стью. Уровни сложности соответствуют требованиям программы 
для классов с соответствующим уровнем изучения математики.

 

От авторов

	 �	 Условные обозначения

n°
задания, соответствующие начальному и среднему уровням учебных 
достижений;

n• задания, соответствующие достаточному уровню учебных дости-
жений;

n••  задания, соответствующие высокому уровню учебных достижений;

n* задачи для математических кружков и факультативов;

доказательство теоремы, соответствующее достаточному уровню 
учебных достижений;

доказательство теоремы, соответствующее высокому уровню учеб-
ных достижений;

 окончание доказательства теоремы;

 окончание решения примера;

задачи, результат которых может быть использован при решении 
других задач;

 

материал, соответствующий программе профильного уровня;

рубрика «Когда сделаны уроки».
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§ 1.  Производная и ее применение

	 1.	 Предел числовой последовательности

Рассмотрим последовательность (an), заданную формулой 

n-го члена an

n

n
=

+1
 (также говорят, что эта последователь-

ность задана формулой общего члена).
Выпишем несколько первых членов этой последовательности:

1

2
,  

2

3
,  

3

4
,  

4

5
,  

5

6
,  

6

7
,  

7

8
,  

8

9
,  ... .

Если члены этой последовательности изображать точками 
на координатной прямой, то эти точки будут располагаться 
все ближе и ближе к точке с координатой 1 (рис. 1.1).

Рис. 1.1

Иными словами, значение выражения | an – 1 | с увеличе-
нием номера n становится все меньшим и меньшим. Имеем:

an

n

n

n n

n n n
− = − = = =

+

− −

+

−

+ +
1 1

1

1

1

1

1

1

1
.

Тогда, например, решив неравенство 
1

1
0 1

n +
< , ,  устанав-

ливаем, что | an – 1 | < 0,1 при n l 10, а решив неравенство 
1

1
0 0001

n +
< , ,  устанавливаем, что | an – 1 | < 0,0001 при 

n l 10 000, и т. д. Вообще, начиная с некоторого номера n0, 
значение выражения | an – 1 | становится меньше любого на-
перед заданного положительного числа ε (читают «эпсилон»). 

Найти n0 можно, решив неравенство 
1

1n +
< ε.

В этом случае говорят, что число 1 является пределом 
последовательности (an). Говорят также, что с увеличением 
номера n члены последовательности (an) стремятся к числу 1. 

Рассмотрим последовательность (bn), заданную формулой 

n-го члена bn
n

=
1

.
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1. Предел числовой последовательности

Выпишем несколько первых членов этой последовательности:

1, 
1

2
,  

1

3
,  

1

4
,  

1

5
,  

1

6
,  

1

7
,  

1

8
, ... .

С увеличением номера n члены последовательности стре-
мятся к числу 0 (рис. 1.2).

Рис. 1.2

Это означает, что для любого положительного числа ε 
можно указать такой номер n0, что для всех n l n0 выпол-

няется неравенство | bn – 0 | < ε. Поскольку | bn – 0 | = 
1

n
, то 

номер n0 можно найти, решив неравенство 
1

n
< ε.

Определение. Число a называют пределом последова-
тельности (an), если для любого положительного числа ε 
существует такой номер n0, что для всех n l n0 выполняется 
неравенство | an – a | < ε.

Пишут: lim
n na a
→∞

=  (тут lim — это начальные буквы фран-

цузского слова limite — предел). Для примеров, рассмотрен-

ных выше, можно записать: lim ,
n

n

n→∞ +
=

1
1  lim .

n n→∞
=

1
0

Последовательность, имеющую предел, называют сходя-
щейся. 

Можно доказать, что каждая сходящаяся последователь-
ность имеет только один предел. 

Пример  1  Последовательность (an) задана формулой an = 4. 
Найдите lim

n na
→∞

.

Решение.  Докажем,  что lim
n na
→∞

= 4 .  Действительно,  

| an – 4 | = 0 при всех n ∈ . Поэтому для произвольного по-
ложительного числа ε и для всех n l 1 выполняется нера-
венство | an – 4 | < ε. Отсюда n0 = 1.

Ответ: 4.
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§ 1.  Производная и ее применение

Последовательность (an), все члены которой равны, назы-
вают стационарной. Аналогично примеру 1 можно доказать, 
что каждая стационарная последовательность (an), где 
an = c, имеет предел, равный числу c. 

Понятие предела последовательности имеет простую гео-
метрическую интерпретацию1.

Неравенство вида | an – a | < ε равносильно неравенствам 
–ε < an – a < ε, то есть

a – ε < an < a + ε.
Это означает, что если lim

n na a
→∞

= , то для любого ε > 0 

найдется номер n0, начиная с которого все члены последова-
тельности принадлежат интервалу (a – ε; a + ε). Иными 
словами, каким бы малым не был интервал (a – ε; a + ε), 
члены последовательности, сходящейся к числу a, рано или 
поздно попадут в этот интервал и уже никогда не выйдут за 
его границы, то есть вне указанного интервала может на-
ходиться только конечное количество членов последова-
тельности (an).

Последовательность, не имеющую предела, называют 
расходящейся.

Например, последовательность (cn), заданная формулой 
cn = n, является расходящейся, так как любой интервал  
(a – ε; a + ε) содержит только конечное количество членов 
последовательности (an) (рис. 1.3).

Рис. 1.3

Расходящейся является и последовательность (dn), задан-
ная формулой dn = (–1)n. Действительно, предположим, что 
последовательность (dn) является сходящейся и  lim .

n nd a
→∞

=  

Тогда для ε =
1

2
 вне интервала a a− +








1

2

1

2
; ,  длина которого 

равна 1, должно находиться только конечное количество 

1  Обращаясь к геометрической интерпретации, промежуток вида (a; b) 
часто называют интервалом, а  промежуток вида [a; b] — отрезком.
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1. Предел числовой последовательности

членов последовательности (dn). Выписав несколько первых 
членов последовательности (dn): 

d1 = –1, d2 = 1, d3 = –1, d4 = 1, ...,

видим, что ни при каком a интервал a a− +







1

2

1

2
;  не может 

содержать числа −1  и 1  одновременно (рис. 1.4). Это озна-

чает, что вне интервала a a− +







1

2

1

2
;  находится бесконечное 

количество членов последовательности: или d1, d3, d5, ..., 
или d2, d4, d6, ... .

Рис. 1.4

Следовательно, (dn) — расходящаяся последовательность.
Находить пределы числовых последовательностей помо-

гает следующая теорема.

Теорема   1 .1  ( об  арифметических  действиях 
с пределами последовательностей) . Если последова-
тельности (an) и (bn) — сходящиеся, то последовательно-
сти (an + bn), (an – bn), (anbn) также являются сходящимися, 
причем

lim ( ) lim lim ,
n

n n
n

n
n

na b a b
→∞ →∞ →∞

+ = +

lim ( ) lim lim ,
n

n n
n

n
n

na b a b
→∞ →∞ →∞

− = −

lim ( ) lim lim .
n

n n
n

n
n

na b a b
→∞ →∞ →∞

= i

Если, кроме этого,  lim
n nb
→→∞∞

≠ 0 и  bn ≠ 0 при всех n ∈ , то 

сходящейся также является последовательность  
a

b
n

n









 , 

причем
lim .

lim

limn

n

n

n
n

n
n

a

b

a

b→∞

→∞

→∞

=
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§ 1.  Производная и ее применение

Доказательство теоремы проведем только для последо-
вательности (an + bn). Для последовательностей (an – bn), (anbn) 

и 
a

b
n

n









  с доказательством теоремы вы сможете ознакомить-

ся, например, по учебнику «Алгебра и  начала анализа. 
Учебник для 10 класса с  углубленным изучением мате
матики»1, п. 46.

Пусть lim
n na a
→∞

= . Тогда для произвольного числа ε > 0 

существует такой номер ′n0 , что для всех n nl ′
0  выполняет-

ся неравенство | |a an − < ε , то есть 

	 a – ε < an < a + ε.	 (1)
Аналогично, пусть lim

n nb b
→∞

= . Тогда для произвольного 

числа ε > 0 существует такой номер ′′n0 , что для всех n nl ′′
0  

выполняется неравенство | |b bn − < ε , то есть 

	 b b bn− < < +ε ε.	 (2)

Выберем такой номер n0, что n n0 0l ′  и n n0 0l ′′.  Тогда для 

всех n l n0 одновременно выполняются неравенства (1) и (2). 
Сложив эти неравенства, получим

(a + b) – 2ε < an + bn < (a + b) + 2ε,
| (an + bn) – (a + b) | < 2ε.

Если для любого числа ε1 > 0 выбрать ε
ε

= 1

2
,  то последнее 

неравенство можно переписать в виде
	 | (an + bn) – (a + b) | < ε1.	  (3)

Таким образом, для любого ε1 > 0 существует такой но-
мер n0, что для всех n l n0 выполняется неравенство  (3). 
Это значит, что последовательность (an + bn) является схо-
дящейся и 

lim ( ) lim lim .
n n n n n n na b a b a b
→∞ →∞ →∞

+ = + = +  

1 А. Г. Мерзляк, Д. А. Номировский, В. Б. Полонский, М. С. Якир. 
Алгебра и начала анализа. Учебник для 10 класса с углубленным изуче-
нием математики. — Харьков: Гимназия, 2010. Далее будем ссылаться 
на этот учебник «Алгебра-10 с углубленным изучением математики».
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1. Предел числовой последовательности

Пример  2  Найдите lim .
n

n

n→∞

+2 1

Решение. Имеем: lim lim lim .
n n n

n

n

n

n n n→∞ →∞ →∞

+
= +






 = +








2 1 2 1 1
2

Последовательность с общим членом an

n

n
=

+2 1
 представ-

лена в виде суммы двух сходящихся последовательностей 

с общими членами xn = 2 и  yn
n

=
1

.  Тогда можно записать:

lim lim lim .
n n nn n→∞ →∞ →∞

+





 = + = + =2 2 2 0 2

1 1
 

Пример  3  Вычислите предел lim .
n

n

n→∞

+

−

5 3

11 4
Решение. Разделим числитель и  знаменатель дроби 

5 3

11 4

n

n

+

−
  на n:

lim lim .
n n

n

n
n

n

→∞ →∞

+

−

+

−
=

5 3

11 4

5
3

11
4

В числителе и знаменателе полученной дроби записаны 
общие члены сходящихся последовательностей. Тогда:

lim
lim

lim

lim

n

n

n

nn

n

n

n

→∞

→∞

→∞

→∞
+

−

+

−

+
=

















=
5

3

11
4

5
3

11
4

5 llim

lim lim

.
n

n n

n

n

→∞

→∞ →∞
−

=
+
−

= −

3

11
4

5 0

0 4

5

4
 

Теорема 1 .2 . Если последовательность (an) является 
сходящейся и an l 0  при всех n ∈ , то последователь-
ность с общим членом an   также является сходящейся, 

причем lim lim
n n n na a
→→∞∞ →→∞∞

= .

С доказательством теоремы вы сможете ознакомиться, на-
пример, по учебнику «Алгебра-10 с углубленным изучением 
математики», п. 45. 
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§ 1.  Производная и ее применение

Пример  4  Вычислите предел lim( )
n

n n n
→∞

+ −4 22 .

Решение. Проведем тождественные преобразования:

4 22
2 2

2

2 2

2

4 2 4 2

4 2

4 4

4 2
n n n

n n n n n n

n n n

n n n

n n n
+ − =

( ) ( )
=
( )

=
+ + + −

+ +

+ −

+ +

nn

n n n
n

4 2

1

4
1

2
2 + + + +

= .

4 22
2 2

2

2 2

2

4 2 4 2

4 2

4 4

4 2
n n n

n n n n n n

n n n

n n n

n n n
+ − =

( ) ( )
=
( )

=
+ + + −

+ +

+ −

+ +

nn

n n n
n

4 2

1

4
1

2
2 + + + +

= .

Теперь получаем

 lim lim .
n n

n n n

n

→∞ →∞
+ −( ) = = =

+ +
+

4 22 1

4
1

2

1

4 2

1

4
 

1.1.°  Укажите (без обоснования), какое число является 
пределом последовательности с общим членом xn: 

1) xn
n

= +3
1

; 	 2) xn
n

=
+

7

1
; 	  3) xn

n

n

=
+

−

3
1

5
2

;   4) xn

n

n
=

sin
.

5

1.2.°  Укажите (без обоснования), какое число является 
пределом последовательности с общим членом xn: 

1) xn
n

= − +
1

4;    2) xn
n n

=
+ +

2

1
;    3) xn = cos n – cos n.

1.3.• Вычислите предел:

1) lim ;
n

n

n→∞ +

2

1
	 2) lim ;

n

n

n→∞

+

+

5

4
	 3) lim .

n

n

n→∞ +

1000

12

1.4.• Вычислите предел:

1) lim ;
n

n

n→∞

+2

3
	 2) lim ;

n

n

n→∞

+

−

2 3

3 4
	 3) lim .

n

n

n n→∞ +

100

22

1.5.• Вычислите предел:

1) lim ;
n

n n

n n→∞

+ +

− +

2

2

3 15

2 100
	 2) lim ;

n

n n

n n→∞

− +

+ −

3 44

5 7

2

2
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1. Предел числовой последовательности

3) lim .
n

n n n

n n→∞

+ + −

+ −

4 5 3 2

9 1

5 4

5 3

1.6.• Вычислите предел:

1) lim ;
n

n n

n→∞

− + +

+

2 7 1

1

2

2
	 3) lim .

n

n n n

n n n→∞

− − −

− + +

4 3 2

4 2

1

3 12

2) lim ;
n

n

n n→∞

−

+ −

5

3 82

1.7.• Вычислите предел:

1) lim ;
n

n

n

n

n→∞

+

−

+

+








2 1

3 2

3

4 5
i 	 3) lim .

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )n

n n n

n n n→∞

+ − +

− + −

1 2 2 3

4 1 3 5 2

2) lim ;
( ) ( )

( ) ( ) ( )n

n n n

n n n→∞

− +

+ + +

2 3 1 4

4 5 2 1 1

1.8.• Вычислите предел:

1) lim ;
( ) ( )

( ) ( ) ( )n

n n n

n n n→∞

+ +

+ + +

1 2

3 4 5
	 2) lim .

( ) ( )
n

n n

n→∞

+ −

−

2 1 3 1

2 32

1.9.• Приведите примеры трех последовательностей, сходя-

щихся к числу: 1) 3; 2) − 2 . 

1.10.• Для каждого ли числа a существует последователь-
ность, сходящаяся к a?

1.11.••  Учитель предложил вычислить предел lim
n→∞

1 . Ученик 

Вася Ошибочкин решил задачу так:

lim lim lim
n n n

n

n
n n n n→∞ →∞ →∞

= = + + +





1

1 1 1 1
i …

  
слагаемых

== + + + = + +
→∞ →∞ →∞

lim lim lim
n n n

n

n n n

1 1 1
0 0…

  
слагаемых

……  + =0 0
n слагаемых

. 

lim lim lim
n n n

n

n
n n n n→∞ →∞ →∞

= = + + +





1

1 1 1 1
i …

  
слагаемых

== + + + = + +
→∞ →∞ →∞

lim lim lim
n n n

n

n n n

1 1 1
0 0…

  
слагаемых

……  + =0 0
n слагаемых

.

 

Согласны ли вы с решением Васи?

1.12.• Вычислите предел:

1) lim ;
n

n

n n→∞

+

+ + +

2 3

4 1 3
	 2) lim .

n

n

n n→∞ + + +

2

1 22 2
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§ 1.  Производная и ее применение

1.13.• Вычислите предел:

1) lim ;
n

n

n n→∞

+

+ + +

2

1 3
	 2) lim .

n

n

n→∞

+

+

1

4 12

1.14.••  Вычислите предел:

1) lim ;
n

n n
→∞

+ −( )1 	 3) lim .
n

n n n

n→∞

+ −

+

3 2 32

1

2) lim ;
n

n n n
→∞

− −( )2

1.15.••  Вычислите предел:

1) lim ;
n

n n
→∞

− +( )2 3 	 2) lim .
n

n n n
→∞

+ − +( )2 21 3

1.16.••  Пусть при любом ε > 0 интервал (a – ε; a + ε) содер-
жит бесконечно много членов последовательности (an). 
Верно ли, что lim

n na a
→∞

= ?

1.17.••  Пусть lim
n na
→∞

= 0 . Могут ли в этой последовательности:

1) быть члены, большие 1 000 000;
2) все члены быть отрицательными?

1.18.••  Из сходящейся последовательности удалили все 
члены с  четными номерами. Является ли полученная 
последовательность сходящейся?

1.19.•• В сходящейся последовательности изменили 5 первых 
членов. Останется ли последовательность сходящейся? 
Может ли измениться предел последовательности?

1.20.••  Последовательность (sin  an) является сходящейся. 
Верно ли, что последовательность (an) также является 
сходящейся?

1.21.••  Известно, что последовательность ( | an | ) является 
сходящейся. Верно ли, что последовательность (an) также 
является сходящейся?

1.22.••  Известно, что lim
n na a
→∞

= . Докажите, что: 

1) lim ;
n na a
→∞

=2 2 	 2) lim .
n na a
→∞

=15 15

1.23.••  Известно, что lim
n na
→∞

= 2 . Найдите предел:

1) lim ;
n n na a
→∞ +1 	 2) lim .

( )n

n n

n

n a a

a n→∞

++

− +

2
2

2 1
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2. Представление о пределе функции в точке и о непрерывности функции в точке

1.24.••  Последовательность (an) стремится к числу 3. Най-
дите предел:

1) lim ( ) ( );
n n n na a a
→∞ ++ −1 2 	 2) lim .

n

n

n

a

a→∞

+ −

+
3

2

1

5

	 2.	 Представление о пределе функции в точке 
и о непрерывности функции в точке

Рассмотрим функцию f (x) = x + 1 и точку x0 = 1. Если 
значения аргумента x стремятся к  числу 1 (обозначают 
x → 1), то соответствующие значения функции f стремятся 
к числу 2 (обозначают f (x) → 2) (рис. 2.1).

Иными словами: если значения аргумента выбирать все 
ближе и  ближе к  числу 1, то соответствующие значения 
функции f будут все меньше и меньше отличаться от числа 2.

В этом случае говорят, что число 2 является пределом 
функции f в точке 1, и записывают 

lim ( )
x

f x
→

=
1

2  

или
lim ( ) .
x

x
→

+ =
1

1 2

Также используют такую запись: f (x) → 2 при x → 1.
Например, с помощью рисунка 2.2 можно сделать вывод, 

что lim sin ,
x

x
→

=
0

0  lim sin ,
x

x
→

=
π
2

1  lim sin .
x

x
→−

= −
π
2

1

Рис. 2.1 Рис. 2.2
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§ 1.  Производная и ее применение

Если обратиться к рисунку 2.3, то можно записать:
 lim arccos ,

x
x

→
=

1
0  lim arccos .

x
x

→−
=

1
π

На рисунке 2.4 изображен график функции y
x

x
=

−

−

2 1

1
. Эта 

функция не определена в точке x0 = 1, а во всех других точ-
ках совпадает с  функцией y = x + 1 (сравните рис. 2.1 
и рис. 2.4). Однако если значения аргумента x, где x ≠ 1, 
стремятся к числу 1, то соответствующие значения функции  

y
x

x
=

−

−

2 1

1
 стремятся к числу 2, то есть lim .

x

x

x→

−

−
=

1

2 1

1
2

Этот пример показывает, что функция может быть не 
определена в точке, но иметь предел в этой точке.

Рассмотрим функцию f x
x

x
( ) .=  При x > 0 получаем 

f (x) = 1, при x < 0 получаем f (x) = –1. График функции f 
изображен на рисунке 2.5.

Рис. 2.3 Рис. 2.4 Рис. 2.5

Если значения аргумента x, где x ≠ 0, стремятся к 0, то 
невозможно утверждать, что значения функции f стремятся 
к какому-нибудь определенному числу. Действительно, если 
значения аргумента стремятся к  нулю, оставаясь отрица-
тельными, то соответствующие значения функции стремятся 
к –1, а если значения аргумента стремятся к нулю, оставаясь 
положительными, то соответствующие значения функции 
стремятся к 1.

Поэтому функция f x
x

x
( ) =  в  точке x0 = 0 не имеет 

предела.
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2. Представление о пределе функции в точке и о непрерывности функции в точке

Рассмотрим функцию  f x
x

( ) =
1

2
 (рис. 2.6). Если значе-

ния x, где x ≠ 0, стремятся к 0, то соответствующие значения 
функции становятся все бóльшими 
и бóльшими. Поэтому не существует 
числа, к которому стремятся значения 
функции f при условии, что значения 
аргумента стремятся к 0.

Следовательно, функция f x
x

( ) =
1

2
 

не имеет предела в точке x0 = 0.
Мы привели примеры двух функ-

ций, которые не определены в неко-
торой точке и не имеют предела в этой точке.

Ошибочным было бы считать, что если функция определена 
в некоторой точке x0, то она обязательно имеет предел в этой 
точке. На рисунке 2.7 изображен график функции f, которая 
определена в точке x0, но не имеет предела в  этой точке.

Рис. 2.7 Рис. 2.8

На рисунке 2.8 изображены графики функций f и g, ко-
торые определены в точке x0 и имеют предел в этой точке. 
Однако поведение этих функций в  точке x0 существенно 
различается. График функции g, в  отличие от графика 
функции f, в  точке x0 имеет разрыв. Такое различие по-
ведения функций f и g в точке x0 можно охарактеризовать 
с помощью предела.

Для функции g имеем: lim ( )
x x

g x
→ 0

 = a ≠ g (x0). Для функ-

ции f можно записать: lim ( )
x x

f x
→ 0

 = f (x0).

Иными словами: предел функции f в точке x0 равен зна-
чению функции в этой точке.

Рис. 2.6
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§ 1.  Производная и ее применение

В таком случае говорят, что функция f 
является непрерывной в точке x0.

Из равенства lim ( )
x x

f x
→ 0

 = f (x0) следует, 

что если функция f не имеет предела 
в точке x0 или не определена в этой точ-
ке, то она не может быть непрерывной 
в точке x0. 

Например, функция, график которой изображен на рисун-
ке 2.7, не является непрерывной в точке x0. Также не являет-

ся непрерывной в точке x0 = 0 функция y
x

x
=

2

 (рис. 2.9). 

Если функция f является непрерывной в каждой точке 
некоторого множества M ⊂ , то говорят, что она непрерывна 
на множестве M.

Например, функция y = x2 непрерывна на , а функция 

y
x

=
1

2
 является непрерывной на каждом из промежутков 

(–∞; 0) и (0; +∞).
Если функция f является непрерывной на D (f), то такую 

функцию называют непрерывной.

2.1.° Построив график функции f, выясните, имеет ли функ-
ция f предел в точке x0:

1) f (x) = 2x – 1, x0 = –1;	 5) f x
x

( ) ,=
1

 x0 = –2;

2) f (x) = 2x – 1, x0 = 0;	 6) f x
x

( ) ,=
1

 x0 = 0;

3) f x
x

x
( ) ,=

−

−

2 4

2
 x0 = 1;	 7) f (x) = k, где k — неко-

торое число, x0 = 3;

4) f x
x

x
( ) ,=

−

−

2 4

2
 x0 = 2;	 8) f x

x

x
( ) ,=

−

−

2

2
 x0 = 2.

2.2.° Построив график функции f, выясните, имеет ли функ-
ция f предел в точке x0:
1) f (x) = 2x + 1, x0 = 1;	 2) f (x) = 2x + 1, x0 = –2;

Рис. 2.9
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2. Представление о пределе функции в точке и о непрерывности функции в точке

3) f x
x

x
( ) ,=

−

+

2 9

3
 x0 = –1;	 5) f x

x

x
( ) ,=

−

−

1

1
 x0 = 2;

4) f x
x

x
( ) ,=

−

+

2 9

3
 x0 = –3;	 6) f x

x

x
( ) ,=

−

−

1

1
 x0 = 1.

2.3.° С помощью графика функции f (рис. 2.10) выясните, 
имеет ли функция f предел в точке x0:

а б в

г д е

ж з и

к л
Рис. 2.10



20

§ 1.  Производная и ее применение

2.4.° На рисунке 2.11 изображен график функции y = f (x).
1) Чему равно значение функции f в точке x0 = 1?

2) Существует ли предел функции f в точке x0 = 1? В слу-
чае утвердительного ответа запишите с использованием 
соответствующей символики, чему он равен.

3) Существует ли предел функции f в точке x0 = 2? В слу-
чае утвердительного ответа запишите с использованием 
соответствующей символики, чему он равен.

а б
Рис. 2.11

2.5.° Значения аргумента функции f стремятся к числу x0. 
Выясните, к какому числу стремятся соответствующие 
значения функции f:

1) f (x) = x2, x0 = 1;	

2) f (x) = x + 1, x0 = –2;

3) f x
x

x
( ) ,=  x0 = 0;	

4) f (x) = k, x0 = a, где k и a — некоторые числа.

2.6.° Выясните, является ли непрерывной функция f в точ-
ке x0:

1) f (x) = x2 – 1, x0 = –1;	 3) f x
x

x
( ) ,=  x0 = 1;

2) f x x( ) ,=  x0 = 4;	 4) f x x( ) ,= −  x0 = –1.

2.7.• Выясните, является ли непрерывной функция f в точ-
ке x0:

1) f (x) = 
x x

x x

2 2

2 2

, ,

, ,

если

если

<
+



 l

 x0 = 2;	
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3. Определение предела функции в точке

2) f (x) = 
x

x
x

x

, ,

, ,

если

если

≠

=







0

1 0

 x0 = 0;

3) f (x) = 
x x

x x

2 1

2 1

, ,

, ,

если

если

>
−



 m

 x0 = 1.

2.8.• Является ли непрерывной функция f в точке x0:

1) f (x) = 
6

2

1 2
x

x

x x

, ,

, ,

если

если

< −

− −





 l
 x0 = –2;	

2) f (x) = 
0 5 1

3 1

2, , ,

, ,

x x

x x

если

если

m −
+ > −





 x0 = –1?

2.9. Чему равен угловой коэффициент прямой:
1) y = 2x – 7;	 3) y = x + 10;	 5) y = 4;
2) y = –3x;	 4) y = 5 – x;	 6) 3x – 2y = 4?

2.10. Составьте уравнение прямой, которая проходит через 
точку A (–3; 7) и угловой коэффициент которой равен: 
1) 4; 2) –3; 3) 0.

2.11. Какой угол образует с положительным направлением 
оси абсцисс прямая:
1) y = x – 6;	 2) y = 1 – x;	 3) y = 3?

2.12. Составьте уравнение прямой, которая проходит через 
точку A (2; 6) и образует с положительным направлением 
оси абсцисс угол: 1) 60°; 2) 120°.

	 3.	 Определение предела функции в точке

В предыдущем пункте вы получили представление о пре
деле функции в точке. Перейдем к формированию строгого 
определения.
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На рисунке 3.1 изображен график функции f и на осях 
абсцисс и ординат отмечены соответственно точки x0 и a. 
Заметим, что f (x0) ≠ a.

Пусть ε — некоторое положительное число. На оси орди-
нат рассмотрим интервал (a – ε; a + ε). На оси абсцисс ему 
соответствует такой интервал I, содержащий точку x0, что 
для любого x ∈ I o D  (f), x ≠ x0, соответствующие значе-
ния функции f принадлежат промежутку (a – ε; a + ε), то 
есть выполняются неравенства a – ε < f (x) < a + ε. Иными 
словами, для любого x ∈ I o D (f), x ≠ x0, выполняется не-
равенство | f (x) – a | < ε.

Рис. 3.1 Рис. 3.2

Сузим промежуток на оси ординат, то есть рассмотрим 
интервал (a – ε1; a + ε1), где 0 < ε1 < ε. Тогда для числа ε1 
можно указать такой интервал I1 оси абсцисс, содержащий 
точку x0, что для любого x ∈ I1 o D (f), x ≠ x0, выполняется 

неравенство | f (x) – a | < ε1 

(рис. 3.1).
На рисунке 3.2 изображен 

график такой функции f, что  
x0 ∉ D  (f). Рисунок 3.3 соответ-
ствует функции f, для которой 
f (x0) = a.

В каждом из случаев, изобра-
женных на рисунках 3.1–3.3, для 
любого ε > 0 можно указать такой 
интервал I, содержащий точку x0, Рис. 3.3

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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что для всех x ∈ I o D (f) и x ≠ x0 выполняется неравенство 
| f (x) – a | < ε.

Приведенные соображения позволяют дать такое опреде-
ление предела функции f в точке x0.

Определение.  Число a называют пределом функции f 
в  точке x0, если для любого положительного числа ε суще-
ствует такой интервал I, содержащий точку x0, что для любого  
x ∈ I o D (f) и x ≠ x0 выполняется неравенство 

| f (x) – a | < ε.

Заметим, что предел функции в точке x0 характеризует 
значения функции вокруг точки x0, в то время как поведение 
функции в самой точке x0 не влияет на значение предела 
(обратите внимание на условие x ≠ x0 в определении преде-
ла). Поэтому для каждой из функций f, графики которых 
изображены на рис. 3.1–3.3, можно записать  

lim ( ) .
x x

f x a
→

=
0

На рисунке 3.4 точка x0 такова, что слева (справа) от нее 
нет точек, принадлежащих области определения функции f.

а б в

Рис. 3.4

В каждом из случаев, изображенных на этом рисунке, для 
любого ε > 0 можно указать такой интервал I, содержащий 
точку x0, что для всех x ∈ I o D (f) и x ≠ x0 выполняется не-
равенство | f (x) – a | < ε. Это означает, что число a является 
пределом функции f в точке x0.

Если интервал I содержит точку x0, то существует такое 
положительное число δ, что промежуток (x0 – δ; x0 + δ)  

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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принадлежит I (рис. 3.5). Интервал (x0 – δ; x0 + δ) назы-
вают δ-окрестностью точки x0. Объединение интервалов  
(x0 – δ; x0) Ÿ (x0; x0 + δ) называют проколотой δ-окрестностью 
точки x0 (рис. 3.6).

Очевидно, что при δ > 0 множеством решений неравенства 
| x – x0 | < δ является δ-окрестность точки x0, а множеством 
решений двойного неравенства 0 < | x – x0 | < δ является 
проколотая δ-окрестность точки x0.

Тогда, если точка x0 принадлежит интервалу I, то этот 
интервал содержит некоторую проколотую δ-окрестность 
точки x0, то есть множество, являющееся решением двойного 
неравенства  0 < | x – x0 | < δ, где δ — некоторое положи-
тельное число (рис. 3.7).

Рис. 3.5

Рис. 3.6

Рис. 3.7 Рис. 3.8

Теперь приведенное определение предела функции f в точ-
ке можно переформулировать так.

Определение. Число a называют пределом функции f 
в точке x0, если для любого положительного числа ε существу-
ет такое положительное число δ, что для всех x ∈ D (f) из не-
равенств 0 < | x – x0 | < δ следует неравенство | f (x) – a | < ε.

Рисунок 3.8 иллюстрирует это определение.

Замечание. Если существует проколотая δ-окрестность 
точки x0, в которой функция не определена (рис. 3.9), то 
предел функции в точке x0 не определяют.

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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3. Определение предела функции в точке

Пример  1  С помощью определе-
ния предела функции в точке до-
кажите, что lim ( ) .

x
x

→
+ =

1

2 3 5

Решение. Для каждого поло-
жительного числа ε рассмотрим 
неравенство |  (2x + 3) – 5 | < ε. 

Преобразовав его, запишем x− <1
2

ε
. Полученное неравен-

ство подсказывает, каким образом для данного ε > 0 можно 
найти подходящее число δ > 0.

Пусть δ = 
ε
2

. Тогда из условия  0 1
2

< − < =x δ
ε

 следует, 

что | 2x – 2 | < ε. Отсюда | (2x + 3) – 5 | < ε. Сказанное означает, 
что число a = 5 является пределом функции y = 2x + 3 в точке 
x0 = 1. 

Пример  2  Докажите, что lim .
x

x

x→

−

−
=

1

3

9 1

3 1

2

2

Решение. Функция  y
x

x
=

−

−

9 1

3 1

2

 при x ≠
1

3
 совпадает 

с функцией y = 3x + 1. А поскольку значение предела функ-
ции в точке не зависит от того, определена ли функция в этой 
точке, то достаточно показать, что lim ( ) .

x

x
→

+ =
1

3

3 1 2

Рассмотрим неравенство | (3x + 1) – 2 | < ε, где ε — не-
которое положительное число. После преобразований полу-

чаем x− <
1

3 3

ε
.  Теперь понятно, как можно выбрать δ. 

Возьмем  δ
ε

=
3

. Тогда из условия 0
1

3 3
< − < =x δ

ε
 следует, 

что | 3x – 1 | < ε. Отсюда | (3x + 1) – 2 | < ε. Тем самым до-
казано, что lim ( ) .

x

x
→

+ =
1

3

3 1 2  

Пример  3  Докажите, что функция f x
x

x
( ) =  не имеет 

предела в точке x0 = 0.

Рис. 3.9

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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Решение. Предположим, что предел функции f в точке 
x0 = 0 существует и равен a. Покажем, что, например, для 
ε = 1 невозможно подобрать такое δ > 0, чтобы из неравенств 

0 < | x – 0 | < δ следовало неравенство 
x

x
a− <1.

Если 0 < x < δ, то неравенство 
x

x
a− <1  становится 

таким: | 1 – a | < 1. Отсюда 0 < a < 2.

Если –δ < x < 0, то неравенство 
x

x
a− <1  становится 

таким: | –1 – a | < 1. Отсюда –2 < a < 0.
Поскольку не существует значений a, которые бы удо-

влетворяли каждому из неравенств 0 < a < 2 и –2 < a < 0, 
то функция f в точке x0 = 0 не имеет предела. 

3.1.• С помощью определения предела функции в точке до-
кажите равенство:
1) lim ( ) ;

x
x

→−
+ = −

1
2 1 1 	 3) lim .

x

x x

x→−

− −

+
= −

2

2 6

2
5

2) lim ;
x

x

x→

−

−
=

3

2 9

3
6

3.2.• С помощью определения предела функции в точке до-
кажите равенство:
1) lim ( ) ;

x
x

→
+ =

2
3 2 8 	 3) lim .

x

x x

x→

− +

−
= −

1

2 4 3

1
2

2) lim ;
x

x

x→−

−

+
= −

2

2 4

2
4 	

3.3.• Докажите, что lim ,
x x

c c
→

=
0

 где c — некоторое число.

3.4.•• Докажите, что lim ( ) .
x x

kx b kx b
→

+ = +
0

0

3.5.•• Докажите, что функция f x
x

x
( ) =

−

−

2

2
 не имеет преде-

ла в точке x0 = 2.

3.6.•• Докажите, что функция f x
x

x
( ) =

+

+

1

1
 не имеет преде-

ла в точке x0 = –1.

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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4. Теорема об арифметических действиях с пределами функций в точке

	 4.	Т еорема об арифметических действиях 
с пределами функций в точке

Находить предел функции в точке с помощью определения 
предела — задача трудоемкая. Облегчить процесс поиска 
предела позволяет теорема об арифметических действиях 
с пределами функций1.

Т е о р е м а   4.1 ( о б  а р и ф м е т и ч е с к и х  д е й с т в и -
ях с   пределами функций). Если функции y  =  f (x)  
и y = g (x)  имеют  предел  в   точке x0,  то  функции  
y = f (x) + g (x), y = f (x) – g (x), y = f (x) g (x) также имеют 
предел в точке x0, причем

lim ( ( ) ( )) lim ( ) lim ( ),
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

+ = +
0 0 0

lim ( ( ) ( )) lim ( ) lim ( ),
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

− = −
0 0 0

lim ( ( ) ( )) lim ( ) lim ( ).
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

=
0 0 0

i

Если, кроме этого, предел функции y = g (x) в точке x0 

отличен от нуля, то функция y
f x

g x
=

( )

( )
 также имеет 

предел в точке x0 и

lim .
( )

( )

lim ( )

lim ( )x x

x x

x x

f x

g x

f x

g x→

→

→

=
0

0

0

С доказательством теоремы вы можете ознакомиться, 
например, по учебнику «Алгебра. Учебник для 11 класса 
с углубленным изучением математики»2, п. 2. 

Фактически теорема 4.1 состоит из четырех теорем, кото-
рые называют теоремами о пределе суммы, пределе разности, 
пределе произведения и пределе частного. 

1  В теореме рассматриваются функции, которые определены в одних 
и тех же точках некоторой проколотой δ-окрестности точки x0.

2  А. Г. Мерзляк, Д. А. Номировский, В. Б. Полонский, М. С. Якир. 
Алгебра. Учебник для 11 класса с углубленным изучением математи-
ки. — Харьков: Гимназия, 2011. Далее будем ссылаться на этот учебник 
«Алгебра-11 с углубленным изучением математики».

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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Следствие. Если функция f  имеет предел в точке x0  
и k — произвольная постоянная, то функция y = kf (x) 
также имеет предел в точке x0, причем

lim ( ) lim ( ).
x x x x

kf x k f x
→ →

=
0 0

Справедливость следствия следует из теоремы о пределе 
произведения и ключевой задачи 3.3.

Пример  1  Докажите, что lim .
x x

x x
→

=
0

2
0
2

Решение. Из ключевой задачи 3.4 следует, что lim .
x x

x x
→

=
0

0   

Тогда, если функцию y = x2 представить в виде y = x•x, то 
можно применить теорему о пределе произведения. Имеем:

lim lim ( ) lim lim .
x x x x x x x x

x x x x x x
→ → → →

= = =
0 0 0 0

2
0
2i i  

Пример  2  Найдите lim .
x

x x

x→

− +

−2

2

2

5 6

4
Решение. Поскольку lim( ) lim lim ,

x x x
x x

→ → →
− = − = − =

2

2

2

2

2

24 4 2 4 0  

то нельзя применить теорему о пределе частного к функции  

f x
x x

x
( ) .=

− +

−

2

2

5 6

4
 Преобразуем выражение

x x

x

2

2

5 6

4

− +

−
.  

Имеем:
x x

x

x x

x x

x

x

2

2

5 6

4

2 3

2 2

3

2

− +

−

− −

− +

−

+
= =

( ) ( )

( ) ( )
,  

где x ≠ 2 и x ≠ –2.

Рассмотрим функцию g x
x

x
( ) .=

−

+

3

2
 Так как функции f 

и  g отличаются только поведением в  точке x0 = 2, то 
lim ( ) lim ( ).
x x

f x g x
→ →

=
2 2

 Используя теорему об арифметических 

действиях с пределами функций, получаем 

lim lim
lim( )

lim ( )x x

x

x

x x

x

x

x

x

x→ →

→

→

− +

−

−

+

−

+

−
= = =

2

2

2 2

2

2

5 6

4

3

2

3

2

2 3

2++
= −

2

1

4
. 

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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4. Теорема об арифметических действиях с пределами функций в точке

Пример  3  Найдите lim ( ),
x

f x
→

1

2

 где

 f x
x x x

x

( )
, ,

, .

=
− ≠

=










2 2

3

1

2

1

2

если

если

Решение. Рассмотрим функцию 
g (x) = x2 – 2x. Поскольку в любой про-

колотой δ-окрестности точки x0

1

2
=  

функции f и g совпадают (рис. 4.1), то 
достаточно найти lim ( ).

x

x x
→

−
1

2

2 2  Исполь-

зуя теорему об арифметических дей-
ствиях с пределами функций, запишем:

 lim ( ) lim lim .
x x x

x x x x
→ → →

− = − = 





 − = −

1

2

2

1

2

2

1

2

2

2 2 2
1

2

1

2

3

4
i  

4.1.° Найдите:

1) lim ( );
x

x x
→

− −
1

22 3 1 	 4) lim ;
x

x

x→

−

−3

2 1

3 2

2) lim ;
x

x
→−1

4 	 5) lim ;
x

x x

x x→

− +

+ −0

2

2

3 5

2 1

3) lim ( );
x

x x
→

− −
2

3 3 2 	 6) lim .
x

x x
x→−

− + −







2

2 1
2 3

4.2.° Найдите:

1) lim ( );
x

x x
→

+ +
1

22 3 5 	 4) lim ;
x

x

x→

−

+5

7 5

10 2

2) lim ( );
x

x x x
→

− + +
2

3 23 2 2 	 5) lim ;
x

x

x x→

−

− −0

2

2

1

2 1

3) lim ( );
x

x x
→−

− +
2

3 22 3 6 	 6) lim .
( )x

x

x→

+

−3

3

20

1

2

Рис. 4.1
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4.3.• Найдите:

1) lim ;
x

x x

x x→

− −

− +3

2

2

2 3

5 6
	 3) lim ;

x

x x x

x→

− − −

−2

4 2

2

3 5 12 4

4

2) lim ;
x

x x

x→

− −

−2

3

3

3 2

8
	 4) lim .

x

x

x→−

+

+1

5 1

1
4.4.• Найдите:

1) lim ;
x

x x

x x→

− +

− +1

2

2

3 2

4 3
   	 3) lim ;

( ) ( )
x

x x

x x→

+ − +

+0

4

2 4

1 1 4

2) lim ;
x

x x

x x→

− +

− +1

4

5

3 2

4 3
       	 4) lim .

x

x

x→

−

−1

5

3

1

1
4.5.• Вычислите предел:

1) lim ;
x x x→ − −

−







1 3

1

1

3

1
	

2) lim .
x x x x x→ − − +

−







2 2 2

2

2

1

3 2
4.6.• Вычислите предел:

1) lim ;
x x x→− + −

+







3 2

1

3

6

9
   

2) lim .
( )x x x

x

x x→ − +

−

− +
+







2 2 2

2

2 5 2

4

3 3 2

4.7.• Найдите  lim ( ),
x

f x
→ 0

 где f (x) = 
x x x

x

2 2 2 0

1 0

− + ≠
− =





, ,

, .

если

если

4.8.• Найдите lim ( ),
x

f x
→ 3

 где f (x) = 
− + ≠

=





x x x

x

2 3 3

2 3

, ,

, .

если

если

4.9.•• Найдите lim ,
x

m

n

x

x→−

+

+1

1

1
 где m и n — нечетные натуральные 

числа.

4.10.•• Найдите lim ,
x

m

n

x

x→

−

−1

1

1
 где m и n — натуральные числа.
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	 5.	Н епрерывность функции в точке.  
Свойства непрерывных функций

В пункте 2 вы получили представление о функциях, не-
прерывных в точке. Рассмотрим это понятие глубже и де-
тальнее. 

На рисунке 5.1 изображены графики функций f и g, ко-
торые определены в точке x0 и имеют предел в этой точке. 

Рис. 5.1

Для функции g имеем: lim ( ) ( ).
x x

g x a g x
→

= ≠
0

0  Для функ-

ции f можно записать: lim ( ) ( ).
x x

f x f x
→

=
0

0

Определение. Если выполняется равенство lim ( ) ( ),
x x

f x f x
→

=
0

0  

то функцию f называют непрерывной в точке x0.

Если в  некоторой δ-окрестности точки x0 функция f  
определена только в  точке x0 (рис. 5.2), то предел такой 
функции в  точке x0 не определяют. Поэтому равенство 
lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

=
0

0  проверить невозможно. Однако договорились 

и такую функцию f считать непрерывной в точке x0. 

Например, функция y x= − 2  

является непрерывной в  точке 

x0 = 0, а функция y x= −sin2  яв-

ляется непрерывной в  каждой из 
точек вида x0 = πk, k ∈ . Рис. 5.2
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Из теоремы об арифметических действиях с пределами 
функций следует, что если lim ( ) ( )

x x
f x f x

→
=

0
0  и  lim ( ) ( ),

x x
g x g x

→
=

0
0  

то:
1) lim ( ( ) ( )) ( ) ( );

x x
f x g x f x g x

→
+ = +

0
0 0

2) lim ( ( ) ( )) ( ) ( );
x x

f x g x f x g x
→

− = −
0

0 0

3) lim ( ( ) ( )) ( ) ( );
x x

f x g x f x g x
→

=
0

0 0

4) lim
( )

( )

( )

( )x x

f x

g x

f x

g x→
=

0

0

0

 при условии, что g (x0) ≠ 0.

Используя эти равенства, можно доказать следующую 
теорему.

Теорема   5.1 (о б  арифметиче ских  д ей с твиях 
с  непрерывными функциями). Если функции y = f (x) 
и  y = g (x) непрерывны в  точке x0, то в  этой точке  
непрерывными являются и  функции y = f (x) + g (x),  

y = f (x) – g (x), y = f (x) g (x) и  y
f x

g x
=

( )

( )
 (последняя при 

условии, что g (x0) ≠ 0).

Используя теорему об арифметических действиях с не-
прерывными функциями, получаем, что каждая из функций 

y = f (x) и y
f x

g x
=

( )

( )
,  где f (x), g (x) — многочлены1, является 

непрерывной.
Заметим, что если функция 

непрерывна на , то она не-
прерывна на любом числовом 
промежутке (рис. 5.3). 

Можно показать2, что для 
любого x0 ∈  выполняется ра-

xa b c d

Рис. 5.3

1   Функцию вида y
f x

g x
=

( )

( )
,  где f (x) и g (x) — многочлены, называют 

рациональной.
2 С доказательством этого факта вы можете ознакомиться в рассказе 

на c. 41, 42.
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венство lim sin sin .
x x

x x
→

=
0

0  Это означает, что функция y = sin x  

непрерывна.
Пусть функции f и g определены на некоторых промежут-

ках. Из наглядных соображений очевидно, что если графики 
функций f и g являются равными фигурами и функция f 
непрерывна, то функция g также непрерывна. 

В 10 классе было показано, что график функции y = cos x 
можно получить из графика функции y = sin x в результате 

параллельного переноса на вектор с координатами −







π

2
0;  

(рис. 5.4). Таким образом, непрерывность функции y = cos x 
следует из непрерывности функции y = sin x.

Рис. 5.4

Поскольку функции y = sin x и y = cos x — непрерывные, 
то из теоремы об арифметических действиях с непрерывными 
функциями следует, что функции y = tgx и y = ctgx также 
являются непрерывными. 

Вы знаете, что графики взаимно обратных функций 
симметричны относительно прямой y = x. Поэтому если об-
ратимая функция f определена на некотором промежутке 
и непрерывна, то обратная к ней функция g также будет 
непрерывной. 

Как было установлено выше, функция y = x2 является 
непрерывной. Тогда и  обратимая функция f (x) = x2, 
D  (f) = [0; +∞), — непрерывная. Следовательно, обратная 

к ней функция  g x x( ) =  также является непрерывной.

Рассуждая аналогично, приходим к выводу, что функция 

y xn= ,   n ∈ , n > 1, — непрерывная. Таким же образом 

устанавливаем, что непрерывными являются и  функции 
y = arcsinx, y = arccosx, y = arctgx и y = arcctgx.
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Пример  1  Выясните, является ли функ-
ция

f x
x

x

x

x( )
, ,

, ,

=
≠

=







−

−

2 16

4
4

2 4

если

если 

непрерывной в точке x0 = 4.
Решение. Имеем: f (4) = 2. 
Вычислим  lim ( ).

x
f x

→ 4
 Запишем:

lim ( ) lim lim lim ( )
( ) ( )

x x x x
f x x

x

x

x x

x→ → → →
= = = + =

−

−

− +

−4 4

2

4 4

16

4

4 4

4
4 88.

Получили, что lim ( ) ( ).
x

f x f
→

≠
4

4  Следовательно, функция f 

в точке x0 = 4 не является непрерывной. Полученный вывод 
проиллюстрирован на рисунке 5.5. 

Рассмотрим ряд важных свойств непрерывных функ-
ций1.

Теорема  5 .2 (о  непрерывности сложной функ-
ции). Если функция t = g (x) непрерывна в  точке x0, 
а функция y = f (t) непрерывна в точке t0, где t0 = g (x0), то 
сложная функция y = f (g (x)) непрерывна в точке x0.

Например, функция t = 2x – 1 непрерывна в точке x0 = 5, 

функция  y t=  непрерывна в точке t0 = 2•5 – 1 = 9. Тогда 

сложная функция y x= −2 1  непрерывна в  точке x0 = 5. 

Рассуждая аналогично, можно показать, что сложная функ-

ция y x= −2 1  непрерывна в каждой точке своей области 

определения.
Еще примеры. Функции y = sin x и y = 5x непрерывны. 

Тогда сложная функция y = sin 5x также является непре-
рывной.

Каждая из функций y x=  и y = x2 является непрерыв-

ной. Тогда сложная функция y x= 2 ,  то есть функция  

y = | x |, также является непрерывной. 

Рис. 5.5

1 Доказательство этих свойств выходит за пределы школьной про-
граммы.
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Пример  2  Вычислите lim .
x

x

x→

−

+ −4

4

2 1 3

Решение. Поскольку функция f x x( ) = + −2 1 3  является 

непрерывной, то lim .
x

x
→

+ −( ) = + − =
4

2 1 3 2 4 1 3 0i  Следователь-

но, применить теорему о пределе частного нельзя.
Преобразуем выражение, стоящее под знаком предела:

x

x

x x

x x

x x

x

−

+ −

− + +

+ − + +

− + +

+
=

( )
( ) ( ) =

( )4

2 1 3

4 2 1 3

2 1 3 2 1 3

4 2 1 3

2 1

( ) ( )

( ))

( )

( )
.

−

− + +

−
=

( )
= + +( )

9

4 2 1 3

2 4

1

2
2 1 3

x x

x
x

x

x

x x

x x

x x

x

−

+ −

− + +

+ − + +

− + +

+
=

( )
( ) ( ) =

( )4

2 1 3

4 2 1 3

2 1 3 2 1 3

4 2 1 3

2 1

( ) ( )

( ))

( )

( )
.

−

− + +

−
=

( )
= + +( )

9

4 2 1 3

2 4

1

2
2 1 3

x x

x
x

Поскольку функция g x x( ) = + +( )1

2
2 1 3  является непре-

рывной, то можно записать

lim .
x

x
→

+ +( ) = + +( ) =
4

1

2

1

2
2 1 3 2 4 1 3 3i  

Теорема  5 .3  ( теорема  Больцано–Коши). Если 
функция f непрерывна на отрезке [a; b] и на концах это-
го промежутка принимает значения разных знаков, то 
существует такая точка c ∈ (a; b), что f (c) = 0.

Чешский математик, философ и  логик. 
Возглавлял кафедру истории религии в Праж-
ском университете. При жизни напечатал 
(анонимно) только 5 небольших математиче-
ских трудов, основную часть его рукописно-
го наследия ученые исследовали уже после 
его смерти. Трактат «Учение о функциях», 
написанный в  1830 г., увидел свет только 
через 100 лет. В нем Больцано, за много лет 
до Вейерштрасса и Коши, формулирует и до-
казывает ряд положений математического 
анализа. В работе «Парадоксы бесконечности» 
Больцано рассматривал вопросы мощности 
бесконечных множеств; в работе «Науковеде-
ние» выдвинул ряд идей, предшествовавших 
математической логике.

Бернард Больцано
(1781–1848)
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Эта теорема наглядно очевидна. Действительно, если 
точки, лежащие в  разных полуплоскостях относительно 
оси абсцисс, соединить непрерывной кривой, то эта кривая 
обязательно пересечет ось абсцисс (рис. 5.6).

Рис. 5.6 Рис. 5.7 Рис. 5.8

Следствие. Если функция непрерывна и  не имеет 
нулей на некотором промежутке I, то она на этом про-
межутке сохраняет знак (рис. 5.7).

Доказательство. Предположим, что данная функция f 
на промежутке I не сохраняет знак, то есть существуют такие 
a ∈ I и b ∈ I, где a < b, что числа f (a) и f (b) имеют разные знаки 
(рис. 5.6). Тогда по теореме Больцано–Коши существует точка 
c ∈ (a; b) ⊂ I такая, что f (c) = 0. Получили противоречие. 

Напомним, что это следствие лежит в основе метода ин-
тервалов для решения неравенств.

Пример  3  Докажите, что уравнение x5 + 2x2 – 11 = 0 имеет 
корень.

Решение. Рассмотрим непрерывную функцию f (x) = 
= x5 + 2x2 – 11. 

Огюстен Луи Коши
(1789–1857)

Французский математик. Опубли-
ковал более 800 работ по арифметике, 
теории чисел, алгебре, математиче-
скому анализу, дифференциальным 
уравнениям, теоретической и небесной 
механике, математической физике; за-
нимался также исследованиями в обла-
сти тригонометрии, теории упругости, 
оптики, астрономии. Был членом Па-
рижской академии наук, Лондонского 
королевского общества и  почти всех 
академий наук мира.
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Имеем: f (0) = –11, f (2) = 29. Следовательно, по теореме 
Больцано–Коши на отрезке [0; 2] уравнение f (x) = 0 имеет 
корень. 

Не каждая функция, определенная на отрезке [a; b], до-
стигает на этом промежутке своих наибольшего и наимень-
шего значений. Это иллюстрирует рисунок 5.8.

Однако для непрерывных функций имеет место такая 
теорема.

Теорема 5.4 (теорема Вейерштрасса). Если функ-
ция непрерывна на отрезке [a; b], то она на этом отрез-
ке принимает свои наибольшее и наименьшее значения.

Эта теорема наглядно очевидна. 
Если две точки на координатной 
плоскости соединить непрерывной 
кривой, то на этой кривой найдутся 
точки с наибольшей и наименьшей 
ординатами (рис. 5.9).

Отметим, что если в  теореме 
Вейерштрасса отрезок [a; b] заме-
нить промежутком другого вида, 
например интервалом (a; b), то эта 
теорема может не выполняться. Так, 
функция y = x, непрерывная на про-
межутке (0; 1), не достигает на нем 
своих наибольшего и наименьшего значений.

max ( ) ( )
[ ; ]a b

f x f x= 0

min ( ) ( )
[ ; ]a b

f x f a=

Рис. 5.9

Немецкий математик, член Берлин-
ской академии наук, Парижской акаде-
мии наук, почетный член Петербургской 
академии наук. Одним из важнейших его 
достижений является система логическо-
го обоснования математического анализа, 
основанная на построенной им теории 
действительных чисел. Вейерштрасс уде-
лял большое внимание применению мате-
матики в механике и физике и поощрял 
к этому своих учеников.

Карл Теодор Вильгельм 
Вейерштрасс
(1815–1897)
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§ 1.  Производная и ее применение

Покажем, как понятие непрерывности помогает находить 
область значений функции.

Пусть о  функции f известно, что  
min ( ) ,

( )D f
f x =1  max ( ) .

( )D f
f x =5  Верно ли, 

что E (f) = [1; 5]? Рисунок 5.10 пока-
зывает, что ответ на этот вопрос от-
рицательный: число 3 не принадлежит 
области значений этой функции.

Однако если областью определения 
непрерывной функции является некоторый промежуток, то 
ответ на поставленный вопрос будет положительным.

Теорема  5 .5 . Если областью определения непрерыв-
ной функции f является некоторый промежуток и  
min ( ) ,

( )D f
f x a=  max ( )

( )D f
f x b=  и a ≠ b, то E (f) = [a; b].

Доказательство. Пусть числа x1 и  x2 таковы, что 
f (x1) = a, f (x2) = b и x1 < x2 (случай, когда x2 < x1, рассма-
тривают аналогично). 

Рассмотрим произвольное число c ∈ (a; b), то есть a < c <  b.  
Докажем, что существует точка x0 ∈ D  (f), для которой 
f (x0) = c. Тем самым будет показано, что c ∈ E (f).

Рассмотрим функцию g (x) = f (x) – c. Функция g является 
непрерывной на D (g) = D (f), следовательно, она непрерывна 
на отрезке [x1; x2]. 

Имеем: g (x1) = f (x1) – c = a – c < 0;
           g (x2) = f (x2) – c = b – c > 0.
Следовательно, согласно теореме Больцано–Коши су-

ществует точка x0 ∈ (x1; x2) такая, что g  (x0) = 0, то есть  
f (x0) – c = 0; f (x0) = c. 

Пример  4  Найдите область значений функции f x
x

x
( ) .=

+

2

41

Решение. Имеем: 
x

x

2

41
0

+
l  для всех x ∈ . Поскольку 

f (0) = 0, то min ( ) .
R

f x = 0  

Применив неравенство Коши, запишем

 
x

x

x

x

x

x

2

4

2

4

2

21 2 1 2

1

2+
= =m

i
.  

Рис. 5.10
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5. Непрерывность функции в точке. Свойства непрерывных функций 

Так как f ( ) ,1
1

2
=  то max ( ) .

R
f x =

1

2
Функция f непрерывна на . Из теоремы 5.5 следует, что 

E f( ) ; .= 





0
1

2
 

5.1.° Вычислите: 

1) lim ;
x

x
→ 9

	 3) lim tg ;
x

x
→

3

4

π
	 5) lim arctg .

x
x

→1

2) lim sin ;
x

x
→

π
6

	 4) lim arcsin ;
x

x
→ 0

5.2.° Вычислите:

1) lim ;
x

x
→ 2

	 3) lim ctg ;
x

x
→−

π
4

	 5) lim arcctg .
x

x
→−1

2) lim cos ;
x

x
→

π
2

	 4) lim arccos ;
x

x
→ 0

5.3.° Объясните, почему является непрерывной функция:

1) f x x( ) ;= +3 	 3) f x x( ) ;= +5 2  	 5) f x
x

x
( ) .

sin
=

2) f x x x( ) ;= − 2 	 4) f x x x( ) sin ;=
5.4.° Объясните, почему является непрерывной функция:

1) f x x
x

( ) ;= +
1

	 3) f x
x

x
( ) ;

cos
=

2) f (x) = sin x + ctg x;	 4) f (x) = ctg 5x.

5.5.° Вычислите:

1) lim ;
x

x
→

−
1

2 1 	 3) lim tg ;
x

x
→

−





π

π

5
5

2) lim sin ;
x

x
→

π
2

3 	 4) lim cos .
x

x
→−

π
2

2

5.6.° Вычислите:

1) lim ;
x

x
→

−
0

1 3 	 2) lim cos ;
x

x
→−

π
2

4
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§ 1.  Производная и ее применение

3) lim ;
x

x

x→

+
1

1
	 4) lim ctg .

x
x

→
−








0 4

π

5.7.• Является ли непрерывной в точке x0 функция:

1) f x
x

x

x

x( )
, ,

, ,

=
≠

=







−

−

2 9

3
3

6 3

если

если

 x0 = 3;	

2) f x
x

x

x

x
( )

, ,

, ,

sin

cos=
≠

=










2

2

2
1

если

если

π

π
 x0

2
=
π

?

5.8.• Является ли непрерывной в точке x0 функция:

1) f x
x

x

x

x( )
, ,

, ,

=
≠ −

= −







−

+

1

1

2

1

0 1

если

если

 x0 = –1;	

2) f x
x

x

x

x( )
, ,

, ,

sin

sin=
≠

− =








2

2

если

если

π

π
 x0 = π?

5.9.• Вычислите:

1) lim ;
x

x x

x x→

+

−0
	 2) lim ;

x

x

x→

−

−4

2

4
	 3) lim .

x

x x

x→

−

−1

2

1

5.10.• Вычислите:

1) lim ;
x

x x

x x→

−

−0

2 3

3 2
	 2) lim ;

x

x

x→

−

−1

1

1
	 3) lim .

x

x

x→

−

−1

3 1

1

5.11.• Вычислите:

1) lim ;
x

x

x→

−

− −3

3

2 1
	 4) lim ;

x

x

x→

− −

− +5

6 1

3 4

2) lim ;
x

x

x→−

+

− −2 2

2

1 3
	 5) lim ;

x

x

x→

+ −

+ −0

2

2

1 1

16 4
	

3) lim ;
x

x x

x→

+ − +

−3 2

13 2 1

9
	 6) lim .

x

x

x→ + −0 3 1 1
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Первый замечательный предел

5.12.• Вычислите:

1) lim ;
x

x

x→

−

+ −3

3

2 10 4
	3) lim ;

x

x

x→

+ −
0

2 4 2
	 5) lim ;

x

x

x→

+ −
0

23 1 1

2) lim ;
x

x

x→

− −

−7 2

2 3

49
	 4) lim ;

x

x

x→

− −

− −1

5 2

2 1
	 6) lim .

x

x

x→−

− +

+2

3

3

6 2

8
5.13.• Докажите, что уравнение имеет корень:

1) x6 + 2x – 13 = 0;	 2) 3 sin x = 2x – 1.

5.14.• Докажите, что уравнение имеет корень:
1) x3 + 3x – 8 = 0;	 2) 2 cos x = x2 + 4x – 6.

5.15.• Найдите область значений функции: 
1) y = sin x + 2;	 2) y = cos x – 3;	 3) y x= −

π

2
arcsin .

5.16.• Найдите область значений функции:
1) y = sin x – 4;	 2) y = 3 + cos x;	 3) y = π – arccos x.

5.17.•• Найдите область значений функции  y
x

x
=

+

2

49 1
.

5.18.•• Найдите область значений функции  y
x

x x
=

+ +

2

4 24 3 1
.

Когда сделаны уроки

Первый замечательный предел
Покажем, что функция y = sinx — непрерывная. Для 

этого докажем такое вспомогательное утверждение.

Лемма 5 .1 . Для любого x ∈  выполняется неравен-
ство | sinx | m | x |.

Доказательство. Если x = 0 или | x | l 1, то доказы-
ваемое неравенство очевидно.

Пусть x ∈ (0; 1). На рисунке 5.11 
точка Px получена в результате пово-
рота точки P0 (1; 0) вокруг начала ко-
ординат на угол x радиан. Так как  

x ∈ (0; 1), то есть 0
2

< <x
π

,  то точка Px 

находится в первой четверти. Рис. 5.11
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§ 1.  Производная и ее применение

Площадь треугольника PxOP0 меньше площади сектора 
PxOP0. Имеем:

S OP x xP OPx∆ 0

1

2

1

2
0
2= =sin sin ;

S OP x xP OPxсект 0

1

2

1

2
0
2= = .

Тогда 
1

2

1

2
sin .x x<  Получаем sin x < x.

Пусть x ∈ (–1; 0). Тогда –x ∈ (0; 1) и можно записать, что 
sin (–x) < –x. Отсюда sinx > x.

Следовательно, если x ∈ (0; 1), то 0 < sin x < x. Поэтому  
| sin x | < | x |. 

Если x ∈ (–1; 0), то 0 > sin x > x. Поэтому | sin x | < | x |. 
Покажем, что число sin x0 является пределом функции 

y = sin x в точке x0, где x0 ∈ .
Используя неравенство леммы 5.1, имеем:

sin sin sin cos sin .x x x x
x x x x x x x x

− = = −
− + − −

0
0 0 0 0

02 2 2
2 2 2 2

m m i

sin sin sin cos sin .x x x x
x x x x x x x x

− = = −
− + − −

0
0 0 0 0

02 2 2
2 2 2 2

m m i

Пусть ε — произвольное положительное число. Так как  
| sin x – sin x0 | m | x – x0 |, то из неравенств 0 < | x – x0 | < ε 
следует, что | sin x – sin x0 | < ε.

Если положить δ = ε, то получим: для любого ε > 0 суще-
ствует δ > 0 такое, что из неравенств 0 < | x – x0 | < δ следует 
неравенство | sin x – sin x0 | < ε. Это означает, что

lim sin sin .
x x

x x
→

=
0

0

Таким образом, функция y = sin x непрерывна в каждой 
точке x0, а следовательно, эта функция непрерывна на . 

Рассмотрим функцию f x
x

x
( ) .

sin
=  Эта функция не опре-

делена в точке x0 = 0. Однако в этой точке существует предел 
функции f. Докажем, что имеет место такое равенство:

	 lim
sin

x

x

x→
=

0
1 	 (1)
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Лемма 5 .2 . Если | x | < 1 и x ≠ 0, то

0 1
2

2
< − <

sin
.

x

x

x

Доказательство. Пусть x ∈ (0; 1). Опять обратимся 
к рисунку 5.11. Построим прямоугольник MPxNP0, для ко-
торого отрезок PxP0 является диагональю.

Поскольку PxM = sin x и OM = cos x, то

S x x xP NPx

x
∆ 0

1

2 2
1 2= − =sin ( cos ) sin sin .

Поскольку x ∈ (0; 1), то sin x > 0. Тогда из леммы 5.1 

получаем: sin x m x;  sin .2

2

2 2

x x
m 







Следовательно, S x xP NPx

x x x
∆ 0

2

2 3

2 2 4
= 






 =sin sin .i im

Очевидно, что площадь заштрихованного сегмента меньше 
площади треугольника PxNP0.

Имеем:  S S S x xP OP P OPx xсегмента сект= − = −
0 0

1

2

1

2
∆ sin .

Теперь можно записать:  0
1

2

1

2 4

3

< − <x x
x

sin .

Отсюда с учетом того, что x ∈ (0; 1), получаем

0 1
2

2
< − <

sin
.

x

x

x

Поскольку функции  y
x

x
= −1

sin
 и  y

x
=

2

2
 — четные, то 

последнее двойное неравенство выполняется также для всех x 
из промежутка (–1; 0). 

Теперь докажем равенство (1).
Используя лемму 5.2, для | x | < 1 и x ≠ 0 имеем:

 
sin sin

,
x

x

x

x

x
x x x− = − < < < = −1 1 0

2
2

2
 

то есть
sin

.
x

x
x− < −1 0

Пусть ε — произвольное положительное число. 

Первый замечательный предел
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§ 1.  Производная и ее применение

Если 0 < ε < 1, то положим δ = ε. Тогда из неравенств  

0 < | x – 0 | < δ будет следовать, что 
sin

.
x

x
x− < − < =1 0 δ ε

Если ε l 1, то в качестве δ выберем любое число из про-
межутка (0; 1). Так как в этом случае δ ε< , то из неравенств 

0 < | x – 0 | < δ будет следовать, что 
sin

.
x

x
x− < − < <1 0 δ ε

Значит, для любого ε > 0 существует такое число δ > 0, 
что из неравенства 0 < | x – 0 | < δ следует неравенство

sin
.

x

x
− <1 ε

Это означает, что lim .
sin

x

x

x→
=

0
1

Это равенство называют первым замечательным преде-
лом. Оно показывает, что при достаточно малых значениях 
x выполняется приближенное равенство sin x ≈ x. Более того, 
из леммы 5.2 следует, что если | x | < 1, то выполняется не-

равенство x x
x

− <sin .
3

2
 Поэтому абсолютная погрешность 

приближенной формулы sin x ≈ x, где | |x <1 , не превышает 

x
3

2
.  Например, если x = 0,1, то sin 0,1 ≈ 0,1 с точностью 

не менее чем 
0 1

2

3

0 0005
,

, .=

Пример  1  Вычислите предел lim .
sin

x

x

x→ 0

3

Решение.  lim lim lim .
sin sin sin

x x x

x

x

x

x

x

x→ → →
= = =

0 0 0

3 3 3

3

3

3
3 3  

Пример  2  Вычислите предел lim .
x

x

x→ 0

tg

Решение. lim lim lim lim .
cos cosx x x x

x

x

x

x x

x

x x→ → → →
= = =

0 0 0 0

1
1

tg sin sin
i  
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6. Приращение функции. Задачи, приводящие к понятию производной

Пример  3  Вычислите предел lim .
sin

sinx

mx

nx→ 0

Решение

lim lim
sin

sin

sin

sin

lim
sin

x x

xmx

nx

m
mx

mx

n
nx

nx

m
mx

mx

n
→ →

→= =
0 0

0
i

i

i

ii lim
sin

.

x

nx

nx

m

n
→

=

0

 

Пример  4  Вычислите предел lim .
cosx

x

x→ −0

23

1
Решение

 

lim lim lim lim
cos

sin sin
x x x x

x

x

x

x

x

x→ → → →−
= = =

0

2

0

2

2 0

2

2 0

3

1

3

2
2

4

2

1
6 6

ssin

.
x

x
2

2

6

12 2
6

















= =

lim lim lim lim
cos

sin sin
x x x x

x

x

x

x

x

x→ → → →−
= = =

0

2

0

2

2 0

2

2 0

3

1

3

2
2

4

2

1
6 6

ssin

.
x

x
2

2

6

12 2
6

















= = 

5.19. Вычислите предел:

1) lim ;
sin

x

x

x→ 0

4

2
    3) lim ;

cos

sinx

x

x→

−
0

1 4

3
    5) lim ;

cos cos
x

x x

x→

−
0 2

10

4

2) lim ;
sin

sinx

x

x→ 0

3

2
    4) lim ;

cos

tgx

x

x x→

−
0

1 3
    6) lim .

cos cos

sinx

x x

x→

−
0 2

13

	 6.	 Приращение функции. Задачи, 
приводящие к понятию производной

Если функция является математической моделью ре-
ального процесса, то часто возникает потребность находить 
разность значений этой функции в двух точках. Например, 
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обозначим f (t) и f (t0) суммы средств, которые накопились 
на депозитном1 счете вкладчика к моментам времени t и t0. 
Тогда разность f (t) – f (t0), где t > t0, показывает прибыль, 
которую получит вкладчик за время t – t0.

Рассмотрим функцию y = f (x). Пусть x0 — фиксированная 
точка из области определения функции f.

Если x — произвольная точка области определения функ-
ции f такая, что x ≠ x0, то разность x – x0 называют при-
ращением аргумента функции f в точке x0 и обозначают ∆x 
(читают: «дельта икс»)2. Имеем:

∆x = x – x0. Отсюда x = x0 + ∆x.
Говорят, что аргумент получил приращение ∆x в точке x0.
Отметим, что приращение аргумента может быть как по-

ложительным, так и отрицательным: если x > x0, то ∆x > 0; 
если x < x0, то ∆x < 0.

Если аргумент в  точке x0 получил приращение ∆x, то 
значение функции f изменилось на величину

f (x0 + ∆x) – f (x0).
Эту разность называют приращением функции f в точке x0 

и обозначают ∆f (читают: «дельта эф»).
Имеем:  ∆f = f (x0 + ∆x) – f (x0) или ∆f = f (x) – f (x0).
Для приращения функции y = f (x) также принято обо-

значение ∆y, то есть 
∆y = f (x) – f (x0) или  

∆y = f (x0 + ∆x) – f (x0).
Приращение ∆x аргумента 

в  точке x0 и  соответствующее 
приращение ∆f функции пока-
зано на рисунке 6.1.

Отметим, что для фиксиро-
ванной точки x0 приращение 
функции f в точке x0 является 
функцией с аргументом ∆x.Рис. 6.1

1 Депозит (банковский вклад) — деньги, которые вкладчик помещает 
в банк на некоторый срок, за что банк выплачивает вкладчику проценты.

2 Говоря о приращении аргумента функции f в точке x0, здесь и даль-
ше будем предполагать, что в любом интервале (x0 – ε; x0 + ε) есть точки 
области определения функции f, отличные от x0.

обозначим через которые.... к моментам времени.
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Пример  1  Найдите приращение функции y = x2 в точке x0, 
которое соответствует приращению ∆x аргумента.

Решение. Имеем:
∆ = +∆ − = + ∆ +∆ − = ∆ +∆y x x x x x x x x x x x( ) .0

2
0
2

0
2

0
2

0
2

0
22 2

Ответ: 2x0∆x + ∆x2.

Задача о  мгновенной скорости
Пусть автомобиль, двигаясь по прямолинейному участку 

дороги в одном направлении, за 2 ч преодолел путь 120 км. 

Тогда его средняя скорость движения равна vср = 
120

2
 =  

= 60 (км/ч).
Найденная величина дает неполное представление о ха-

рактере движения автомобиля: на одних участках пути 
автомобиль мог двигаться быстрее, на других — медленнее, 
иногда мог останавливаться.

Вместе с тем в любой момент времени спидометр автомо-
биля показывал некоторую величину — скорость в данный 
момент времени. Значение скорости в разные моменты более 
полно характеризует движение автомобиля.

Рассмотрим задачу о поиске скорости в данный момент 
времени на примере равноускоренного движения.

Пусть материальная точка двигается по координатной 
прямой и  через время t после начала движения имеет 
координату s (t). Тем самым задана функция y = s (t), по-
зволяющая определить положение точки в  любой момент 
времени. Поэтому эту функцию называют законом движения  
точки.

Из курса физики известно, что закон равноускоренного 

движения задается формулой  s t s v t
at

( ) ,= + +0 0

2

2
 где s0 — 

координата точки в начале движения (при t = 0), v0 — на-
чальная скорость, a — ускорение.

Пусть, например, s0 = 0, v0 = 1 м/с, а  = 2 м/с2. Тогда 
s (t) = t2 + t.

Зафиксируем какой-нибудь момент времени t0 и прида-
дим аргументу в точке t0 приращение ∆t, то есть рассмотрим 
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промежуток времени от t0 до t0 + ∆t. За этот промежуток 
времени материальная точка осуществит перемещение ∆s,  
где

∆ ∆ ∆ ∆
∆

s s t t s t t t t t t t
s t t

= + − = + + + − +
+

( ) ( ) ( ) ( ) (
( )

0 0 0
2

0 0
2

0

   00 0
2

0
2

0 0
2

0 0
2

0

2 2) .
( )s t

t t t t t t t t t t t t  = + + + + − − = + +∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆

∆ ∆ ∆ ∆
∆

s s t t s t t t t t t t
s t t

= + − = + + + − +
+

( ) ( ) ( ) ( ) (
( )

0 0 0
2

0 0
2

0

   00 0
2

0
2

0 0
2

0 0
2

0

2 2) .
( )s t

t t t t t t t t t t t t  = + + + + − − = + +∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆

Средняя скорость vср(∆t) движения точки за промежуток 
времени от t0 до t0 + ∆t равна отношению 

∆

∆

∆ ∆ ∆

∆
∆

s

t

t t t t

t
t t= = + +

+ +2 0
2

02 1 ,  

то есть vср(∆t) = 2t0 + 1 + ∆t.

Обозначение для средней скорости vср(∆t) подчеркивает, 
что при заданном законе движения y = s (t) и фиксирован-
ном моменте времени t0 значение средней скорости зависит 
только от ∆t.

Если рассматривать достаточно малые промежутки вре-
мени от t0 до t0 + ∆t, то из практических соображений по-
нятно, что средние скорости vср (∆t) за такие промежутки 
времени мало отличаются друг от друга, то есть величина 
vср (∆t) почти не изменяется. Чем меньше ∆t, тем ближе зна-
чение средней скорости к некоторому числу, определяющему 
скорость в момент времени t0. Иными словами, если при  
∆t → 0 значения vср (∆t) стремятся к числу v (t0), то число v (t0) 
называют мгновенной скоростью в момент времени t0. 

В нашем примере, если ∆t → 0, то значения выражения 
2t0 + 1 + ∆t стремятся к числу 2t0 + 1, которое является 
значением мгновенной скорости v (t0), то есть

v t t t t
t

( ) lim ( ) .0 0 0 02 1 2 1= + + = +
→∆

∆

Этот пример показывает, что если материальная точка 
двигается по закону y = s  (t), то ее мгновенную скорость 
в момент времени t0 определяют с помощью формулы

v t v t
t

( ) lim ( ),0 0
=

→∆
∆ср  то есть

  v t
t t

s

t

s t t s t

t
( ) lim lim

( ) ( )
0 0 0

0 0= =
→ →

+ −
∆ ∆

∆

∆

∆

∆
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Задача о  касательной к  графику функции
Известное определение касательной к  окружности как 

прямой, которая имеет с окружностью только одну общую 
точку, неприменимо в случае произвольной кривой.

Например, ось ординат имеет с  параболой 
y = x2 только одну общую точку (рис. 6.2). Од-
нако интуиция подсказывает, что неестественно 
считать эту прямую касательной к этой пара-
боле. Вместе с тем в курсе алгебры мы нередко 
говорили, что парабола y = x2 касается оси 
абсцисс в точке x0 = 0. 

Уточним наглядное представление о  каса-
тельной к графику функции.

Пусть M — некоторая точка, лежащая на параболе y = x2. 
Проведем прямую OM, которую назовем секущей (рис. 6.3). 
Представим себе, что точка M, двигаясь по параболе, при-
ближается к точке O. При этом секущая OM будет вращаться 
вокруг точки O. Тогда угол между прямой OM и осью абсцисс 
будет становиться все меньше и меньше, и секущая OM будет 
стремиться занять положение оси абсцисс.

Прямую, положение которой стремится занять секущая 
OM при приближении точки M к точке O, будем называть 
касательной к параболе y = x2 в точке O.

Рассмотрим график некоторой непрерывной в  точке x0 
функции f и точку M0(x0; f (x0)). В точке x0 придадим ар-
гументу приращение ∆x и  рассмотрим на графике точку  
M (x; f (x)), где x = x0 + ∆x (рис. 6.4).

Рис. 6.3 Рис. 6.4

Рис. 6.2
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Из рисунка видно, что если ∆x становится все меньше 
и меньше, то точка M, двигаясь по графику, приближается 
к точке M0. Если при ∆x → 0 секущая M0M стремится занять 
положение некоторой прямой (на рисунке 6.4 это прямая 
M0T), то такую прямую называют касательной к графику 
функции f в точке M0. 

Пусть секущая M0M имеет уравнение y = kx + b и образу-
ет с положительным направлением оси абсцисс угол α. Как 
известно, угловой коэффициент k прямой M0M равен tg α, 
то есть k = tg α. Очевидно, что ∠MM0E = α (рис. 6.4). Тогда 
из ∆MM0E получаем

tg .α = =
ME

M E

f

x0

∆

∆

Введем обозначение kсек(∆x) для углового коэффициента 
секущей M0M, тем самым подчеркивая, что для данной 
функции f и фиксированной точки x0 угловой коэффициент 
секущей M0M определяется через приращение ∆x аргумента.

Имеем: kсек(∆x) = 
∆
∆

f

x
.

Пусть касательная M0T образует с положительным на-
правлением оси абсцисс угол β (β ≠ 90°). Тогда ее угловой 
коэффициент k (x0) равен tg β.

Естественно считать, что чем меньше ∆x, тем меньше 
значение углового коэффициента секущей отличается от зна-
чения углового коэффициента касательной. Иными словами, 
если ∆x → 0, то kсек(∆x) → k (x0). Вообще, угловой коэффици-
ент касательной к графику функции f в точке с абсциссой x0 
определяют с помощью формулы

k (x0) =  lim
∆x→0

kсек(∆x), то есть

k x
x x

f

x

f x x f x

x
( ) lim lim

( ) ( )
0 0 0

0 0= =
→ →

+ −
∆ ∆

∆

∆

∆

∆

Пример  2  Найдите формулу для вычисления углового ко-
эффициента касательной к  графику функции f (x) = –x2 
в  точке с  абсциссой x0. Какой угол с положительным на-
правлением оси абсцисс образует касательная, проведенная 

к этому графику в точке с абсциссой x0

1

2
= − ?
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Решение. Имеем: 
∆ = +∆ − = − +∆ − − = − ∆ −∆f f x x f x x x x x x x( ) ( ) ( ) ( ) .0 0 0

2
0
2

0
22

Тогда, воспользовавшись формулой для вычисления угло-
вого коэффициента касательной, можно записать:

k x x x
x x x

f

x

x x x

x
( ) lim lim lim ( ).

( )
0 0 0

0
2

0 0

2
2= = = − −

→ → →

− −
∆ ∆ ∆

∆

∆

∆ ∆

∆
∆

Если ∆x → 0, то значения выражения − −2 0x x∆  стремят-

ся к  числу –2x0, то есть lim ( ) .
∆

∆
x

x x x
→

− − = −
0 0 02 2  Отсюда 

k (x0) = –2x0.
Эта формула позволяет вычислить 

угловой коэффициент касательной к па-
раболе y = –x2 в любой точке, в частности, 

в точке с абсциссой x0

1

2
= − .

Имеем: k −





 = − −






 =

1

2

1

2
2 1i .

Пусть касательная к параболе в точке 

с  абсциссой x0

1

2
= −  образует угол α  

(0 m α < π и α
π

≠
2

) с положительным направлением оси аб-

сцисс. Тогда ее угловой коэффициент равен tg α. Выше мы 

установили, что k −





 =

1

2
1.  Отсюда tg  α = 1. Поскольку  

0 m α < π, то  α
π

=
4

 (рис. 6.5). 

6.1.° Найдите приращение функции f в точке x0, если:
1) f (x) = 2x – 1, x0 = –1, ∆x = 0,2;	
2) f (x) = 3x2 – 2x, x0 = 2, ∆x = 0,1;

3) f x
x

( ) ,=
6

 x0 = 1,2, ∆x = –0,3.

6.2.° Найдите приращение функции f в точке x0, если:
1) f (x) = 4 – 3x, x0 = 1, ∆x = 0,3;	
2) f (x) = 0,5x2, x0 = –2, ∆x = 0,8.

Рис. 6.5
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6.3.° Для функции f (x) = x2 – 3x выразите приращение ∆f 
функции f в  точке x0 через x0 и x. Найдите ∆f, если: 
1) x0 = 3, x = 2,5; 2) x0 = –2, x = –1.

6.4.° Для функции f (x) = x3 выразите приращение ∆f функ-
ции f в точке x0 через x0 и x. Найдите ∆f, если x0 = 0,5, 
x = 0,4.

6.5.• Для функции f (x) = x2 – x и  точки x0 найдите 
∆

∆

f

x
  

и   lim .
∆

∆

∆x

f

x→ 0

6.6.• Для функции f (x) = 5x + 1 и точки x0 найдите 
∆

∆

f

x
  

и   lim .
∆

∆

∆x

f

x→ 0

6.7.• Материальная точка двигается по координатной пря-
мой по закону s (t) = 2t2 + 3 (перемещение измеряется 
в метрах, время — в  секундах). Найдите мгновенную 
скорость материальной точки в момент t0 = 2 с.

6.8.•  Тело двигается по координатной прямой по закону 
s (t) = 5t2 (перемещение измеряется в метрах, время — 
в  секундах). Найдите: 1) среднюю скорость тела при 
изменении времени от t0 = 1 с до t1 = 3 с; 2) мгновенную 
скорость тела в момент t0 = 1 с.

6.9.• Найдите угловой коэффициент:
1) секущей графика функции y = x2, проходящей через 

точки графика с абсциссами x0 = 1 и x1 = 1,6;
2) касательной к графику функции y = x2 в точке с аб-

сциссой x0 = 1.

6.10.• Найдите угловой коэффициент:
1) секущей графика функции y = x3, проходящей через 

точки графика с абсциссами x0 = 2 и x1 = 1;
2) касательной к графику функции y = x3 в точке с аб-

сциссой x0 = 2.
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	 7.	  Понятие производной

В предыдущем пункте, решая две разные задачи о мгно-
венной скорости материальной точки и об угловом коэффи-
циенте касательной, мы пришли к одной и той же матема-
тической модели: пределу отношения приращения функции 
к  приращению аргумента при условии, что приращение 
аргумента стремится к нулю:

v t
t

s

t
( ) lim ,0 0

=
→∆

∆

∆
   k x

x

f

x
( ) lim .0 0

=
→∆

∆

∆
К аналогичным формулам приводит решение целого ряда 

задач физики, химии, биологии, экономики и т. д. Это сви-
детельствует о том, что рассматриваемая модель заслуживает 
особого внимания. Ей стоит присвоить название, ввести обо-
значение, изучить ее свойства и научиться их применять.

Определение. Производной функции f в  точке x0 
называют число, равное пределу отношения приращения 
функции f в точке x0 к соответствующему приращению ар-
гумента при условии, что приращение аргумента стремится 
к нулю.

Производную функции y = f (x) в точке x0 обозначают так: 
f ′(x0) (читают: «эф штрих от икс нулевого») или y′ (x0). Тогда 
можно записать:

′ =
→

+ −
f x

x

f x x f x

x
( ) lim

( ) ( )
0 0

0 0

∆

∆

∆

или 

′ =
→

f x
x

f

x
( ) lim0 0∆

∆

∆

Производную функции f в точке x0 можно вычислить по 
такой схеме:

1)  придав в  точке x0 аргументу приращение ∆x, найти 
соответствующее приращение ∆f функции:

∆f = f (x0 + ∆x) – f (x0);

2) найти отношение 
∆

∆

f

x
;
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3) выяснить, к какому числу стремится отношение 
∆

∆

f

x
 

при ∆x → 0, то есть найти предел lim .
∆

∆

∆x

f

x→ 0

Пример  1  Найдите производную функции f x
x

( ) =
1

 в точке 

x0 = 1.
Решение. Придерживаясь вышеприведенной схемы, за-

пишем:

1) ∆ ∆
∆ ∆

∆

∆
f f x x f x

x x x x

x

x
= + − = − = − =

+ +

−

+
( ) ( ) ;0 0

0 0

1 1 1

1

1

1 1

2) 
∆

∆ ∆

f

x x
= −

+

1

1
;

3) при ∆x → 0 значения выражения −
+

1

1 ∆x
 стремятся 

к числу –1, то есть ′ = −





 = −

→ +
f

x x
( ) lim .1 1

0

1

1∆ ∆
Ответ: –1.

Отметим, что, найдя значение f ′(1), 
мы тем самым нашли угловой коэффи-
циент k  (x0) касательной, проведенной 

к  графику функции f x
x

( ) =
1

 в  точке 

с абсциссой x0 = 1. Он равен –1, то есть 
k (1) = –1. Тогда, обозначив через α угол, 
образованный этой касательной с поло-
жительным направлением оси абсцисс, 

можем записать: tg α = –1. Отсюда α
π

=
3

4
 (рис. 7.1).

Вообще, можно сделать такой вывод: угловой коэффициент 
касательной, проведенной к графику функции f в точке с аб-
сциссой x0, равен производной функции f в точке x0, то есть

k (x0) = f ′ (x0)

Это равенство выражает геометрический смысл произ-
водной.

Рис. 7.1
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Также понятно, что если y = s (t) — закон движения мате-
риальной точки по координатной прямой, то ее мгновенная 
скорость в момент времени t0 равна производной функции 
y = s (t) в точке t0, то есть

v (t0) = s′ (t0)   

Это равенство выражает механический смысл производной.
Если функция f имеет производную в  точке x0, то эту 

функцию называют дифференцируемой в точке x0.
Пусть функция f дифференцируема 

в точке x0. Из геометрического смысла про-
изводной следует, что к графику функции f 
в  точке с  абсциссой x0 можно провести 
невертикальную касательную (рис.  7.2). 
И наоборот, если к графику функции f 
в точке с абсциссой x0 можно провести не-
вертикальную касательную, то функция f 
дифференцируема в точке x0.

На рисунке 7.3 изображены графики функций, кото-
рые в  точке x0 имеют разрыв или «излом». К  их графи-
кам в  точке с  абсциссой x0 невозможно провести каса-
тельную. Эти функции не дифференцируемы в  точке x0. 

Рис. 7.3

На рисунке 7.4 изображены графики функций, которые 
в точке с абсциссой x0 имеют вертикальную касательную. 
Поэтому эти функции не дифференцируемы в точке x0.

Рис. 7.4

Рис. 7.2
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Покажем, например, что функция f (x) = | x |, график 
которой имеет «излом» в точке x0 = 0, не является диффе-
ренцируемой в этой точке. Имеем: 

1) ∆f = f (x0 + ∆x) – f (x0) = | x0 + ∆x | – | x0 | = 
      = | 0 + ∆x | – | 0 | = | ∆x |;

2) 
∆

∆

∆

∆

f

x

x

x
= ;

3) в  примере 3 пункта 3 было показано, что функция 

g t
t

t
( ) =  не имеет предела в точке t0 = 0; это означает, что 

не существует предела lim ,
∆

∆
∆x

f

x→0
 то есть функция f не явля-

ется дифференцируемой в точке x0 = 0.

Теорема 7.1. Если функция f дифференцируема в точ-
ке x0, то она непрерывна в этой точке.

Доказательство. Так как функция f дифференцируе-

ма в точке x0, то можно записать  ′ =
→

f x
x

f

x
( ) lim .0 0∆

∆

∆
Имеем: ∆x = x – x0. Очевидно, что если ∆x → 0, то x → x0. 

Тогда 

′ = =
→ →

∆

∆

−

−
f x

x x x x

f

x

f x f x

x x
( ) lim lim .

( ) ( )
0

0

00 0

Имеем:

lim ( ( ) ( )) lim ( ) lim
( ) ( )

x x x x
f x f x x x

f x f x

x x→ →
− = −







 =

−

−0 0
0

0

0
0

i
xx x x x

f x f x

x x
x x f x

→ →

−

−
− = ′ =

0 0

0

0
0 0 0 0

( ) ( )
lim ( ) ( ) .i i

lim ( ( ) ( )) lim ( ) lim
( ) ( )

x x x x
f x f x x x

f x f x

x x→ →
− = −







 =

−

−0 0
0

0

0
0

i
xx x x x

f x f x

x x
x x f x

→ →

−

−
− = ′ =

0 0

0

0
0 0 0 0

( ) ( )
lim ( ) ( ) .i i

Следовательно, lim ( ( ) ( )) .
x x

f x f x
→

− =
0

0 0  Отсюда

lim ( ) ( ).
x x

f x f x
→

=
0

0  

Это означает, что функция f является непрерывной в точ-
ке x0. 
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Отметим, что непрерывная в  точке x0 = 0 функция  
f (x) = | x | не является дифференцируемой в этой точке. Этот 
пример показывает, что непрерывность функции в точке яв-
ляется необходимым, но не является достаточным условием 
дифференцируемости функции в этой точке (рис. 7.5).

Пусть M — множество точек, в которых функция f диф-
ференцируема. Каждому числу x ∈ M поставим в соответ-
ствие число ′f x( ) . Тем самым задана функция с областью 

определения M. Эту функцию называют производной функ-
ции y = f (x) и обозначают f ′ или y′.

Если функция f дифференцируема в каждой точке некото-
рого множества M, то говорят, что она дифференцируема на 
множестве M. Например, на рисунке 7.6 изображен график 
функции, дифференцируемой на промежутке I. На проме-
жутке I этот график не имеет разрывов и изломов.

Рис. 7.5 Рис. 7.6

Если функция f дифференцируема на D (f), то ее называют 
дифференцируемой.

Нахождение производной функции f называют дифферен-
цированием функции f.

Пример  2  Продифференцируйте функцию f (x) =  kx + b.
Решение. Найдем производную функции f в точке x0, где 

x0 — произвольная точка области определения функции f.
1) ∆f = f (x0 + ∆x) – f (x0) = (k (x0 + ∆x) + b) – (kx0 + b) = k∆x;

2) 
∆

∆

∆

∆

f

x

k x

x
k= = ;

3) по определению производной ′ = = =
→ →

f x k k
x x

f

x
( ) lim lim .0 0 0∆ ∆

∆

∆
Следовательно, f ′ (x0) = k.
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Так как x0 — произвольная точка области определения 
функции f, то последнее равенство означает, что для любого 
x ∈  выполняется равенство f ′  (x) = k. 

Вывод о том, что производная линейной функции f (x) =  
= kx + b равна k, также принято записывать так:

	 (kx + b)′ = k 	 (1)

Если в формулу (1) подставить k = 1 и b = 0, то получим

  (x)′ = 1

Если же в формуле (1) положить k = 0, то получим

  (b)′ = 0

Последнее равенство означает, что производная функции, 
являющейся константой, в каждой точке равна нулю.

Пример  3  Найдите производную функции f (x) = x2.
Решение. Найдем производную функции f в точке x0, где 

x0 — произвольная точка области определения функции f.
1) ∆ ∆ ∆ ∆ ∆f f x f x x x xx x x x= + − = + − = +( ) ( ) ( ) ;0 0 0

2
0
2

0
22

2) 
∆

∆

∆ ∆

∆
∆

f

x

x x x

x
x x= = +

+2 0
2

02 ;

3) 	если ∆x → 0, то при любом x0 ∈  значения выражения 
2x0 + ∆x стремятся к числу 2x0. Следовательно,

 ′ = + =
→

f x x x x
x

( ) lim ( ) .0 0 0 02 2
∆

∆

Так как x0 — произвольная точка области определения 
функции f (x) = x2, то для любого x ∈  выполняется равен-
ство

f ′ (x) = 2x.  
Последнее равенство также принято записывать в виде

 	 (x2)′ = 2x 	 (2)

Пример  4  Найдите производную функции f (x) = x3.
Решение. Найдем производную функции f в точке x0, где 

x0 — произвольная точка области определения функции f.
1) ∆f = (x0 + ∆x)3 – x0

3 = (x0 + ∆x – x0)((x0 + ∆x)2 +  
+  (x0 + ∆x) x0 + x0

2) = ∆x ((x0 + ∆x)2 + (x0 + ∆x) x0 + x0
2);
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2) 
∆

∆

f

x
 = 

∆ ∆ ∆

∆

x x x x x x x

x

( ) ( )0
2

0 0 0
2+ + + +( )

 =

             =  ( ) ( )x x x x x x0
2

0 0 0
2+ + + +∆ ∆ ;

3) если ∆x → 0, то значения выражения  ( ) ( )x x x x x x0
2

0 0 0
2+ + + +∆ ∆  

стремятся к числу 3x0
2. Следовательно, ′ =

→
f x

x
( ) lim0 0∆

∆

∆

f

x
 = 3x0

2.

Так как x0 — произвольная точка области определения 
функции f, то для любого x ∈  выполняется равенство

f ′ (x) = 3x2. 
Последнее равенство можно записать так:

	 (x3)′ = 3x2 	 (3)

Формулы (2) и (3) — частные случаи более общей формулы:

 	 (xn)′ = nxn – 1, n ∈ , n > 1 		  (4)

Например, (x5)′ = 5x4, (x7)′ = 7x6.

Пример  5  Докажите, что производная функции f (x) = xn, 
n ∈ , n > 1, равна nxn – 1.

Решение. Найдем производную функции f в точке x0, где 
x0 — произвольная точка области определения функции f.

1) ∆f = (x0 + ∆x)n – x0
n.

2) Напомним, что a b a b a a b bn n n n n− = − + + +− − −( )( )1 2 1… . Тог-

да можно записать:

∆

∆

∆

∆

∆ ∆ ∆f

x

x x x

x

x x x x x x x xn n n n

= =
+ − + − + + + +− −( ) ( ) (( ) ( ) ...0 0 0 0 0

1
0

2
0 ++ −

=
x

x

n
0

1)

∆

∆

∆

∆

∆

∆ ∆ ∆f

x

x x x

x

x x x x x x x xn n n n

= =
+ − + − + + + +− −( ) ( ) (( ) ( ) ...0 0 0 0 0

1
0

2
0 ++ −

=
x

x

n
0

1)

∆
= + + + + +− − −( ) ( ) ... .x x x x x xn n n

0
1

0
2

0 0
1∆ ∆

3) ′ = + + + + + = +
→

− − − −f x x x x x x x x x
x

n n n n( ) lim (( ) ( ) ... )0 0 0
1

0
2

0 0
1

0
1

0∆
∆ ∆ nn n

n

nx nx− − −+ + =1
0

1
0

1... .
слагаемых

  
′ = + + + + + = +

→

− − − −f x x x x x x x x x
x

n n n n( ) lim (( ) ( ) ... )0 0 0
1

0
2

0 0
1

0
1

0∆
∆ ∆ nn n

n

nx nx− − −+ + =1
0

1
0

1... .
слагаемых

  
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Так как x0 — произвольная точка области определения 
функции f, то для любого x ∈  выполняется равенство

f ′ (x) = nxn – 1. 

Формула (4) остается справедливой для любого n ∈   
и x ≠ 0, то есть

	 ( )x nxn n′′ == −−1 , n ∈  	 (5)

Например, воспользуемся формулой (5) для нахождения 

производной функции f x
x

( ) .=
1

 Имеем:

1 11 1 1 2
2

1
x x

x x x







′
= ′ = − = − = −− − − −( ) .i  

Следовательно, для любого x ≠ 0 выполняется равенство  

′ = −f x
x

( )
1

2
 или

1 1
2x x








′
= −

Пример  6  Продифференцируйте функцию f (x) =  x.
Решение. Пусть x0 — произвольная точка области опре-

деления функции f, то есть x0 0l .

1) ∆f =  x x x0 0+ −∆ .

2) Имеем: 
∆
∆

∆
∆

∆

∆ ∆

∆

∆

f

x

x x x

x

x x x

x x x x

x x x

x x
=

+ −
=

+( ) − ( )
+ +( )

=
+ −0 0 0

2

0

2

0 0

0 0

i i

( )

00 0 0 0

1

+ +( )
=

+ +∆ ∆x x x x x
  

∆
∆

∆
∆

∆

∆ ∆

∆

∆

f

x

x x x

x

x x x

x x x x

x x x

x x
=

+ −
=

+( ) − ( )
+ +( )

=
+ −0 0 0

2

0

2

0 0

0 0

i i

( )

00 0 0 0

1

+ +( )
=

+ +∆ ∆x x x x x
.

3) Найдем предел lim
∆

∆
∆x

f

x→0
. При x0 0>  имеем, что

lim lim
∆ ∆

∆
∆ ∆x x

f

x x x x x→ →
=

+ +
=

0 0
0 0 0

1 1

2
.
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При x0 0=  имеем, что 
∆
∆ ∆

f

x x
=

1
. Поэтому при ∆x → 0  

значения выражения 
1

∆x
 становятся все бóльшими и бóль

шими. Значит, не существует числа, к которому стремятся 

значения выражения 
∆
∆

f

x
. Следовательно, предела lim

∆

∆
∆x

f

x→0
 

не существует.

Таким образом, функция f x x( ) =  является дифферен-

цируемой на множестве ( ; )0 +∞ , причем ′ =f x
x

( )0

0

1

2
. От-

метим, что в точке x0 0=  функция f x x( ) =  не является 

дифференцируемой. 

Формулу (5) также можно обобщить для любого r ∈  
и x > 0:

 	 (xr)′ = rxr – 1, r ∈  	 (6)

Например, найдем производную функции f x x( ) ,=  вос-
пользовавшись формулой (6). Имеем: 

x x x x
x

( )′ = ( )′ = = =
− −

1

2

1

2
1

1

2
1

2

1

2

1

2
. 

Следовательно, для x > 0 можно записать: ′ =f x
x

( )
1

2

или                       x
x

(( ))′′ == 1

2

Вообще, производную функции  f x xn( ) ,=  n ∈ , n > 1, 

можно находить по формуле

	 xn

nnn x
(( ))′′ ==

−−

1
1

	 (7)

Если n — нечетное натуральное число, то формула (7) по-
зволяет находить производную функции f во всех точках x 
таких, что x ≠ 0.
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§ 1.  Производная и ее применение

Если n — четное натуральное число, то формула (7) по-
зволяет находить производную функции f для всех положи-
тельных значений x.

Обратимся к  тригонометрическим функциям y = sin x 
и  y = cos x. Эти функции являются дифференцируемыми, 
и их производные находят по таким формулам:

(sin x)′ = cos x

(cos x)′ = –sin x

Как доказывать эти формулы, вы сможете узнать в раз-
деле «Когда сделаны уроки».

При вычислении производных удобно пользоваться табли-
цей производных, расположенной на форзаце 2.

Пример  7  Докажите, что функция f x
x x

x x
( )

, ,

,
=

<
−





2 1

2 1 1

если

если l
 

является дифференцируемой в точке x0 = 1. Найдите f ′ (1).
Решение. Имеем: f (x0) = f (1) = 2•1 – 1 = 1.

Если ∆x < 0, то 
∆

∆

∆

∆

∆

∆
∆

f

x

f x x f x

x

x

x
x= = = +

+ − + −( ) ( ) ( )
.0 0

21 1
2

Если ∆x > 0, то 
∆
∆

∆
∆

∆

∆

f

x

f x x f x

x

x

x
=

+ −
= =

+ − −( ) ( )
.

( ( ) )0 0 2 1 1 1
2

Теперь видим, что lim ,
∆

∆

∆x

f

x→
=

0
2  то есть f ′(1) = 2. 

7.1.° Найдите производную функции:

1) y = 5x – 6;	 2) y
x

=
−1

3
; 	 3) y = 9.

7.2.° Найдите производную функции:
1) y = x4;	 3) y = x–15;	 5) y = x–2,8;

2) y = x20;	 4) y
x

=
1
17

; 	 6) y x=
1

5 .
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7.  Понятие производной

7.3.° Найдите производную функции:

1) y = x10;	 3) y
x

=
1

8
; 	 5) y x=

7

6 ;

2) y = x–6;	 4) y = 8 – 3x;	 6) y = x–0,2.

7.4.° Продифференцируйте функцию:

1) y x= 4 ; 	 2) y x= 78 ; 	 3) y
x

=
1

; 	 4) y
x

=
1

58
.

7.5.° Продифференцируйте функцию:

1) y x= 9 ; 	 2) y x= 56 ; 	 3) y
x

=
1

712
.

7.6.° Вычислите значение производной функции f в точке x0:

1) f (x) = sin x, x0
4

=
π

; 	 2) f (x) = cos x, x0
6

= −
π

.

7.7.° Вычислите значение производной функции f в точке x0:

1) f (x) = sin x, x0
6

=
π

; 	 2) f (x) = cos x, x0
4

= −
π

.

7.8.• Вычислите значение производной функции f в точке x0:

1) f x x x( ) ,=  x0 = 81;	 3) f x x x( ) ,=  x0 = 16;

2) f x x x( ) ,= 3 4  x0 = 1;	 4) f x
x

x
( ) ,=

2

6
 x0 = 64.

7.9.• Вычислите значение производной функции f в точке x0:

1) f x x x( ) ,= 4  x0 = 256;	 2) f x x x( ) ,= 8  x0 = 1.

7.10.• Пользуясь определением производной, найдите f ′(x), 
если:
1) f x

x
( ) ;=

3
	 2) f (x) = 4 – x2.

7.11.• Пользуясь определением производной, найдите f ′(x), 
если:
1) f x

x
( ) ;= −

1
2

	 2) f (x) = x2 + 3x – 2.

7.12.• Найдите угловой коэффициент касательной, проведен-
ной к графику функции f в точке с абсциссой x0:

1) f (x) = x3, x0 = –1;	 3) f x
x

( ) ,=
1

2
 x0 = 2;

2) f x x( ) ,=  x0 = 4;	 4) f (x) = sin x, x0 = 0.
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§ 1.  Производная и ее применение

7.13.• Найдите угловой коэффициент касательной, проведен-
ной к графику функции f в точке с абсциссой x0:

1) f (x) = x4, x0 = –2;	 3) f x
x

( ) ,=
1

3
 x0 = –3;

2) f x x( ) ,= 3  x0 = 27;	 4) f (x) = cos x, x0
2

= −
π

.

7.14.• Найдите с помощью графика функции f (рис. 7.7) 
значения f ′(x1) и f ′(x2).

а б
Рис. 7.7

7.15.• Найдите с помощью графика функции f (рис. 7.8) 
значения f ′(x1) и f ′(x2).

а б
Рис. 7.8

7.16.• На рисунке 7.9 изображен график функции f. Укажите 
несколько значений аргумента x, для которых:
1) f ′(x) > 0;	 2) f ′(x) < 0;	 3) f ′(x) = 0.

7.17.• К графику функции f в точке с абсциссой x0 проведена 
касательная (рис. 7.10). Найдите f ′(x0).

7.18.• К графику функции f в точке с абсциссой x0 проведена 
касательная (рис. 7.11). Найдите f ′(x0).
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7.  Понятие производной

Рис. 7.9 Рис. 7.10

Рис. 7.11 Рис. 7.12

7.19.• На рисунке 7.12 изображен график функции f. Ука-
жите точки, в которых производная равна нулю, и точки, 
в которых производная не существует.

7.20.• На рисунке 7.13 изображен график функции f. Ука-
жите точки, в которых производная равна нулю, и точки, 
в которых производная не существует.

Рис. 7.13 Рис. 7.14

7.21.• На рисунке 7.14 изображен график функции f. Срав-
ните:

1) f ′(–5) и f ′(1);	 3) f ′(–2) и f ′(4);	

2) f ′(–1) и f ′(6);	 4) f ′(0) и f ′(5).
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7.22.• Касательная к графику функции f в точке с абсцис-
сой x0 имеет угловой коэффициент k. Найдите x0, если:

1) f (x) = x3, k = 3;	 3) f x
x

( ) ,=
1

2
 k = −

1

4
;

2) f x x( ) ,=  k =
1

4
;	 4) f (x) = sin x, k = 0.

7.23.• Касательная к графику функции f в точке с абсцис-
сой x0 имеет угловой коэффициент k. Найдите x0, если:

1) f (x) = x4, k = –32;	 3) f x
x

( ) ,=
1

3
 k = −

1

27
;

2) f x x( ) ,= 3  k =
1

27
; 	 4) f (x) = cos x, k = 1.

7.24.• Материальная точка двигается по координатной пря-

мой по закону s (t) = t2. Найдите ′ 





s

1

2
.  Какой механи-

ческий смысл имеет найденная величина? 

7.25.• Материальная точка двигается по координатной пря-
мой по закону s (t) = t3. Найдите s′ (2). Какой механиче-
ский смысл имеет найденная величина?

7.26.•• Докажите, пользуясь определением, что функция 

f x
x x

x
( )

, ,

,
=

− <



1 0

1 0

2 если

если l
 является дифференцируемой 

в точке x0 = 0. Проиллюстрируйте полученный результат 
графически.

7.27.•• Найдите производную функции

f x
x x

x x
( )

, ,

,
=

−
− >





2 2 2

4 6 2

если

если

m
 

в точке x0 = 2. 

7.28.•• Докажите, пользуясь определением, что функция 
f (x) = x | x | является дифференцируемой в точке x0 = 0. 
Проиллюстрируйте полученный результат графически.

7.29.•• Найдите производную функции f (x) = x2 | x | в точке 
x0 = 0.
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 Доказательство формул производных функций y = sin  x и y = cos  x

7.30.•• Докажите, пользуясь определением, что функция 

y x= −1 2  не является дифференцируемой в  точках 

x1 = –1 и x2 = 1. Проиллюстрируйте полученный резуль-
тат графически.

Когда сделаны уроки

Доказательство формул производных  
функций y  =  sin  x и  y  =  cos  x

Докажем, что производные функций y = sin x и y = cos x 
можно вычислять по формулам 

(sin x)′ = cos x,
(cos x)′ = –sin x.

Пусть f (x) = sin x. 
Для произвольной точки x0 имеем:
1) ∆f = sin (x0 + ∆x) – sin x0;

2) 
∆
∆

∆
∆

f
x

x x x

x
=

+ −sin ( ) sin
;0 0

3) f ′ (x0) =  lim
∆x→0

sin ( ) sinx x x

x
0 0+ −∆

∆
 =  

=  lim
∆x→0

2
2 20sin cos
∆ ∆

∆

x
x

x

x

i +






 =  lim

∆x→0

sin
cos .

∆

∆
∆

x

x
x

x2

2
20

i +























Воспользовавшись первым замечательным пределом

lim
sin

,
t

t

t→
=

0
1  

можно записать:

f ′ (x0) =  lim
∆x→0

sin
lim cos

∆

∆
∆

∆

x

x
x

x
x

2

2
20 0

i
→

+





 = cos x0.

Формулу (cos x)′ = –sin x доказывают аналогично.
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§ 1.  Производная и ее применение

	 8.	 Правила вычисления производных

Найдем, пользуясь определением, производную функции 
f (x) = x2 + x в точке x0 ∈ .

1) ∆ ∆ ∆
∆

f x x x x x x
f x x f x

= + + + − + =
+

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0
2

0 0
2

0

0 0

     xx x x x x x x x0
2

0
2

0 0
2

02+ + + + − − =∆ ∆ ∆

      ∆ ∆ ∆
∆

f x x x x x x
f x x f x

= + + + − + =
+

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0
2

0 0
2

0

0 0

     xx x x x x x x x0
2

0
2

0 0
2

02+ + + + − − =∆ ∆ ∆ 2x0∆x + ∆x2 + ∆x;

2) 
∆

∆
∆

f

x
x x= + +2 10 ;

3) если ∆x → 0, то значения выражения 2x0 + ∆x + 1 стре-
мятся к числу 2x0 + 1. Следовательно, при любом x0 ∈ 

′ = + + = +
→

f x x x x
x

( ) lim ( ) .0 0 0 02 1 2 1
∆

∆

Так как x0 — произвольная точка области определения 
функции f (x) = x2 + x, то для любого x ∈  выполняется 
равенство

f ′ (x) = 2x + 1, то есть
(x2 + x)′ = 2x + 1.

Из  предыдущего  пункта  вам  известно,  что  (x2)′ = 2x 
и (x)′ = 1. Таким образом, получаем

(x2 + x)′ = (x2)′ + (x)′.
Следовательно, производную функции f (x) = x2 + x можно 

было найти, не пользуясь определением производной.
Справедлива следующая теорема1.

Теорема 8.1 (производная суммы). В тех точках, 
в которых дифференцируемы функции y = f (x) и y = g (x), 
также является дифференцируемой функция y = f (x) + 
+ g (x), причем для всех таких точек выполняется ра-
венство

(f (x) + g (x))′ = f ′ (x) + g ′ (x).

1 Условия теорем 8.1–8.4 предусматривают такое: если функции f  
и  g  дифференцируемы  в   точке x0,  то  соответственно  функции 

y f x g x= +( ) ( ),  y f x g x= ( ) ( ),  y
f x

g x
=

( )

( )
 и y f g x= ( ( ))  определены на 

некотором промежутке, содержащем точку x0.
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8. Правила вычисления производных

Коротко говорят: производная суммы равна сумме про-
изводных.

Также принята такая упрощенная запись:

 
(f + g)′ = f ′ + g ′

Доказательство. Пусть x0 — произвольная точка, 
в которой функции f и g дифференцируемы. Найдем при-
ращение функции y = f (x) + g (x) в точке x0. Имеем:

∆y = f (x0 + ∆x) + g (x0 + ∆x) – f (x0) – g (x0) = 
= (f (x0 + ∆x) – f (x0)) + (g (x0 + ∆x) – g (x0)) = ∆f + ∆g.

Запишем: lim lim lim .
∆ ∆ ∆

∆

∆

∆ ∆

∆

∆

∆

∆

∆x x x

y

x

f g

x

f

x

g

x→ → →
= = +








+
0 0 0

Поскольку функции f и g дифференцируемы в точке x0, то 

существуют пределы lim
∆

∆

∆x

f

x→ 0
 и   lim .

∆

∆

∆x

g

x→ 0
 Отсюда получаем:

lim lim lim lim
∆ ∆ ∆ ∆

∆

∆

∆

∆

∆

∆

∆

∆

∆

∆x x x x

y

x

f

x

g

x

f

x

g

x→ → → →
= +






 = +

0 0 0 0
== ′ + ′f x g x( ) ( ).0 0

Следовательно, функция y = f (x) + g (x) является диффе-
ренцируемой в точке x0, причем ее производная в этой точке 
равна f ′ (x0) + g ′ (x0). 

Теорему 8.1 можно обобщить для любого конечного ко-
личества слагаемых:

(f1 + f2 + ... + fn)′ = f1′ + f2′ + ... + fn′.
Две теоремы, приведенные ниже, также упрощают на-

хождение производной.

Теорема 8.2 (производная произведения) . В тех 
точках, в которых дифференцируемы функции y = f (x) 
и y = g (x), также является дифференцируемой функция 
y = f (x) g (x), причем для всех таких точек выполняется 
равенство

(f (x) g (x))′ = f ′ (x) g (x) + g ′ (x) f (x).
Также принята такая упрощенная запись:

(fg)′ = f ′g + g ′f 
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Доказательство. Пусть x0 — произвольная точка, 
в которой функции f и g дифференцируемы. Найдем прира-
щение функции y = f (x) g (x) в точке x0. Учитывая равенства  
f (x0 + ∆x) = f (x0) + ∆f, g (x0 + ∆x) = g (x0) + ∆g,  имеем:

∆y = f (x0 + ∆x) g (x0 + ∆x) – f (x0) g (x0) = 
= (f (x0) + ∆f) (g (x0) + ∆g) – f (x0) g (x0) = 

= f (x0) g (x0) + ∆f•g (x0) + ∆g•f (x0) + ∆f•∆g – f (x0) g (x0) = 
= ∆f•g (x0) + ∆g•f (x0) + ∆f•∆g.

Запишем:

lim lim lim
( ) ( )

∆ ∆ ∆

∆

∆

∆ ∆ ∆ ∆

∆

∆

∆x x x

y

x

f g x g f x f g

x

f

x
g

→ → →
= =

+ +
0 0 0

0 0
i i i

i (( ) ( ) .x f x f
g

x

g

x
0 0+ +








∆

∆

∆

∆
∆i i

= + +





 =→

lim ( ) ( )
∆

∆

∆

∆

∆

∆ ∆

∆x

f

x

g

x

f g

x
g x f x

0 0 0
i i

i

= + +





→

lim ( ) ( ) .
∆

∆

∆

∆

∆

∆

∆

∆

∆
∆

x

f

x

g

x

f

x

g

x
g x f x x

0 0 0
i i i i

Так как функции f и g дифференцируемы в точке x0, то 

существуют пределы lim
∆

∆

∆x

f

x→ 0
 и  lim .

∆

∆

∆x

g

x→ 0
 

Теперь можно записать

 lim lim ( ) lim ( ) lim
∆ ∆ ∆ ∆

∆

∆

∆

∆

∆

∆

∆

∆x x x x

y

x

f

x

g

x

f
g x f x

→ → → →
= + +

0 0 0 0 0 0
i i

xx

g

xx x
xi ilim lim

∆ ∆

∆

∆
∆

→ →
=

0 0

= f ′ (x0) g (x0) + g ′ (x0) f (x0) + f ′ (x0) g ′ (x0)•0 = 
= f ′ (x0) g (x0) + g ′ (x0) f (x0).

Таким образом, функция y = f (x) g (x) дифференцируе-
ма в точке x0, причем ее производная в этой точке равна  
 f ′ (x0) g (x0) + g ′ (x0) f (x0). 

Следствие 1 . В тех точках, в которых дифференци-
руема функция y = f (x), также является дифференцируе-
мой функция y = kf (x), где k — некоторое число, причем 
для всех таких точек выполняется равенство

(kf (x))′ = kf ′ (x).

Коротко говорят: постоянный множитель можно выно-
сить за знак производной.
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Также принята такая упрощенная запись:

(kf)′ = kf ′ 

Доказательство.  Так как функция y = k дифферен-
цируема в любой точке, то, применяя теорему о производной 
произведения, можно записать:

(kf (x))′ = (k)′ f (x) + kf ′ (x) = 0•f (x) + kf ′  (x) = kf ′  (x). 

Следствие 2 . В тех точках, в  которых дифферен-
цируемы функции y = f (x) и  y = g (x), также является 
дифференцируемой функция y = f (x) – g (x), причем для 
всех таких точек выполняется равенство

(f (x) – g (x))′ = f ′ (x) – g ′ (x).

Доказательство.  Имеем:
(f (x) – g (x))′ = (f (x) + (–1)•g (x))′ = (f (x))′ + 

+ ((–1) g (x))′ = f ′ (x) + (–1)•g ′ (x) = f ′ (x) – g ′ (x).  

Теорема 8.3 (производная частного). В тех точ-
ках, в которых функции y = f (x) и y = g (x) дифференци-
руемы и  значение функции g не равно нулю, функция  

y
f x

g x
=

( )

( )
 также является дифференцируемой, причем для 

всех таких точек выполняется равенство
f x

g x

f x g x g x f x

g x

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ( ))
.








′
=

′ − ′
2

Также принята такая упрощенная запись:

f

g

f g g f

g








′
=

′ − ′
2

С доказательством теоремы 8.3 вы можете ознакомиться 
на занятиях математического кружка. 

Пример  1  Найдите производную функции:

1) y x x
x

= − +
1

4 2sin ;  	 3) y = x3 cos x; 

2) y x x= −
−

1

2 5 3( );  	 4) y
x

x
=

+

−

2 1

3 2

2

.
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Решение 
1) Пользуясь теоремой о производной суммы и следствием 

из теоремы о производной произведения, получаем:

′ = − +






′
= 






′
− ′+ ′ = − − +y x x x x x

x x x

1 1 1
4 42 2

2
sin (sin ) ( ) cosi 44 2 8

1
2

i x x x
x

= − − +cos .

′ = − +






′
= 






′
− ′+ ′ = − − +y x x x x x

x x x

1 1 1
4 42 2

2
sin (sin ) ( ) cosi 44 2 8

1
2

i x x x
x

= − − +cos .

2) По теореме о производной произведения имеем:

′ = −( )′ = ( )′ − + − ′ = − −
− − − −

y x x x x x x x x
1

2

1

2

1

2

3

25 3 5 3 5 3 5 3
1

2
( ) ( ) ( ) (i i i ))+ = + = =

− − − +
5

1

2

3 3

3 5

2

5 3 5 10

2
i x

x

x x

x x

x

′ = −( )′ = ( )′ − + − ′ = − −
− − − −

y x x x x x x x x
1

2

1

2

1

2

3

25 3 5 3 5 3 5 3
1

2
( ) ( ) ( ) (i i i ))+ = + = =

− − − +
5

1

2

3 3

3 5

2

5 3 5 10

2
i x

x

x x

x x

x
=

+3 5

2 3

x

x
.

3) Имеем: y′ = (x3 cos x)′ = (x3)′•cos x + (cos x)′•x3 = 
= 3x2 cos x – sin x•x3 = 3x2 cos x – x3 sin x.

4) По теореме о производной частного получаем:

′ =







′
= =

+

−

+ ′ − − − ′ +

−
y

x

x

x x x x

x

2 1

3 2

2 1 3 2 3 2 2 1

3 2

42 2 2

2

( ) ( ) ( ) ( )

( )

xx x x

x

x x x

x

x x

x

( ) ( )

( ) ( ) (

3 2 3 2 1

3 2

12 8 6 3

3 2

6 8 3

3

2

2

2 2

2

2− − +

−

− − −

−

− −

−
= =

22 2)
.

′ =







′
= =

+

−

+ ′ − − − ′ +

−
y

x

x

x x x x

x

2 1

3 2

2 1 3 2 3 2 2 1

3 2

42 2 2

2

( ) ( ) ( ) ( )

( )

xx x x

x

x x x

x

x x

x

( ) ( )

( ) ( ) (

3 2 3 2 1

3 2

12 8 6 3

3 2

6 8 3

3

2

2

2 2

2

2− − +

−

− − −

−

− −

−
= =

22 2)
.  

Используя теорему о производной частного, легко дока-
зать, что:

(tg )
cos

x
x

′′ ==
1

2

(ctg )
sin

x
x

′′ == −−
1

2

Действительно,

 (tg )
sin

cos

(sin ) cos (cos ) sin

cos

cos co
x

x

x

x x x x

x

x′ = 








′
= =

′ − ′
2

ss ( sin ) sin

cos

cos sin

cos

x x x

x

x x

x

− − +
= =

2

2 2

2

(tg )
sin

cos

(sin ) cos (cos ) sin

cos

cos co
x

x

x

x x x x

x

x′ = 








′
= =

′ − ′
2

ss ( sin ) sin

cos

cos sin

cos

x x x

x

x x

x

− − +
= =

2

2 2

2
=

1
2cos

.
x
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Формулу  (ctg )
sin

x
x

′ = −
1

2
 докажите самостоятельно.

Если значениями аргумента функции f являются значе-
ния функции g, то говорят, что задана сложная функция 
y = f (g (x)).

Например, рассмотрим функции y = f (t) и t = g (x), где 
f (t) = 2t – 1 и g (x) = x2 + x + 1. Тогда f (g (x)) = 2g (x) – 1 = 
= 2 (x2 + x + 1) – 1 = 2x2 + 2x + 1. Следовательно, можно 
говорить, что формула y = 2x2 + 2x + 1 задает сложную 
функцию y = f (g (x)).

Рассмотрим еще несколько примеров.
Если f (u) = sinu, а g (x) = 1 – 3x, то сложная функция 

y = f (g (x)) задается формулой y = sin (1 – 3x). Функцию 
y =  cos2  x можно рассматривать как сложную функцию 
y = f (g (x)), где f (x) = x2, g (x) = cos x.

Находить производную сложной функции можно с  по-
мощью такой теоремы.

Теорема  8.4 (производная сложной функции). 
Если функция t = g (x) дифференцируема в  точке x0, 
а  функция y = f (t) дифференцируема в  точке t0, где 
t0 = g (x0), то сложная функция y = f (g (x)) является диф-
ференцируемой в точке x0, причем 

y′ (x0) = f ′ (t0)•g ′ (x0).

С доказательством этой теоремы вы можете ознакомиться 
на занятиях математического кружка. 

Пример  2  Найдите значение производной функции в точке x0: 

1) y = (3x – 7)6, x0 = 2; 	 3) y
x

= sin ,
2

 x0 = π; 

2) y x= +4 12 ,  x0 = 0; 	 4) y = tg3 5x, x0
15

=
π

.

Решение
1) Данная функция y = (3x – 7)6 является сложной функ

цией  y = f (g (x)),  где  f (t) = t6,  g (x) = 3x – 7.  Так  как  
f ′ (t) = 6t5, а g′(x) = 3, то по теореме о производной сложной 
функции можно записать: 

y′ (x) = f ′ (t) g ′ (x) = 6t5•3 при t = 3x – 7,
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то есть 
y′ (x) = 6 (3x – 7)5•3 = 18 (3x – 7)5; 

y′ (2) = 18•(3•2 – 7)5 = –18.
Решение этой задачи можно оформить и так:

y′ = ((3x – 7)6)′ = 6 (3x – 7)5•(3x – 7)′ = 
= 6 (3x – 7)5•3 = 18 (3x – 7)5; y′ (2) = –18.

2) ′ = +( )′ = + ′ = =
+ + +

y x x
x

x

x

x

x
4 1 4 12

2

2

2 2

1

2 4 1

8

2 4 1

4

4 1
i ( ) ; 

y′ (0) = 0.

3) ′ = 






′
= 







′
=y

x x x x
sin cos cos ;

2 2 2

1

2 2
i    ′ = =y ( ) cos .π

π1

2 2
0

4) ′ = ( )′ = ( )′ = =
′

y x x x x
x

x x
tg 5 3tg 5 tg 5  3tg 53 2 2 tg

i i
( )

coscos

5 15 5
2 5

2

2 55x
;

 ′





 = ( ) 






 = ==y

π
π

π15

15
3

3

15
1

2

1

4

2

2

3 45 180
2

2tg

cos

: : .i

Ответ: 1) –18; 2) 0; 3) 0; 4) 180.

8.1.° Найдите производную функции:

1) y = x3 – 3x2 + 6x – 10;	 5) y x x x= − + +
1

6
3 20 5 2, ;

2) y x x= +4 206 ; 	 6) y = tg x – 9x;

3) y x x
x

= + + −8 67 1
4

; 	 7) y
x x x

= − + +
4 3 2

4 3 8
2;

4) y = 4 sin x – 5 cos x;	 8) y = 2x–2 + 3x–3.

8.2.° Найдите производную функции:

1) y = 2x5 – x;	 5) y x
x

= −
5

;	

2) y x x= −7 4 ; 	 6) y = 12 – ctg x;

3) y = –3 sin x + 2 cos x;	 7) y x= +−0 4 35, .

4) y x x x= − −
2

3
3 2 7 ;
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8.3.° Найдите производную функции:
1) y = (x + 2) (x2 – 4x + 5);	 4) y = x ctg x;	

2) y = (3x + 5) (2x2 – 1);	 5) y x x= +( ) ;2 1

3) y = x2 sin x;	 6) y x x= cos .

8.4.° Найдите производную функции:
1) y = (x3 – 2) (x2 + 1);	 3) y = x4 cos x;

2) y x x= +( ) ;5 	 4) y = x tg x.

8.5.° Найдите производную функции:

1) y
x

x
=

−

+

1

1
; 	 4) y = 

x

x2 1−
;	 7) y

x

x
=

−

+

3

4 2

2

;

2) y
x

x
=

−

−

2 3

4 5
; 	 5) y

x x

x
=

− −5 22

; 	 8) y
x x

x
=

−

−

2 5

7
.

3) y
x

=
−

5

3 2
;  	 6) y

x

x
=

3

cos
; 	

8.6.° Найдите производную функции:

1) y
x

x
=

+

−

3 5

8
; 	 3) y

x

x
=

−

2

1 6

2

; 	 5) y
x

x
=

−

+

2

2

1

1
;

2) y
x

=
−

7

10 3
; 	 4) y

x

x
=

sin
; 	 6) y

x x

x
=

+

+

2 6

2
.

8.7.° Чему равно значение производной функции f в точ-
ке x0, если:
1) f (x) = x8 – 3x4 – x + 6, x0 = –1;

2) f x x
x

( ) ,= + −
8

5 2  x0 = 2;

3) f x
x

x
( ) ,=

−

+

2 3

2
 x0 = –3;

4) f x x
x

x
( ) sin ,= −

+

−

2 2

2
2  x0 = 0;

5) f x x x( ) ( ) ,= +1 3  x0 = 9;

6) f x x x( ) ,= −3 103 5  x0 = 1;

7) f (x) = (x2 – 2x + 3) cos x, x0 = 0;

8) f (x) = x sin x, x0 = 0?
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§ 1.  Производная и ее применение

8.8.° Вычислите значение производной функции f в точке x0:

1) f x x x( ) ,= −16  x0

1

4
= ; 	

2) f x
x

x
( ) ,

cos
=

−1
 x0 = 0;	

3) f (x) = x–2 – 4x–3, x0 = 2;

4) f x
x x

x
( ) ,=

− −

+

2 3 1

1

2

 x0 = 1.

8.9.°  Задайте с  помощью формул сложные функции 
y = f (g (x)) и y = g (f (x)), если:
1) f (x) = sin x, g (x) = x2 – 1;	
2) f (x) = x4, g (x) = 5x + 2;	

3) f x x( ) ,=  g x
x

x
( ) ;=

−1

4) f x
x

( ) ,=
1

 g (x) = 2x2 – 3x + 1.

8.10.°  Задайте с  помощью формул сложные функции 
y = f (g (x)) и y = g (f (x)), если:

1) f (x) = x2, g (x) = tg x;	 2) f x x( ) ,= 3  g x
x

x
( ) .=

+

+

1

2
8.11.• Могут ли две разные функции иметь равные произ-

водные? Ответ проиллюстрируйте примерами.

8.12.• Найдите производную функции:

1) y = (2x + 3)5;	   8) y x= +2 1;

2) y x= −







1

3
6

18

; 	   9) y x x= −3 3 ;

3) y = cos 2x;	 10) y
x

=
+

1

4 5
;

4) y = sin2 x;	 11) y = (6 – 7x)–4;

5) y
x

= 3
5

ctg ; 	 12) y x
x

= + −







−2 6

2
4 1 ;

6) y x= +2 1; 	 13) y x= sin ;

7) y x= −13 ; 	 14) y x= sin .
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8. Правила вычисления производных

8.13.• Найдите производную функции:

1) y = (3x – 5)6;	 6) y x= −





cos ;

π

4

2) y = (2x2 – 3x + 4)3;	 7) y x= −1 2 ;

3) y
x

= sin ;
3

	 8) y x= +6 84 ;

4) y = cos2 x;	 9) y = (9x – 2)–3;

5) y = 2 tg 4x;	 10) y x= cos .

8.14.•  Вася Ошибочкин находит производную функции 
y = sin 2x так:
1) делает замену 2x = t и получает функцию y = sin t;
2) далее пишет: y′ = (sin t)′ = cos t;
3) потом подставляет значение 2x = t и делает вывод, что 

(sin 2x)′ = cos 2x.
В чем состоит ошибка Васи?

8.15.• Тело двигается по координатной прямой по закону 

s t t t( ) = − +4 6 112  (перемещение измеряется в метрах, 

время — в секундах). Найдите скорость движения тела 
в момент времени t0 = 5 с.

8.16.•  Материальная точка двигается по координатной 
прямой по закону s  (t) = (t + 2)2 (t + 5) (перемещение 
измеряется в метрах, время — в секундах). Найдите ее 
скорость движения в момент времени t0 = 3 с.

8.17.• Найдите угловой коэффициент касательной, проведен-
ной к графику функции f в точке с абсциссой x0:

1) f x x( ) ,= −25 2  x0 = –3;	       3) f (x) = cos2 x, x0
12

=
π

.

2) f (x) = sin 2x, x0
4

=
π

;

8.18.• Найдите угловой коэффициент касательной, проведен-
ной к графику функции f в точке с абсциссой x0:

1) f x x( ) ,= −4 3  x0 = 0;	        3) f (x) = ctg4 x, x0
4

=
π

.

2) f (x) = tg 2x, x0
8

=
π

; 	
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§ 1.  Производная и ее применение

8.19.• Решите неравенство f ′(x) > 0, если:

1) f (x) = 6x – 3x2;	 4) f x x x x( ) ;= − + − +
1

3
3 23 5 7

2) f (x) = x3 + 1,5x2 – 1;	 5) f x x x( ) cos ;= −
1

2
3) f (x) = x4 – 2x2;	 6) f (x) = x + tg x.

8.20.• Решите неравенство f ′(x) m 0, если:

1) f (x) = x2 – 3x + 1;	 4) f (x) = x4 + 2x2; 

2) f (x) = 2x3 + 3x2 – 12x;	 5) f (x) = 2 sin x + 1;

3) f (x) = 3x2 – x3;	 6) f (x) = x – cos x.

8.21.• Найдите производную функции:

1) y
x x

= −
1 3

9 3
; 	 6) y

x

x
=

−

cos
;

3

1

2) y
x x x

= − +
3 2 4

2 5
; 	 7) y

x

x
=

−

+

1

1
;

3) y x x= +2 1; 	 8) y = (x + 1)3 (x – 2)4;

4) y = sin x cos 2x;	 9) y
x

x
=

+2 1
.

5) y = tg x sin (2x + 5);	

8.22.• Найдите производную функции:

1) y
x x

= +
1 1

4 8
; 	 4) y = sin 2x cos x; 

2) y
x x x

= + −
1 6 5

2 6
; 	 5) y = (x + 2)5 (x – 3)4;

3) y x x= +3; 	 6) y
x

x
=

−2 3

4
sin

.

8.23.• Решите неравенство f ′(x) m 0, если:

1) f x
x

x
( ) ;=

+

+

2 5

2
	 4) f x x

x
( ) ;= +

1

2) f x
x

x
( ) ;=

+

−

2 8

1
	 5) f x x x( ) sin ;= −2 22

3) f (x) = (x – 2)2 (x + 3);	 6) f x x x( ) sin .= −2 3
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8. Правила вычисления производных

8.24.• Решите неравенство f ′(x) > 0, если:

1) f x
x

x
( ) ;=

−

2

1
	 4) f (x) = (x + 2)2 (x – 3);

2) f x
x

x
( ) ;=

−

+

3

2

2

	 5) f (x) = cos 2x;

3) f x x
x

( ) ;= +
4

2 	 6) f (x) = 2x – cos 4x.

8.25.• Материальная точка массой 4 кг двигается по коорди-
натной прямой по закону s (t) = t2 + 4 (перемещение изме-
ряется в метрах, время — в секундах). Найдите импульс 
p (t) = mv (t) материальной точки в момент времени t0 = 2 с.

8.26.• Тело массой 2 кг двигается по координатной прямой по 
закону s (t) = 3t2 – 4t + 2 (перемещение измеряется в метрах, 
время — в  секундах). Найдите кинетическую энергию 

E t
m t

( )
( )

=
v2

2
 тела в момент времени t0 = 4 с.

8.27.•  Тело двигается по координатной прямой по закону 
s  (t) = 2t2 – 8t + 15 (перемещение измеряется в метрах, 
время — в секундах). Определите координату тела в момент 
времени, когда его кинетическая энергия равна нулю.

8.28.•• Найдите производную функции:

1) y = cos3 2x;	 2) y
x

= −





sin ;

5 4

π
	   3) y

x
= −





sin .

3
5

6

8.29.•• Вычислите:

1) f ′ (0), если f x
x

x
( ) ;=

−

−

1

2 1
	

2) ′ 





f

π

3
,  если f x

x
( ) sin ;= 2

2
3) f ′ (0), если f (x) = (cos 3x + 6)3.

8.30.•• В точках x1 = –1 и x2 = 2 найдите производную функции:
1) f (x) = x2 – 4 | x | + 3;	 2) f (x) = | x2 – 4x + 3 |.

8.31.•• В точках x1 = –2 и x2 = 2 найдите производную функции:
1) f (x) = x2 – 6 | x | + 5;	 2) f (x) = | x2 – 6x + 5 |.
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§ 1.  Производная и ее применение

8.32.•• Решите уравнение:

1) 
′

′
=

f x

g x

( )

( )
,0  если f x x x( ) ,= −

2

3
3 18  g x x( ) ;= 2

2) f ′ (x) g ′ (x) = 0, если f (x) = x3 – 6x2, g x
x

( ) .=
−

3
8.33.•• Решите уравнение:

1) 
′

′
=

f x

g x

( )

( )
,0  если f x x x( ) ,= −

1

4
4 22  g x x( ) ;=

2) f ′ (x) g ′ (x) = 0, если f (x) = x3 – x2, g x x( ) .= 2

8.34.•• Докажите, что производная периодической функции 
является периодической функцией. Приведите примеры.

8.35.•• Докажите, что производная четной функции является 
нечетной функцией. Приведите примеры.

8.36.•• Докажите, что производная нечетной функции явля-
ется четной функцией. Приведите примеры.

8.37.•• Функции f и g определены на . Что можно утверж-
дать о  дифференцируемости функции y = f (x) + g (x) 
в точке x0, если:
1) f дифференцируема в точке x0, а g — нет;
2) f и g не дифференцируемы в точке x0?

8.38.•• Функции f и g определены на . Что можно утверж-
дать о дифференцируемости функции y = f (x) g (x) в точ-
ке x0, если:
1) f дифференцируема в точке x0, а g — нет;
2) f и g не дифференцируемы в точке x0?

8.39. Запишите уравнение прямой, проходящей через точку 
M (–2; –3) и параллельной оси абсцисс.

8.40. Составьте уравнение прямой, которая проходит через 
точку M (1; –4) и угловой коэффициент которой равен: 
1) 4; 2) 0; 3) –1.
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9. Уравнение касательной

8.41. Среди прямых, заданных уравнениями, укажите пары 
параллельных:
1) y = 3x – 5;	 3) y = –3x;	 5) y – 3x + 2 = 0;

2) y = –3x – 5;	 4) y = 7 – 3x;	 6) y x= +
1

3
7.

8.42. Составьте уравнение прямой, проходящей через точ-
ку A (–1; 9) и параллельной прямой y = 9x – 16.

8.43.  Составьте уравнение прямой, которая параллельна 
прямой y = 4x + 2 и  пересекает прямую y = –8x + 9 
в точке, принадлежащей оси ординат.

	 9.	 Уравнение касательной

Пусть функция f дифференци-
руема в точке x0. Тогда к графику 
функции f в точке с абсциссой x0 
можно провести невертикальную 
касательную (рис. 9.1).

Из курса геометрии 9 класса вы 
знаете, что уравнение невертикаль-
ной прямой имеет вид

y = kx + b, где k — угловой ко-
эффициент этой прямой.

Исходя из геометрического смысла производной, получаем 
k = f ′ (x0).

Тогда уравнение касательной можно записать так:
	 y = f ′ (x0)•x + b.		  (1)

Эта прямая проходит через точку M  (x0; f (x0)). Следо-
вательно, координаты этой точки удовлетворяют уравне-
нию (1). Имеем: f (x0) = f ′ (x0)•x0 + b.

Отсюда b = f (x0) – f ′ (x0)•x0.
Тогда уравнение (1) можно переписать так:

y = f ′ (x0)•x + f (x0) – f ′ (x0)•x0.
Следовательно, уравнение касательной, проведенной 

к графику функции f в точке с абсциссой x0, имеет вид:

y = f ′ (x0) (x – x0) + f (x0)

Рис. 9.1
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§ 1.  Производная и ее применение

Пример  1  Составьте уравнение касательной к графику функ-
ции f (x) = 2 – 4x – 3x2 в точке с абсциссой x0 = –2.

Решение. Имеем: 
f (x0) = f (–2) = 2 – 4•(–2) – 3•(–2)2 = –2; f ′ (x) = –4 – 6x;

f ′ (x0) = f ′ (–2) = –4 – 6•(–2) = 8. 
Подставив найденные числовые значения в уравнение каса-

тельной, получаем: y = 8(x + 2) – 2, то есть y = 8x + 14.
Ответ: y = 8x + 14.

Пример  2  Составьте уравнение касательной к  графику 
функции f (x) = 2x2 – 6x в  точке его пересечения с  осью 
абсцисс.

Решение. Решив уравнение 2x2 – 6x = 0, найдем абсциссы 
точек пересечения графика функции f с осью абсцисс. Имеем: 
2x(x – 3) = 0; x = 0 или x = 3.

Запишем уравнение касательной в каждой из найденных 
точек.

1) Если x0 = 0, то f (0) = 0; f ′(x) = 4x – 6; f ′(0) = –6. Тогда 
уравнение касательной имеет вид y = –6x.

2) Если x0 = 3, то f (3) = 0; f ′(3) = 4•3 – 6 = 6. Тогда искомое 
уравнение имеет вид y = 6 (x – 3), то есть y = 6x – 18.

Ответ: y = –6x, y = 6x – 18.

Пример  3  Найдите уравнение касательной к графику функ-

ции f x
x

x
( ) ,=

+

−

4

4
 если эта касательная параллельна прямой 

y = –2x + 4.
Решение. Имеем:

′ = = = −
+ ′ − − − ′ +

−

− − +

−
f x

x x x x

x

x x

x x
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) (

4 4 4 4

4

4 4

4

8
2 2 −−4 2)

.

Если касательная параллельна прямой y = –2x + 4, то ее 
угловой коэффициент k равен –2.

Так как f ′(x0) = k, где x0 — абсцисса точки касания ис-
комой прямой к графику функции f, то f ′(x0) = –2, то есть 

− = −
−

8

40

2
2

( )
.

x
  Отсюда

(x0 – 4)2 = 4; 
x

x

x

x
0

0

0

0

4 2

4 2

6

2

− =

− = −





=

=





,

;

,

.
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9. Уравнение касательной

Следовательно, на графике функции f x
x

x
( ) =

+

−

4

4
 суще-

ствуют две точки, касательные в которых параллельны дан-
ной прямой.

При x0 = 6 имеем: f (x0) = 5. Тогда уравнение касательной 
имеет вид y = –2(x – 6) + 5; y = –2x + 17.

При x0 = 2 получаем: f (x0) = –3. Тогда уравнение каса-
тельной имеет вид y = –2(x – 2) – 3; y = –2x + 1.

Ответ: y = –2x + 17 и y = –2x + 1.

Пример  4  Найдите абсциссу точки графика функции 

f x x( ) ,= −2 1  в которой проведенная к нему касательная об-

разует с положительным направлением оси абсцисс угол 45°.
Решение. Имеем:

 ′ = − ′ = =
− − −

f x x
x x x

( ) ( ) .
1

2 2 1

2

2 2 1

1

2 1
2 1i

Так как касательная образует угол 45° с положительным 
направлением оси абсцисс, то ее угловой коэффициент k ра-
вен tg 45°, то есть k = 1. Пусть x0 — абсцисса точки касания. 
Тогда f ′(x0) = 1.

Получаем 
1

2 10

1
x −

= .  Отсюда 2 1 10x − = ;  2x0 – 1 = 1; 

x0 = 1.
Ответ: 1.

Пример  5  Составьте уравнение касательной к графику функ-
ции f (x) = –x2 – 5x – 6, проходящей через точку M (–1; –1).

Решение. Заметим, что f (–1) ≠ –1. Из этого следует, что 
точка M (–1; –1) не принадлежит графику функции f.

Пусть A  (x0; f (x0)) — точка касания искомой прямой 
к графику функции f. Так как f x x x( )0 0

2
05 6= − − −  и f ′(x0) = 

= –2x0 – 5, то уравнение касательной имеет вид
 y x x x x x= − − − + − − −( ) ( ) ( ).2 5 5 60 0 0

2
0  

Учитывая, что координаты точки M (–1; –1) удовлетво-
ряют полученному уравнению, имеем 

 − = − − − − + − − −1 2 5 1 5 60 0 0
2

0( ) ( ) ( ).x x x x  
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Отсюда, раскрыв скобки и решив квадратное уравнение, 
получим x0 = 0 или x0 = –2. Таким образом, через точку M 
проходят две касательные к графику функции f: y = –5x – 6 
и y = –x – 2.

Ответ: y = –5x – 6, y = –x – 2.

9.1.° Составьте уравнение касательной к графику функции f 
в точке с абсциссой x0, если:
1) f (x) = x2 + 3x, x0 = –1;	 6) f (x) = cos x, x0 = π;

2) f (x) = x3 – 27, x0 = 2;	 7) f x x( ) tg ,= −







π

4
 x0

2
=
π

;

3) f x
x

( ) ,=
1

 x0

1

2
= ;	 8) f x

x

x
( ) ,=

+1
 x0 = –2;

4) f x x( ) ,= −4 3  x0 = 9;	 9) f x x( ) ,= +2 5  x0 = 2.

5) f (x) = sin x, x0 = 0;

9.2.° Составьте уравнение касательной к графику функции f 
в точке с абсциссой x0, если:

1) f (x) = 2x3 – 3x, x0 = 1; 

2) f (x) = 0,5x2 – 2x + 2, x0 = 0;	

3) f (x) = cos x, x0
2

=
π

; 	

4) f (x) = sin x, x0

5

2
=

π
;

5) f x x( ) ctg ,= +







π

4
 x0

2
= −

π
;

6) f x x x( ) ,= +4 32  x0 = –1;

7) f x
x x

x
( ) ,=

−

−

2 4

2
 x0 = 3.

9.3.• Запишите уравнение касательной к графику данной 
функции в точке его пересечения с осью ординат:

1) f (x) = x2 – 3x – 3;	 2) f x
x

( ) cos .= −







2 3

π
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9.4.• Запишите уравнение касательной к графику данной 
функции в точке его пересечения с осью ординат:

1) f (x) = 2x3 – 5x + 2;	 2) f x x( ) sin .= −





3

4

π

9.5.• Составьте уравнение касательной к графику функции f 
в точке его пересечения с осью абсцисс:

1) f (x) = 8x3 – 1;	 2) f x x
x

( ) .= −
1

9.6.• Составьте уравнение касательной к графику функции f 
в точке его пересечения с осью абсцисс:

1) f x
x

x
( ) ;=

−

+

1

12
	 2) f (x) = 3x – x2.

9.7.• Найдите координаты точки параболы y = 2x2 – x + 1, в ко-
торой касательная к ней параллельна прямой y = 7x – 8.

9.8.• В каких точках касательные к графику функции y
x

=
1

 

параллельны прямой y = –x?

9.9.• К графику функции f (x) = 2 sin x + 3 cos x проведены 

касательные в  точках с  абсциссами x1
2

=
π

 и    x2

3

2
=

π
.  

Каково взаимное расположение этих касательных?

9.10.• Найдите такую точку графика функции f, что про-
веденная в этой точке касательная образует с положи-
тельным направлением оси абсцисс угол α, если:
1) f (x) = x2 – 7x + 3, α = 45°;	
2) f x x x( ) ,= − + −3 2 3 22  α = 60°;	

3) f x x( ) ,= +3 2  α = 45°;

4) f x
x

x
( ) ,=

+

−

7

2
 α = 135°.

9.11.• Найдите такую точку графика функции f, что про-
веденная в этой точке касательная образует с положи-
тельным направлением оси абсцисс угол α, если:

1) f x x
x

( ) ,= −3
3

3
 α = 60°;	

2) f (x) = x3 – 2x2 + x – 1, α = 45°.
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9.12.• Докажите, что любая касательная к графику функ-
ции f образует тупой угол с положительным направле-
нием оси абсцисс:
1) f (x) = 6 – x – x3;	 2) f x

x

x
( ) .=

−

−

5

3
9.13.• Докажите, что любая касательная к графику функ-

ции f образует острый угол с положительным направле-
нием оси абсцисс:
1) f (x) = x5 + 2x – 8;	 2) f x

x
( ) .=

−

4

1
9.14.•  Найдите уравнения горизонтальных касательных 

к графику функции:
1) f (x) = x3 – 3x + 1;	 2) f x x x( ) .= − +

1

2
4 24 1

9.15.• Найдите уравнения горизонтальных касательных к гра-

фику функции f x x x x( ) .= − − +
1

3
3 2 3 4

9.16.•• Составьте уравнение касательной к графику функции:
1) f (x) = x2 – 5x, если эта касательная параллельна пря-

мой y = –x;

2) f x x
x

( ) ,= −
1

2
 если эта касательная параллельна прямой 

y = 3x;
3) f (x) = 2x3 + 3x2 – 10x – 1, если эта касательная парал-

лельна прямой y = 2x + 1.
9.17.•• Составьте уравнение касательной к графику функции:

1) f (x) = 3x2 + 5x + 3, если эта касательная параллельна 
прямой y = –7x + 3;

2) f x x( ) ,=  если эта касательная параллельна прямой y = x.

9.18.•• Определите, является ли прямая y = 12x – 10 касатель-
ной к графику функции f (x) = 4x3. В случае утвердитель-
ного ответа укажите абсциссу точки касания.

9.19.•• Определите, является ли прямая y = x касательной к гра-
фику функции y = sinx. В случае утвердительного ответа 
укажите абсциссу точки касания.

9.20.•• Определите, является ли прямая y x= +
1

2

1

2
 касательной 

к графику функции y x= .  В случае утвердительного от-

вета укажите абсциссу точки касания.
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9.21.•• Вычислите площадь треугольника, образованного осями 
координат и касательной к графику функции f (x) = x2 – 4 
в точке с абсциссой x0 = –2.

9.22.•• Вычислите площадь треугольника, образованного осями 
координат и касательной к графику функции f (x) = x3 + 
+ x2 – 6x + 1 в точке с абсциссой x0 = 1.

9.23.•• Касательной к графику которой из функций y = x2 – 2, 
y = x3 – 2x, y = x2 – 2x, y = –x2 в точке с абсциссой x0 = 1 
является прямая, изображенная на рисунке 9.2?

9.24.•• На графике функции  f x x( ) = − +2 1  

найдите точку, касательная в которой 
перпендикулярна прямой y – 2x + 1 = 0.

9.25.•• Существуют ли касательные к графи-
ку функции f (x) = x3 + 2x – 1, которые 
перпендикулярны прямой y = –x?

9.26.•• При каких значениях b и  c пара-
бола y = x2 + bx + c касается прямой  
y = 4x + 1 в точке с абсциссой x0 = 1?

9.27.•• При каких значениях a и b прямая y = 7x – 2 касается 
параболы y = ax2 + bx + 1 в точке A (1; 5)?

9.28.•• Запишите уравнение касательной к графику функ-
ции f (x) = 2x2 + 2, если эта касательная проходит через 
точку M (0; 1).

9.29.•• Запишите уравнение касательной к графику функции 
f (x) = x2 – 4, если эта касательная проходит через точку 
M (2; –1).

9.30.•• В какой точке графика функции f x
x

x
( ) =

−4 1
 надо 

провести касательную, чтобы эта касательная проходила 
через начало координат?

Рис. 9.2
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9.31.•• В какой точке графика функции y x
x

= +
3

 надо про-

вести касательную, чтобы эта касательная пересекла ось 
ординат в точке (0; 6)?

9.32.* Две перпендикулярные касательные к графику функ-

ции f x x( ) = −3
1

2
2  пересекаются в точке A, которая при-

надлежит оси ординат. Найдите координаты точки A.

9.33.* Две перпендикулярные касательные к графику функ-

ции y x= −
1

2

5

2
2 пересекаются в точке A, которая принад-

лежит оси ординат. Найдите координаты точки A.

9.34.* При каких значениях a прямая y = ax + 1 является 

касательной к графику функции f x x( ) ?= +4 1

9.35.* При каких значениях a прямая y = 2x + a является 

касательной к графику функции f x x( ) ?= −4 1

9.36.* Найдите уравнение общей касательной к графикам 
функций f (x) = x2 – 2x + 5 и g (x) = x2 + 2x – 11.

9.37.* Найдите уравнение общей касательной к графикам 
функций f (x) = x2 + 4x + 8 и g (x) = x2 + 8x + 4.

9.38. Решите неравенство:

1) x2 + x – 12 > 0;	 4) 
x x

x x

2

2

10 9

4 3
0

+ +

− +
< ;

2) x2 – 3x – 10 m 0;	 5) 
x x

x x

2

2

5 4

6 9
0

− +

− +
m ;

3) 6x – x2 l 0;	 6) (x + 1)3 (x – 1)2 (x – 3)6 > 0.
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	 10.	  Теоремы Ферма, Ролля, Лагранжа

Рассмотрим функцию f и такую точку x0 интервала (a; b), 
что  max ( ) ( )

[ ; ]a b
f x f x= 0  (рис. 10.1, а). На рисунке 10.1, б изо-

бражен график функции g такой, что  min ( ) ( )
[ ; ]a b

g x g x= 0 .

а б
Рис. 10.1

Пусть функции f и g дифференцируемы в точке x0. Тогда 
к  графикам этих функций в  точке с  абсциссой x0 можно 
провести касательные. Из наглядных соображений очевид-
но, что эти касательные будут горизонтальными прямыми. 
Поскольку угловой коэффициент горизонтальной прямой 
равен нулю, то f ′ (x0) = 0 и g ′ (x0) = 0. 

Этот вывод можно проиллюстрировать с помощью меха-
нической интерпретации.

Если материальная точка двигается по координатной 
прямой по закону y = s (t), t ∈ [a; b] и функция y = s (t) при-
нимает в точке t0 ∈ (a; b) наибольшее (наименьшее) значение, 
то это означает, что в момент времени t0 материальная точка 
изменяет направление движения на противоположное. По-
нятно, что в  этот момент времени скорость материальной 
точки равна нулю, то есть v (t0) = s′ (t0) = 0.

Полученные выводы подтверждает такая теорема.

Теорема  10.1 (теорема Ферма) . Пусть функция  f, 
определенная на промежутке [a; b], в точке x0 ∈ (a; b) прини-
мает свое наименьшее (наибольшее) значение. Если функция f 
является дифференцируемой в точке x0, то f ′ (x0) = 0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о.  Рассмотрим  случай,  когда 
min ( ) ( )
[ ; ]a b

f x f x= 0  (случай max ( ) ( )
[ ; ]a b

f x f x= 0  рассматривают 

аналогично).
Пусть x ∈ [a; b], тогда ∆f = f (x) – f (x0) l 0. Если ∆x =  

= x – x0 > 0 (рис. 10.2), то 
∆

∆

f

x
l 0. Отсюда  ′ =

→
f x

x

f

x
( ) lim .0 0

0
∆

∆

∆
l  

Рис. 10.2 Рис. 10.3

Если ∆x < 0 (рис. 10.3), то  
∆

∆

f

x
m0.  Отсюда 

 ′ =
→

f x
x

f

x
( ) lim .0 0

0
∆

∆

∆
m

Следовательно, доказано, что одновременно выполняются 
два неравенства: f ′ (x0) l 0 и f ′ (x0) m 0. Поэтому f ′ (x0) = 0. 

На рисунке 10.4 изображен график функции f, дифферен-
цируемой на отрезке [a; b], которая в точках a и b принимает 
одинаковые значения.

Из рисунка видно: существует по крайней мере одна такая 
точка x0 ∈ (a; b), что касательная к графику в точке с абсцис-
сой x0 является горизонтальной прямой, то есть f ′ (x0) = 0.

Мишель Ролль
(1652–1719)

Французский математик, член Па-
рижской академии наук. 

Основные его труды посвящены 
методам численного решения уравне-
ний. Большинство научных достиже-
ний М. Ролля не были замечены при 
его жизни; их оценили значительно 
позже.
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а б в
Рис. 10.4

Этот вывод можно проиллюстрировать с помощью меха-
нической интерпретации. 

Если материальная точка двигается по координатной пря-
мой по закону y = s (t), t ∈ [a; b], то равенство s (a) = s (b) 
означает, что в момент времени t = b материальная точка 
вернулась в начальное положение. Следовательно, в неко-
торый момент времени t0 ∈ (a; b) она изменила направление 
движения на противоположное, то есть v (t0) = s′ (t0) = 0.

Полученные выводы подтверждает следующая теорема.

Теорема  10 .2 (теорема Ролля) . Если функция f 
дифференцируема на отрезке [a; b], причем f (a) = f (b), то 
существует такая точка x0 ∈ (a; b), что f ′ (x0) = 0.

Доказательство. Поскольку функция дифференци-
руема на отрезке [a; b], то по теореме 7.1 она является 
непрерывной на этом промежутке. Тогда по теореме Вейер
штрасса на отрезке [a; b] существуют такие значения аргу-
мента, при которых функция f достигает своих наибольше-
го и наименьшего значений. Иными словами, существуют 
такие числа m и M, что min ( ) ,

[ ; ]a b
f x m=  max ( ) .

[ ; ]a b
f x M=  Тогда 

для любого x ∈ [a; b] выполняется неравенство m m f (x) m M.
Если m = M, то функция f является константой на проме-

жутке [a; b]. Следовательно, f ′ (x) = 0 для любого x ∈ [a; b].
Рассмотрим случай, когда m ≠ M. Тогда функция f не 

может на одном конце отрезка [a; b] принимать наиболь-
шее значение, а на другом — наименьшее. Действительно, 
f (a) = f (b), а m ≠ M. Следовательно, существует такая точка 
x0 ∈ (a; b), что функция в этой точке принимает свое наи-
большее или наименьшее значение. Тогда по теореме Ферма 
f ′ (x0) = 0. 
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На рисунке 10.5 изображен гра-
фик функции, дифференцируемой 
на отрезке [a; b].

Проведем прямую AB. Из тре
угольника AMB можно найти угло-
вой коэффициент этой прямой:

 tg .
( ) ( )

∠ = =
−

−
BAM

BM

AM

f b f a

b a
 

Из рисунка видно, что на дуге AB 
существует такая точка C, что касательная к графику в этой 
точке параллельна прямой AB.

Угловой коэффициент f ′(x0) этой касательной равен угло-
вому коэффициенту прямой AB, то есть существует точка 
x0 ∈ (a; b), такая, что

′ =
−

−
f x

f b f a

b a
( ) .

( ) ( )
0

Этот вывод иллюстрирует также механическая интерпретация.
Если материальная точка двигается по координатной пря-

мой по закону у = s (t), t ∈ [a; b], то средняя скорость равна

vср =
−
−

s b s a

b a

( ) ( )
.

Понятно, что во время движения существует такой момент 
t0 ∈ (a; b), когда мгновенная скорость равна средней, то есть 

v t s t
s b s a

b a
( ) ( ) .

( ) ( )
0 0= ′ =

−

−
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Рис. 10.5
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10.  Теоремы Ферма, Ролля, Лагранжа

Полученные выводы подтверждает следующая теорема.

Теорема 10.3 (теорема Лагранжа). Если функция f 
дифференцируема на отрезке [a; b], то существует такая 
точка x0 ∈ (a; b), что

′ =
−

−
f x

f b f a

b a
( ) .

( ) ( )
0

Доказательство. Рассмотрим вспомогательную функ-

цию g (x) = f (x) – λx, где λ =
−

−

f b f a

b a

( ) ( )
. Очевидно, что функ-

ция g является дифференцируемой на отрезке [a; b]. Легко 
проверить (сделайте это самостоятельно), что g (a) = g (b). 
Следовательно, функция g удовлетворяет всем условиям 
теоремы Ролля.

Таким образом, существует точка x0 ∈ (a; b) такая, что 
g′ (x0) = 0. Так как g′ (x) = f ′ (x) – λ, то f ′ (x0) – λ = 0. Отсюда

 ′ =
−

−
f x

f b f a

b a
( ) .

( ) ( )
0  

Заметим, что теоремы Ролля и Лагранжа не указывают, 
как найти точку x0. Они лишь гарантируют, что  существует 
точка, обладающая некоторым свойством.

10.1.° Известно, что функция f в точке x0 принимает наи-
большее или наименьшее значение. Проверьте равенство 
f ′  (x0) = 0, если:

1) f (x) = x6, x0 = 0;	 2) f (x) = sin x, x0
2

=
π

.

10.2.° Известно, что функция f в точке x0 принимает наи-
большее или наименьшее значение. Проверьте равенство  
f ′ (x0) = 0, если:
1) f (x) = 5 – x2, x0 = 0;	 2) f (x) = cos x, x0 = π.

10.3.• Запишите теорему Лагранжа для отрезка [1; 2]. На 
интервале (1; 2) найдите такую точку x0, для которой 
выполняется равенство f (2) – f (1) = f ′ (x0), если: 

1) f (x) = x3;	 2) f x
x

( ) ;=
1

	 3) f x
x

( ) sin .=
π

2
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10.4.• Запишите теорему Лагранжа для отрезка [1; 3]. На 
интервале (1; 3) найдите такую точку x0, для которой 

выполняется равенство 
f f

f x
( ) ( )

( ),
3 1

2
0

−
= ′  если: 

1) f (x) = x2;	 2) f x x( ) ;= 	 3) f x
x

( ) cos .=
π

4
10.5.• Используя теорему Ферма, докажите, что функция f 

не принимает в точке x0 ни наибольшего, ни наименьшего 
значения, если:
1) f (x) = x4 + x + 1, x0 = –0,5;	

2) f x
x

x
x

( ) ,=
−

− −
1

1

1
 D (f) = (1; 3), x0 = 2;

3) f (x) = sin x + cos x2, D (f) = [1; 2], x0
2

=
π

.

10.6.• Докажите, что функция f не принимает в точке x0 ни 
наибольшего, ни наименьшего значения, если:
1) f (x) = (x2 + 6x + 8) (x2 + 14x + 48), x0 = –3;

2) f x x
x x

( ) ,= + +
+

2 1

3
2  D (f) = (0; +∞), x0 = 1;

3) f (x) = cos x – sin x2, D (f) = [0; 2], x0
2

=
π

.

10.7.•• Используя теорему Лагранжа, докажите неравенство:
1) | cos x – cos y | m | x – y |;	

2) | tg x – tg y | l | x – y |, x∈ −







π π

2 2
; ,  y∈ −








π

2 2
; .
π

10.8.•• Докажите неравенство:
1) | sin x – sin y | m | x – y |;	
2) | ctg x – ctg y | l | x – y |, x ∈ (0; π), y ∈ (0; π).

10.9.•• Функция f дифференцируема на . Воспользовавшись 
теоремой Ролля для функции g (x) = f (x) sin x, докажи-
те, что уравнение f ′ (x) sin x + f (x) cos x = 0 имеет по 
крайней мере один корень на отрезке [0; π].

10.10.•• Функция f дифференцируема на . Докажите, что 
уравнение f ′ (x) = f (x) tg x имеет по крайней мере один 

корень на промежутке −







π π

2 2
; .
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10.11.•• Вася Ошибочкин хочет доказать, что производная 
функции f (x) = |  x  | в точке x0 = 0 равна нулю. Он говорит, 
что f (–1) = f (1). Поэтому по теореме Ролля существует 
точка x0 ∈ (–1; 1) такая, что f ′ (x0) = 0. Однако на интер-
вале (0; 1) такой точки x0 не существует, поскольку на 
этом промежутке f (x) = x и f ′ (x) = 1. Из таких же сооб-
ражений ее нет на интервале (–1; 0). Получается, что 
x0 = 0. Следовательно, ′ = ′ =f x f( ) ( ) .0 0 0  Прав ли Вася?

	 11.	  Признаки возрастания и убывания 
функции

Вы знаете, что если функция является константой, то ее 
производная равна нулю. Возникает вопрос: если функция f 
такова, что для всех x из промежутка I выполняется равен-
ство f ′ (x) = 0, то является ли функция f константой на про-
межутке I?

Обратимся к механической интерпретации.
Пусть y = s (t) — закон движения материальной точки по 

координатной прямой. Если в  любой момент времени t от 
t1  до t2 выполняется равенство s′  (t) = 0, то на протяжении 
рассматриваемого промежутка времени мгновенная скорость 
равна нулю, то есть точка не двигается и ее координата не из-
меняется. Это означает, что на рассматриваемом промежутке 
функция y = s (t) является константой.

Эти соображения подсказывают, что справедлива следую-
щая теорема.

Теорема  11.1 (признак постоянства функции). 
Если для всех x из промежутка I выполняется равенство 
f ′ (x) = 0, то функция f является константой на этом 
промежутке.

Доказательство. Пусть x1 и x2 — произвольные значения 
аргумента функции f, взятые из промежутка I, причем x1 < x2.
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Поскольку [x1; x2] ⊂ I и функция f дифференцируема на I, 
то для отрезка [x1; x2] выполняются все условия теоремы 
Лагранжа. Тогда существует точка x0 ∈ (x1; x2) такая, что 

′ =
−

−
f x

f x f x

x x
( ) .

( ) ( )
0

2 1

2 1

Поскольку  x0 ∈ I,  то  f ′(x0) = 0.  Следовательно, 
f x f x

x x

( ) ( )
.2 1

2 1

0
−

−
=  Отсюда f (x2) = f (x1). Учитывая, что числа 

x1 и x2 выбраны произвольным образом, можем сделать вы-
вод: функция f является константой на промежутке I. 

На рисунке 11.1 изображен график некоторой функции f, 
которая является дифференцируемой на промежутке [a; b]. 
Этот график имеет такое свойство: любая касательная к гра-
фику образует острый угол с положительным направлением 
оси абсцисс.

Рис. 11.1 Рис. 11.2

Поскольку тангенс острого угла — положительное число, 
то угловой коэффициент любой касательной также является 
положительным. Тогда, исходя из геометрического смыс-
ла производной, можно сделать такой вывод: для любого  
x ∈ [a; b] выполняется неравенство f ′(x) > 0.

Из рисунка 11.1 видно, что функция f возрастает на рас-
сматриваемом промежутке.

На рисунке 11.2 изображен график некоторой функции f, 
дифференцируемой на промежутке [a; b]. Любая касательная 
к графику образует тупой угол с положительным направле-
нием оси абсцисс.

Поскольку тангенс тупого угла — отрицательное число, 
то угловой коэффициент любой касательной также является 
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отрицательным. Тогда для любого x ∈ [a; b] выполняется 
неравенство f ′(x) < 0.

Из рисунка 11.2 видно, что функция f убывает на рас-
сматриваемом промежутке.

Эти примеры показывают, что знак производной функции 
на некотором промежутке I влияет на то, является ли эта 
функция возрастающей (убывающей) на промежутке I.

Связь между знаком производной и возрастанием (убы-
ванием) функции можно увидеть и  с помощью механиче-
ской интерпретации. Если скорость, то есть производная 
функции  y = s  (t), положительна, 
то точка на координатной прямой 
двигается вправо (рис. 11.3). Это 
означает, что из неравенства t1 < t2 
следует неравенство s (t1) < s (t2),  
то есть функция y = s (t) является возрастающей. Аналогич-
но, если скорость отрицательна, то точка двигается влево, 
то есть функция y = s (t) является убывающей.

Связь между знаком производной и возрастанием (убыва-
нием) функции устанавливают следующие две теоремы.

Теорема  11.2 (признак возрастания функции). 
Если для всех x из промежутка I выполняется неравен-
ство f ′(x) > 0, то функция f возрастает на этом проме-
жутке.

Теорема 11.3 (признак убывания функции). Если 
для всех x из промежутка I выполняется неравенство  
f ′(x) < 0, то функция f убывает на этом промежутке.

Пример  1  Докажите, что функция  f x x
x x

( ) = + + −
5 3

5 3
100  

возрастает на множестве действительных чисел.
Решение. Имеем: f ′ (x) = x4 + x2 + 1. Так как x4 + x2 +  

+ 1 > 0 при всех x ∈ , то функция f возрастает на множестве 
действительных чисел. 

Докажем теорему 11.2 (теорему 11.3 доказывают анало-
гично).

Рис. 11.3
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Доказательство. Пусть x1 и x2 — произвольные зна-
чения аргумента функции f, взятые из промежутка I, причем 
x2 > x1.

Поскольку [x1; x2] ⊂ I и функция f дифференцируема на I, 
то для отрезка [x1; x2] выполняются все условия теоремы 
Лагранжа. Тогда существует точка x0 ∈ (x1; x2) такая, что 

′ =
−

−
f x

f x f x

x x
( ) .

( ) ( )
0

2 1

2 1

Поскольку x0 ∈ I, то f ′(x0) > 0. Следовательно, 
f x f x

x x

( ) ( )
.2 1

2 1

0
−

−
>  

Тогда из неравенства x2 > x1 следует неравенство f (x2) >  
> f (x1), то есть функция f возрастает на I. 

Заметим, что имеет место и  такое утверждение: если 
дифференцируемая на промежутке I функция f возрастает 
(убывает), то для всех x из этого промежутка выполняется 

неравенство f ′ (x) l 0  (f ′ (x) m 0). 
Если функция f определена на про-

межутке [a; b) и возрастает на интервале 
(a; b), то это не означает, что она возрас-
тает на промежутке [a; b) (рис. 11.4). Ис-
следовать возрастание и убывание функ-
ции на различных промежутках помогает 
следующая ключевая задача.

 Задача      Пусть для произвольного x ∈ (a; b) выполня-
ется неравенство f ′ (x) > 0 и функция f имеет производную 
в точке a. Докажите, что функция f возрастает на проме-
жутке [a; b).

Решение. Из теоремы 11.2 следует только то, что функ-
ция f возрастает на интервале (a; b). Чтобы доказать, что 
функция f возрастает на промежутке [a; b), нужно дополни-
тельное исследование.

Пусть x — произвольная точка промежутка (a; b). До-
кажем, что f (x) > f (a). Из теоремы Лагранжа для функ-
ции f на отрезке [a; x]  следует существование такой точки 
x0 ∈ (a; x), что 

′ =
−

−
f x

f x f a

x a
( ) .

( ) ( )
0

Рис. 11.4
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Поскольку x0 ∈ (a; b), то f ′ (x0) > 0. Отсюда f (x) > f (a).
Таким образом, доказано, что функция f возрастает на 

промежутке [a; b). 
Замечание 1. На самом деле сформулированное в данной 

задаче условие можно ослабить, заменив требование диффе-
ренцируемости функции f в точке x = a на ее непрерывность 
в этой точке. То есть, имеет место такое утверждение: если 
для всех x ∈ (a; b) выполняется неравенство f ′(x) > 0 и функ-
ция f непрерывна в точке x = a, то функция f возрастает на 
промежутке [a; b). 

Замечание 2. Используя соответствующие утверждения, 
можно обосновать возрастание (убывание) функции f на про-
межутках другого вида, например, [a; +∞), (–∞; b], [a; b]. На-
пример, если для всех x ∈ (a; +∞) выполняется неравенство 
f ′ (x) > 0 и функция f непрерывна в точке x = a, то функция f 
возрастает на промежутке [a; +∞).

Пример  2  Найдите промежутки возрастания (убывания) 
функции f (x) = x2 – 2x.

Решение. Имеем: f ′(x) = 2x – 2. Решив неравенства  
2x – 2 > 0 и 2x – 2 < 0, приходим к такому: f ′(x) > 0 на 
промежутке (1; +∞); f ′ (x) < 0 на промежутке (–∞; 1). Сле-
довательно, функция f возрастает на промежутке (1; +∞) 
и убывает на промежутке (–∞; 1).

На рисунке 11.5 изображен график функ-
ции f. Из рисунка видно, что на самом деле 
функция f возрастает на промежутке [1; +∞) 
и убывает на промежутке (–∞; 1].

При записи ответа будем руководствоваться 
таким правилом: если функция f непрерывна 
в каком-то из концов промежутка возрастания 
(убывания), то эту точку присоединяют к этому промежутку. 
В нашем примере функция f (x) = x2 – 2x непрерывна в точ-
ке x = 1, поэтому эту точку присоединили к промежуткам 
(1; +∞) и (–∞; 1).

Ответ: возрастает на [1; +∞), убывает на (–∞; 1].

Рис. 11.5
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Пример  3  Найдите промежутки возрастания и убывания 
функции: 

1) f (x) = x3 + 3x2 – 9x + 1; 	 3) f x
x x

x
( ) ;=

+ −

−

2 4 1

1

2) f x x x x( ) ;= − + − +
3

4
4 3 24 6 5 	 4) f x x x( ) .= −2 3

Решение. 1) Имеем: f ′(x) = 3x2 + 6x – 9 = 3(x + 3)(x – 1).
Исследуем знак производной методом 

интервалов (рис.  11.6) и  учтем непре-
рывность функции f в  точках x = –3 
и x = 1. Получаем, что функция f воз-
растает на каждом из промежутков 
(–∞; –3] и [1; +∞) и убывает на проме-
жутке [–3; 1].

2) Имеем: f ′ (x) = –3x3 + 12x2 – 12x = –3x (x2 – 4x + 4) = –3x (x – 2)2.
Исследовав знак производной (рис. 11.7), приходим к вы-

воду, что функция возрастает на промежутке (–∞; 0] и убы-
вает на промежутке [0; +∞).

3) Имеем: D (f) = (–∞; 1) Ÿ (1; +∞). Найдя производную 
функции f, получаем: 

 ′ = =
− −

−

+ −

−
f x

x x

x

x x

x
( ) .

( )

( ) ( )

( )

2

2 2

2 3

1

1 3

1

Исследуем знак функции y = f ′(x) (рис. 11.8). Следовательно, 
данная функция возрастает на каждом из промежутков (–∞; –1] 
и [3; +∞) и убывает на каждом из промежутков [–1; 1) и (1; 3].

4) Имеем: D (f) = (–∞; 0] Ÿ [3; +∞). Найдем производную 

функции f: ′ = −( )′ = −

−
f x x x

x

x x
( ) .2

2
3

2 3

2 3
 Заметим, что в точ-

ках x = 0 и x = 3 функция f не является дифференцируемой, 
однако является непрерывной.

Неравенство 
2 3

2 32
0

x

x x

−

−
>  равносильно системе 

2 3 0

3 02

x

x x

− >

− >





,

.
 

Решив ее, получаем, что множеством решений рассматри-
ваемого неравенства является промежуток (3; +∞).

Далее легко установить, что множеством решений нера-

венства 
2 3

2 32
0

x

x x

−

−
<  является промежуток (–∞; 0).

Рис. 11.6
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Следовательно, если x < 0, то f ′ (x) < 0; если x > 3, то  
f ′ (x) > 0 (рис. 11.9).

Рис. 11.7 Рис. 11.8 Рис. 11.9

Поэтому функция f возрастает на промежутке [3; +∞) 
и убывает на промежутке (–∞; 0]. 

Пример  4  Решите уравнение  x x x5 3 1 3 4 0+ − − + = .

Решение. Рассмотрим функцию f x x x x( ) ,= + − − +5 3 1 3 4   

D f( ) ; .= −∞






1

3
 Для всех x∈ −∞






;

1

3
 имеем: ′ = + +

−
f x x x

x
( ) .5 34 2 3

2 1 3
  

′ = + +
−

f x x x
x

( ) .5 34 2 3

2 1 3
 Очевидно, что f ′ (x) > 0 при x∈ −∞






; ,

1

3
 то есть 

функция f возрастает на промежутке  −∞





; .

1

3
 Поскольку 

функция f непрерывна в точке x =
1

3
,  то эта функция воз-

растает на D f( ) ; .= −∞






1

3
 Тогда функция f принимает каж-

дое свое значение только один раз, а следовательно, данное 
уравнение не может иметь более одного корня.

Поскольку f (–1) = 0, то x = –1 является единственным 
корнем данного уравнения.

Ответ: –1.

Пример  5  Докажите, что для всех x > –1 выполняется 
неравенство x9 + 4x + 3 > 2x5.

Решение. Докажем, что для всех x > –1 выполняется 
неравенство x9 – 2x5 + 4x + 3 > 0.

Рассмотрим функцию f (x) = x9 – 2x5 + 4x + 3. Так 
как f (–1) = 0, то неравенство можно представить в  виде 
f (x) > f (–1), где x ∈ (–1; +∞). Имеем: f ′ (x) = 9x8 – 10x4 + 4. 
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Так как квадратный трехчлен 9t2 – 10t + 4 имеет отрица-
тельный дискриминант, то f ′ (x) > 0. Поэтому функция f — 
возрастающая. Отсюда для любого x ∈ (–1; +∞) выполняется 
неравенство f (x) > f (–1). 

11.1.° Найдите промежутки возрастания и убывания функ-
ции:
1) f (x) = x2 + 4x – 7;	 4) f (x) = x4 – 2x2 – 3; 
2) f (x) = 2x3 – 3x2 + 1;	 5) f (x) = x3 + 4x – 8;

3) f (x) = –x3 + 9x2 + 21x;	 6) f x x x( ) .= − +
1

4
4 8 9

11.2.° Найдите промежутки возрастания и убывания функ-
ции:

1) f (x) = –x2 + 6x – 5;	 3) f x x x( ) ;= − +
1

4
4 22 1

2) f (x) = x3 + 3x2 – 9x;	 4) f (x) = x4 + 4x – 20.

11.3.• Найдите промежутки возрастания и убывания функ-
ции:
1) f (x) = x4 – 4x3 + 4x2 – 1;	 5) f x x

x
( ) ;= +

9

2) f x x x( ) ;= − −
1

4

1

3
4 3 7 		  6) f x

x

x
( ) ;=

−

+

2 3

2

3) f x x x x( ) ;= − + −
1

5

10

3
5 3 9 6 		 7) f x

x x

x
( ) ;=

− +

−

2 2 1

3

4) f x x
x

( ) ;= +2 2
		  8) f x

x

x
( ) .=

−2 9
11.4.• Найдите промежутки возрастания и убывания функ-

ции:

1) f (x) = 3x4 – 20x3 + 36x2 – 4;	 4) f x
x x

x
( ) ;=

+

−

2 5

4

2) f (x) = 9 + 4x3 – x4;		  5) f x
x

x
( ) ;=

−

−

2 9

5

3) f x x
x

( ) ;= +3
12

2
		  6) f x

x

x
( ) .=

−

2

2 4
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11.5.•  На рисунке 11.10 изображен график производной 
функции f, дифференцируемой на . Укажите проме-
жутки убывания функции f.

Рис. 11.10 Рис. 11.11

11.6.• На рисунке 11.11 изображен график функции y = f (x), 
определенной на . Среди приведенных на рисунке 11.12 
графиков укажите тот, который может быть графиком 
функции y = f ′ (x).

а б в г
Рис. 11.12

11.7.• На рисунке 11.13 изображен график 
производной функции f, дифференци-
руемой на . Укажите промежутки 
возрастания функции f.

11.8.• На рисунке 11.14 изображены графи-
ки производных функций f, g и h, диф-
ференцируемых на . Какая из функ-
ций f, g, h убывает на отрезке [–1; 1]?

Рис. 11.14

Рис. 11.13
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11.9.• На рисунке 11.15 изображены графики производных 
функций f, g и h. Какая из функций f, g, h убывает на ?

Рис. 11.15

11.10.• Докажите, что функция убывает на множестве дей-
ствительных чисел:

1) f x x x x( ) ;= − + −6
1

2

1

3
2 3 		         3) f (x) = sin2x – 3x.

2) f (x) = –2x3 + 2x2 – 10x + 80; 

11.11.• Докажите, что функция возрастает на множестве 
действительных чисел.

1) f (x) = 10x3 – 9x2 + 24x – 90;   3) f (x) = cos 3x + 4x.

2) f (x) = sin x + x3 + x;

11.12.• Найдите промежутки возрастания и убывания функ-
ции:

1) f x x x( ) sin ;= +2 	 3) y x
x

= +cos .
3

2
2) f (x) = x – cos x;	

11.13.• Найдите промежутки возрастания и убывания функ-
ции:

1) f (x) = sin x – x;	 2) f x x
x

( ) sin .= −
2

2

11.14.•• Найдите промежутки возрастания и убывания функ-
ции:

1) f x x x( ) ;= +2 4 	 2) f x x x( ) .= −6 2

11.15.•• Найдите промежутки возрастания и убывания функ-

ции f (x) =  x2 1− .
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11.16.• На рисунке 11.16 изображены графики функций f 
и g, определенных на . Используя эти графики, решите 
неравенство: 1) f ′ (x) m 0; 2) g ′ (x) l 0.

Рис. 11.16

11.17.• На рисунке 11.17 изображены графики функций f 
и g, определенных на . Используя эти графики, решите 
неравенство: 1) f ′ (x) l 0; 2) g ′ (x) m 0.

Рис. 11.17

11.18.•• Найдите промежутки возрастания и убывания функ-
ции f (x) = tg x – 2x.
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11.19.•• Найдите промежутки возрастания и убывания функ-
ции f (x) = ctg x + 4x.

11.20.•• При каких значениях параметра a является возрас-
тающей функция:

1) y = x3 – ax;	 3) y x ax= − − +2 1 ;

2) y = 3 sin 4x + ax;	 4) y a x x
x

= + + + −
3

2

3
2 1 9 4( ) ?

11.21.•• При каких значениях параметра a является убы-
вающей функция:

1) y = ax – x5;	 3) y x ax= − + +2 3 ;

2) y = 2 cos 3x + ax;	 4) y x
x ax

= − + − +
3 2

3 2
4 21?

11.22.•• При каких значениях параметра c функция
 f (x) = (c – 12)x3 + 3(c – 12)x2 + 6x + 7  

возрастает на ?

11.23.•• При каких значениях параметра a функция
 y = (a + 2)x3 – 3ax2 + 9ax – 2 

убывает на ?

11.24.•• При каких значениях параметра a функция 
y = (a + 3) x3 + 3 (a + 3) x2 – 5x + 12 

убывает на ?

11.25.•• Докажите неравенство cos .x
x

l1
2

2
−

11.26.•• Докажите неравенство x < tg x, где x∈





0

2
; .
π

11.27.•• Решите уравнение 3 7 1 87x x x+ + = − .

11.28.•• Решите уравнение x5 + 4x + cos x  = 1.

11.29.•• Решите уравнение x3 + 2x = sin x.

11.30.•• Решите неравенство x7 + 3x  > 2x4 + 2.

11.31.•• Решите неравенство x5 + 4x < 2x3 + 3.

11.32.•• Решите систему уравнений 
x y x y

x y

− = −
+ =





sin sin ,

.3 4 7

11.33.•• Решите систему уравнений 
2 2

8

x y y x

x y

− = −
+ =





cos cos ,

.
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	 12.	Т очки экстремума функции

Знакомясь с такими понятиями как предел и непрерывность 
функции в  точке, мы исследовали поведение функции побли-
зости этой точки или, как принято говорить, в ее окрестности.

Определение 1.  Интервал (a; b), содержащий точку x0, 
называют окрестностью точки x0.

Понятно, что любая точка имеет бесконечно много окрест-
ностей. Например, промежуток (–1; 3) — одна из окрестно-
стей точки 2,5. Вместе с тем этот промежуток не является 
окрестностью точки 3.

На рисунке 12.1 изображены графики четырех функций. 
Все эти функции имеют общую особенность: существует 
окрестность точки x0 такая, что для всех x из этой окрест-
ности выполняется неравенство f (x0) l f (x).

Рис. 12.1

Определение 2. Точку x0 называют точкой максимума 
функции f, если существует окрестность точки x0 такая, что 
для всех x из этой окрестности выполняется неравенство 
f (x0) l f (x).

Например, точка x0
2

=
π

 является точкой максимума 

функции y = sin x (рис. 12.2). Пишут xmax .=
π

2

Рис. 12.2

На рисунке 12.1 xmax = x0.

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



108

§ 1.  Производная и ее применение

Определение 3.  Точку x0 называют точкой минимума 
функции f, если существует окрестность точки x0 такая, что 
для всех x из этой окрестности выполняется неравенство 
f (x0) m f (x).

Например, точка  x0
2

= −
π

 является точкой минимума 

функции y = sin x (рис. 12.2). Пишут xmin .= −
π

2
На рисунке 12.3 изображены графики функций, для ко-

торых x0 является точкой минимума, то есть xmin = x0.

Рис. 12.3

Точки максимума и минимума имеют общее название: 
их называют точками экстремума функции (от латинского 
extremum — крайний).

На рисунке 12.4 точки x1, x2, x3, x4, x5, x6 являются точ-
ками экстремума.

Рис. 12.4 Рис. 12.5

Из определений 2 и 3 следует, что точки экстремума яв-
ляются внутренними точками1 области определения функ-
ции. Поэтому, например, точка x0 = 0 не является точкой 

1  Точку x0 ∈ M называют внутренней точкой множества M, если 
существует окрестность точки x0, являющаяся подмножеством множе-
ства M.
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минимума функции y x=   (рис. 12.5), а точка x0 = 1 не 

является точкой максимума функции y = arcsin x (рис. 12.6). 

Вместе с тем наименьшее значение функции y x=  на мно-

жестве [0;  +∞) равно нулю, то есть  min ,
[ ; )0

0 0
+∞

= =x   

а  max arcsin arcsin .
[ ; ]−

= =
1 1

1
2

x
π

Рис. 12.6 Рис. 12.7

На рисунке 12.7 изображен график некоторой функции f, 
которая на промежутке [x1; x2] является константой. Точка x1 

является точкой максимума, точка x2 — минимума, а любая 
точка интервала (x1; x2) является одновременно как точкой 
максимума, так и точкой минимума функции f.

Графики функций, изображенных на рисунках 12.8 
и 12.9, показывают, что точки экстремума можно разделить 
на два вида: те, в которых производная равна нулю (на ри-
сунке 12.8 касательная к графику в точке с абсциссой x0 
является горизонтальной прямой), и те, в которых функция 
недифференцируема (рис. 12.9).

Рис. 12.8 Рис. 12.9

Действительно, справедлива следующая теорема.

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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Теорема 12.1. Если x0 — точка экстремума функции f, 
то либо f ′(x0) = 0, либо функция f не является дифферен-
цируемой в точке x0.

Учащиеся профильных классов могут, используя теорему 
Ферма, доказать теорему 12.1 самостоятельно.

Возникает естественный вопрос: обязательно ли является 
точкой экстремума внутренняя точка области определения 
функции, в которой производная равна нулю или не суще-
ствует?

Ответ на этот вопрос отрицательный.
Например, на рисунке 12.10 изображен график функции, 

недифференцируемой в точке x0. Однако точка x0 не является 
точкой экстремума.

Рис. 12.10 Рис. 12.11

Приведем еще один пример. Для функции f (x) = x3 имеем: 
f ′(x) = 3x2. Тогда f ′(0) = 0. Однако точка x0 = 0 не является 
точкой экстремума функции f (рис. 12.11).

Эти примеры показывают, что теорема 12.1 дает необхо-
димое, но не достаточное условие существования экстремума 
в данной точке.

Определение 4.  Внутренние точки области определения 
функции, в которых производная равна нулю или не суще-
ствует, называют критическими точками функции.

Например, точка x0 = 0 является критической точкой 

функций y = x3 и y = | x |; точка x0
2

=
π

 является критической 

точкой функции y = sinx.
Из сказанного выше следует, что каждая точка экс-

тремума функции является ее критической точкой, но не 

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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каждая критическая точка является 
точкой экстремума. Иными словами, 
точки экстремума следует искать среди 
критических точек. Этот факт проиллю-
стрирован на рисунке 12.12.

На рисунке 12.13 изображены графики 
функций, для которых x0 является крити-
ческой точкой.

а б в

г д е

Рис. 12.13

На рисунках 12.13, а–г критическая точка x0 является 
точкой экстремума, на рисунках 12.13, д, е критическая 
точка x0 не является точкой экстремума.

Наличие экстремума функции в точке x0 связано с пове-
дением функции в окрестности этой точки. Так, для функ-
ций, графики которых изображены на рисунках 12.13, а–г, 
имеем: функция возрастает (убывает) на промежутке (a; x0] 
и убывает (возрастает) на промежутке [x0; b).

Функции, графики которых изображены на рисунках 
12.13, д, е, таким свойством не обладают: первая из них воз-
растает на каждом из промежутков (a; x0] и [x0; b), вторая 
убывает на этих промежутках.

Вообще, если область определения непрерывной функ-
ции разбита на конечное количество промежутков возрас-

Рис. 12.12

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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тания и  убывания, то легко найти все точки экстремума  
(рис. 12.14).

Рис. 12.14

Вы знаете, что с помощью производной можно находить 
промежутки возрастания (убывания) дифференцируемой 
функции. Две теоремы, приведенные ниже, показывают, как 
с помощью производной можно находить точки экстремума 
функции.

Теорема 12.2 (признак точки максимума функ-
ции). Пусть функция f дифференцируема на интерва-
ле (a; b) и x0 — некоторая точка этого интервала. Если для 
всех x ∈ (a; x0] выполняется неравенство f ′ (x) l 0, а для 
всех x ∈ [x0; b) выполняется неравенство f ′ (x) m 0, то точ-
ка x0 является точкой максимума функции f (рис. 12.13, а).

Теорема  12.3 (признак точки минимума функ-
ции). Пусть функция f дифференцируема на интерва-
ле (a; b) и x0 — некоторая точка этого интервала. Если 
для всех x ∈ (a; x0] выполняется неравенство f ′ (x) m 0, а для 
всех x ∈ [x0; b) выполняется неравенство f ′ (x) l 0, то точ-
ка x0 является точкой минимума функции f (рис. 12.13, б).

Докажем теорему 12.2 (теорему 12.3 доказывают анало-
гично).

Доказательство. Пусть x1 — произвольная точка 
интервала (a; x0). Из теоремы Лагранжа для отрезка [x1; x0] 
следует существование такой точки c ∈ (x1; x0), что

′ =
−

−
f c

f x f x

x x
( ) .

( ) ( )0 1

0 1

Поскольку c ∈ (a; x0], то f ′ (c) l 0. Из неравенств f ′ (c) l 0  
и  x x0 1 0− >  получаем: f (x0) l f (x1).
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Аналогично для произвольной точки x2 ∈ (x0; b) можно 
доказать, что f (x0) l f (x2).

Отсюда следует, что x0 — точка максимума. 

Иногда удобно пользоваться упрощенными формулиров-
ками этих двух теорем: если при переходе через точку x0 
производная меняет знак с плюса на минус, то x0 — точ-
ка максимума; если производная меняет знак с минуса на 
плюс, то x0 — точка минимума.

Для функции f точки экстремума можно искать по такой схеме.
1) Найти f ′(x).
2) Исследовать знак производной в окрестностях крити-

ческих точек.
3) Пользуясь соответствующими теоремами, для каждой 

критической точки выяснить, является ли она точкой 
экстремума.

Пример  1  Найдите точки экстремума функции:

1) f (x) = 2x3 – 3x2 – 12x;           3) f x
x x

x
( ) ;=

− +

−

2 4

1

2) f (x) = 2x2 – x4;                     4) f x
x

x
( ) .=

+2
 

Решение. 1) Имеем: f ′(x) = 6x2 – 6x – 12 = 6 (x2 – x – 2) = 
= 6 (x + 1)(x – 2). Методом интервалов исследуем знак про-
изводной в окрестностях критических точек x1 = –1, x2 = 2 
(рис. 12.15). Получаем, что xmax = –1, xmin = 2.

Рис. 12.15 Рис. 12.16

2) f ′(x) = 4x – 4x3 = –4x (x2 – 1) = –4x (x + 1)(x – 1).
Исследовав знак производной (рис. 12.16), получаем: 

xmax = –1, xmin = 0 и xmax = 1.

3) Имеем: ′ =
− + ′ − − − ′ − +

−

− − − −
=f x

x x x x x x

x

x x x
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) (2 2

2

24 1 1 4

1

2 1 1 xx

x

x x

x

x x

x

+

−

− −

−

+ −

−
= =

4

1

2 3

1

1 3

12

2

2 2

)

( ) ( )

( ) ( )

( )
.

′ =
− + ′ − − − ′ − +

−

− − − −
=f x

x x x x x x

x

x x x
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) (2 2

2

24 1 1 4

1

2 1 1 xx

x

x x

x

x x

x

+

−

− −

−

+ −

−
= =

4

1

2 3

1

1 3

12

2

2 2

)

( ) ( )

( ) ( )

( )
.
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Исследуем знак производной в окрестностях критических 
точек x1 = –1, x2 = 3 (рис. 12.17). Имеем, что xmax = –1, 
xmin = 3.

4) Имеем: ′ =
( )′

( )
= = =

+ ′ − +
− +

− + −
f x

x x x x

x

x
x

x

x

x x

x x

x
( )

( ) ( )
( )

( )2 2

1

2
2

2 2

2

2

2
2

i i

xx x
. 

′ =
( )′

( )
= = =

+ ′ − +
− +

− + −
f x

x x x x

x

x
x

x

x

x x

x x

x
( )

( ) ( )
( )

( )2 2

1

2
2

2 2

2

2

2
2

i i

xx x
.

Если 0 < x m 2, то f ′ (x) m 0; 
если x l 2, то f ′ (x) l 0. Следова-
тельно, критическая точка x = 2 
является точкой минимума, то 
есть xmin = 2.

Пример  2  Найдите точки экстремума функции

f x
x x x

( ) sin cos .= + −
−

2 2

3

2
3

Решение. Имеем:

 ′ = − − = +





 −f x

x x x
( ) cos sin cos .

1

2 2

3

2 2

1

2 2 3

1

2

π

Найдем критические точки данной функции:

cos ;
x

2 3

1

2
0+






 − =

π
 

x

x

k

k k

2 3 3

2 3 3

2

2

+ = +

+ = − + ∈










π π

π π

π

π

,

, ;
 

x k

x k k

=

= − + ∈









4

4
4

3

π

π
π

,

, .

Функция ′ = +





 −f x

x
( ) cos

2 3

1

2

π
 является периодической 

с периодом T = 4π. Методом интервалов исследуем ее знак на 
промежутке [–2π; 2π] длиной в период. Этому промежутку 

принадлежат две критические точки: x = 0 и x = −
4

3

π
.

Рис. 12.17
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На рисунке 12.18 показан резуль-
тат исследования производной на 
промежутке [–2π; 2π]. Теперь можно 
сделать вывод: 

xmax = 0,  xmin .= −
4

3

π

Обобщая полученный результат, записываем ответ: 

xmax = 4πk, x kmin ,= − +
4

3
4

π
π  k ∈ . 

12.1.° На рисунке 12.19 изображен график функции y = f (x), 
определенной на промежутке [–10; 9]. Укажите: 1) кри-
тические точки функции; 2) точки минимума; 3) точки 
максимума.

Рис. 12.19

12.2.° На рисунке 12.20 изображен график функции y = f (x), 
определенной на промежутке [–7; 7]. Укажите: 1) кри-
тические точки функции; 2) точки минимума; 3) точки 
максимума.

Рис. 12.20

Рис. 12.18
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12.3.° На рисунке 12.21 укажите график функции, для ко-
торой точка x0 является точкой минимума.

а б в г
Рис. 12.21

12.4.° Имеет ли критические точки функция:
1) f (x) = x;	 3) f (x) = 5;	 5) f (x) = tg x;

2) f (x) = x5 + 1;	 4) f (x) = sin x;	 6) f x x( ) ?=

12.5.° На рисунке 12.22 изображен график функции y = f (x), 
определенной на множестве действительных чисел. Верно 
ли равенство:
1) f ′ (–3) = 0;	 3) f ′ (0) = 0;	 5) f ′ (2) = 0;
2) f ′ (–2) = 0;	 4) f ′ (1) = 0;	 6) f ′ (3) = 0?

Рис. 12.22 Рис. 12.23

12.6.° Найдите точки минимума и максимума функции:
1) f (x) = 0,5x4;	 4) f (x) = x4 – 8x2 + 5;	

2) f (x) = x2 – 6x;	 5) f (x) = x3 – 6x2 – 15x + 7;

3) f (x) = 12x – x3;	 6) f x x
x

( ) .= −2
4

2
12.7.° Найдите точки минимума и максимума функции:

1) f x x x( ) ;= −
1

3
3 	 3) f (x) = –x2 + 4x – 3;

2) f x x x( ) ;= −4
1

3
3 	 4) f x x x

x
( ) ;= + − +

3
2

3
3 7 4
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5) f (x) = 2x4 – 4x3 + 2;	 6) f (x) = 2 + x2 + 2x3 – 2x4.

12.8.•  Функция y = f (x) дифференцируема на множестве 
действительных чисел. На рисунке 12.23 изображен 
график ее производной. Укажите точки максимума и ми-
нимума функции y = f (x).

12.9.• Функция y = f (x) определена на 
множестве действительных чисел 
и имеет производную в каждой точ-
ке области определения. На рисун-
ке 12.24 изображен график функции 
y = f ′(x). Сколько точек экстремума 
имеет функция y = f (x)?

12.10.• Найдите промежутки возрастания и убывания и точ-
ки экстремума функции:

1) f x x x( ) ;= − +
1

4
4 32 7 	    3) f x x x x( ) .= + + +

1

6

4

5
6 5 4 3

2) f (x) = (x – 1)3 (x – 2)2;	

12.11.• Найдите промежутки возрастания и убывания и точ-
ки экстремума функции:
1) f (x) = 3x4 – 8x3 + 6x2 – 9;	   2) f (x) = (x + 4)4 (x – 3)3.

12.12.• Докажите, что данная функция не имеет точек экс-
тремума: 

1) f x x x x( ) ;= − + −
1

3
3 22 4 10 	    2) f (x) = sin x – x.

12.13.• Докажите, что данная функция не имеет точек экс-
тремума:
1) f (x) = 6x5 – 15x4 + 10x3 – 20;      2) f (x) = cos x + x.

12.14.• Найдите промежутки возрастания и убывания и точ-
ки экстремума функции:

1) f x x
x

( ) ;= +
4

2
	 4) f x

x

x
( ) ;= +

2

24

9
	 7) f x

x

x
( ) ;=

−

2

2 16

2) f x
x

x
( ) ;=

−

−

2 3

2
	 5) f x

x

x
( ) ;=

−1
2

	 8) f x x x( ) .= −2

3) f x
x

( ) ;=
+

1

12
	 6) f x

x
( ) ;

( )
= −

−

1

3 2

Рис. 12.24
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12.15.• Найдите промежутки возрастания и убывания и точ-
ки экстремума функции:

1) f x
x x

x
( ) ;=

−

+

2 6

2
	 3) f x

x

x
( ) ;=

+

2

2 3
	 5) f x

x
( ) ;=

−

1

16 2

2) f x x
x

( ) ;= +
9

	 4) f x
x

( ) ;
( )

=
+

1

1 2
	 6) f x x x( ) .= −2

12.16.• Верно ли утверждение:
1) значение функции в  точке максимума может быть 

меньше значения функции в точке минимума;
2) функция в точке экстремума может быть недифферен-

цируемой;
3) если производная в некоторой точке равна нулю, то эта 

точка является точкой экстремума функции?

12.17.• Верно ли утверждение:
1) в точке экстремума производная функции равна нулю;
2) если функция в некоторой точке недифференцируема, 

то эта точка является точкой экстремума функции?

12.18.•• Найдите промежутки возрастания и убывания и точки 
экстремума функции:

1) f x x
x

( ) sin ;= −
2

	 2) f x x x( ) cos .= −2 3

12.19.•• Найдите промежутки возрастания и убывания и точки 
экстремума функции:

1) f x x
x

( ) cos ;= +
2

	 2) f x x x( ) sin .= −2 2

12.20.•• При каких значениях a функция y = x3 – 3ax2 + 27x – 5 
имеет только одну критическую точку?

12.21.•• При каких значениях a функция y x ax x= − + −
1

3
3 22 4 15  

имеет только одну критическую точку?

12.22.•• Найдите промежутки возрастания и убывания и точки 
экстремума функции:

1) f x x x( ) ;= −2 1 	 3) f x
x

x
( ) ;=

+1

2) f x x x( ) ( ) ;= −1 	 4) f x
x

x
( ) .=

−

−

2 7

3
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12.23.•• Найдите промежутки возрастания и убывания и точки 
экстремума функции:

1) f x x x( ) ;= +2 2 	 3) f x
x

x
( ) .=

+

−

3 1

1

2) f x x x( ) ( ) ;= −2 2

12.24.• Верно ли утверждение: если max
M

f x f x( ) ( ),= 0  x0 ∈ M, 

и функция f дифференцируема в точке x0, то f ′ (x0) = 0?

12.25.•  Может ли иметь только одну точку экстремума: 
1) четная функция; 2) нечетная функция; 3) периодиче-
ская функция?

12.26.• Для всех x ∈ D (f) выполняется неравенство f (x) l  
l f (x0). 1) Верно ли утверждение, что x0 — точка миниму-
ма функции f? 2) Изменится ли ответ, если D (f) = ?

12.27.•• Точка x0 — критическая точка функции f. Для всех 
x < x0 выполняется неравенство f ′ (x) > 0, а  для всех 
x > x0 выполняется неравенство f ′ (x) < 0. Может ли 
точка x0 быть точкой минимума? 

12.28.•• Точка x0 — критическая точка функции f. Для всех 
u и v таких, что u < x0  и v > x0, выполняется неравен-
ство f ′ (u) f ′ (v) < 0. Обязательно ли точка x0 является 
точкой экстремума?

12.29.•• Точка x0 — критическая точка функции f. Для всех 
u и v таких, что u < x0  и v > x0, выполняется неравен-
ство f ′ (u) f ′  (v) > 0.  Может ли точка x0 быть точкой 
экстремума?

12.30.•• Найдите точки минимума и максимума функции:

1) f x x x( ) sin sin ;= −







π

4
	

2) f (x) = sin x – cos x + x;	

3) f x x
x x

( ) cos ;
sin

= − −
−3

4

2

4

1 3

2
2

4) f (x) = sin2 x – cos x.
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12.31.•• Найдите точки минимума и максимума функции:

1) f x x x( ) cos cos ;= −







π

3
	

2) f x x x x( ) cos sin ;= − −3

3) f (x) = 5 sin x + 12 cos x – 13x.

12.32.•• При каких значениях параметра a функция

 y x a a x
x a

= − + + −
+3

2 2

3

3 1

2
2 2 17( )

имеет положительную точку минимума?

12.33.•• При каких значениях параметра a функция

 y x a a x
x a

= − + − +
−3

2 2

3

3 1

2
2 19( )  

имеет положительную точку минимума?

12.34.•• При каких значениях параметра a точка x0 = 1 яв-
ляется точкой минимума функции

y ax a x
x

= + + − +
3

2 2

3
4 7( ) ?

12.35.•• При каких значениях параметра a точка x0 = 0 явля-

ется точкой максимума функции y ax a x
x

= − + − −
3

2 2

3
1 9( ) ?

12.36.•• При каких значениях параметра a точка x0 = 1 яв-
ляется точкой экстремума функции 

y = x3 – ax2 + (a2 – 2a)x – 7?

12.37.•• При каких значениях параметра a точка x0 = 2 яв-
ляется точкой экстремума функции 

y = x3 – 2ax2 + (2a2 – 2a)x + 9?

12.38.  Найдите наименьшее значение функции y = 3x2 –  
– 18x + 2 на отрезке:
1) [–1; 4];	 2) [–4; 1];	 3) [4; 5].

12.39.  Найдите наибольшее значение функции y = –x2 – 
– 8x + 10 на отрезке:
1) [–5; –3];	 2) [–1; 0];	 3) [–11; –10].
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	 13.	Н аибольшее и наименьшее значения 
функции на отрезке

Как добиться наименьшей массы конструкции, не при-
чиняя вреда ее прочности? Как, имея ограниченные ресурсы, 
выполнить производственное задание в кратчайшее время? 
Как организовать доставку товара по торговым точкам так, 
чтобы расход топлива был наименьшим?

Такие и подобные задачи на поиск 
наилучшего или, как говорят, опти-
мального решения занимают значи-
тельное место в практической деятель-
ности человека.

Представим, что известна функция, 
которая описывает, например, зависи-
мость массы конструкции от ее прочно-
сти. Тогда задача сводится к поиску аргумента, при котором 
функция принимает наименьшее значение.

В этом пункте мы выясним, как можно найти наибольшее 
и наименьшее значения функции на отрезке [a; b]. Ограни-
чимся рассмотрением только непрерывных функций.

Заметим, что точка, в которой функция принимает свое 
наименьшее значение, не обязательно является точкой ми-
нимума. Например, на рисунке 13.1 min ( ) ( ),

[ ; ]a b
f x f a=  а точек 

минимума функция f не имеет. Точно так же точка мини-
мума не обязательно является точкой, в которой функция 
принимает наименьшее значение. На рисунке 13.2, а точ-

Рис. 13.1

min ( ) ( )
[ ; ]a b

f x f a=

max ( ) ( )
[ ; ]a b

f x f b=

min ( ) ( )
[ ; ]a b

f x f a=

max ( ) ( )
[ ; ]a b

f x f x= 1

min ( ) ( )
[ ; ]a b

f x f x= 2

max ( ) ( )
[ ; ]a b

f x f x= 1

а б в
Рис. 13.2
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ка x2 — единственная точка минимума, а наименьшее зна-
чение  min ( )

[ ; ]a b
f x  достигается в точке a. 

Аналогичное замечание относится к точкам максимума 
и точкам, в которых функция принимает наибольшее зна-
чение.

На рисунке 13.2 представлены разные случаи располо-
жения точек экстремумов и точек, в которых функция при-
нимает наибольшее и наименьшее значения.

Тут важно понять, что свойство функции иметь точку 
экстремума x0 означает такое: функция принимает в  точ-
ке x0 наибольшее (наименьшее) значение по сравнению со 
значениями функции во всех точках некоторой, возможно, 
очень малой окрестности точки x0. Поэтому, если хотят 
подчеркнуть этот факт, то точки экстремума еще называют 
точками локального максимума или точками локального 
минимума (от латинского locus — место).

Непрерывная на отрезке [a; b] функция достигает на этом 
промежутке свои наибольшее и наименьшее значения1 или 
на концах отрезка, или в  точках экстремума (рис. 13.2).

Тогда для такой функции поиск наибольшего и наимень-
шего значений на отрезке [a; b] можно проводить, пользуясь 
такой схемой.

1. 	Найти критические точки функции f, принадлежащие 
отрезку [a; b].

2. 	Вычислить значения функции в найденных критиче-
ских точках и на концах рассматриваемого отрезка.

3. 	Из всех найденных значений выбрать наибольшее 
и наименьшее.

Понятно, что этот алгоритм можно реализовать только 
тогда, когда рассматриваемая функция f имеет конечное 
количество критических точек на отрезке [a; b].

Отметим, что если определить, какие из критических 
точек являются точками экстремума, то количество точек, 
в которых следует искать значения функции, можно умень-

1  Учащимся профильных классов напомним, что существование 
наибольшего и наименьшего значений непрерывной на отрезке функции 
гарантирует теорема Вейерштрасса (теорема 5.4).
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шить. Однако выявление точек экстремума, как правило, 
требует больше технической работы, чем поиск значений 
функции в критических точках.

Пример  1  Найдите наибольшее и  наименьшее значения 
функции f (x) = 4x3 – 9x2 – 12x + 6 на отрезке [–2; 0].

Решение. Найдем критические точки данной функции:
f ′ (x) = 12x2 – 18x – 12;

12x2 – 18x – 12 = 0;

2x2 – 3x – 2 = 0; x = 2 или x = −
1

2
.

Следовательно, функция f имеет две критические точки, 

а промежутку [–2; 0] принадлежит одна: x = −
1

2
.

Имеем: f −





 =

1

2

37

4
,  f (–2) = –38, f (0) = 6. Следовательно,  

max ( ) ,
[ ; ]−

= −





 =

2 0

1

2

37

4
f x f  min ( ) ( ) .

[ ; ]−
= − = −

2 0
2 38f x f

Ответ: 
37

4
;  –38.

Пример  2  Найдите наибольшее и  наименьшее значения 
функции f (x) = 4 sin 2x – 2 sin 4x на промежутке [0; π].

Решение. Имеем: f ′(x) = 8 cos 2x – 8 cos 4x = 8 (cos 2x –  
– cos 4x) = 16 sin 3x sin x. Найдем критические точки дан-
ной функции:

sin 3x sin x = 0;    sin 3x = 0 или sin x = 0;

x
k

=
π

3
 или x = πk, k ∈ .

Отсюда x
k

=
π

3
,  k ∈ .

Следовательно, точки вида x
k

=
π

3
 являются критически-

ми точками функции f, из них промежутку [0; π] принад-

лежат четыре точки: 0; 
π

3
;  

2

3

π
;  π. Имеем:

f (0) = f (π) = 0, f
π

3
3 3







 = ,  f

2

3
3 3

π





 = − .
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Таким образом,

max ( ) ,
[ ; ]0 3

3 3
π

π
f x f= 






 =  min ( ) .

[ ; ]0

2

3
3 3

π

π
f x f= 






 = −

Ответ: 3 3,  −3 3.

Пример  3  Представьте число 8 в  виде суммы двух неот-
рицательных чисел так, чтобы сумма куба первого числа 
и квадрата второго была наименьшей.

Решение. Пусть первое число равно x, тогда второе равно 
8 – x. Из условия следует, что 0 m x m 8.

Рассмотрим функцию f (x) = x3 + (8 – x)2, определенную 
на отрезке [0; 8], и найдем, при каком значении x она при-
нимает наименьшее значение.

Имеем: f ′(x) = 3x2 – 2 (8 – x) = 3x2 + 2x – 16. Найдем 
критические точки данной функции:

3x2 + 2x – 16 = 0;

x = 2 или x = −
8

3
.

Среди найденных чисел промежутку [0; 8] принадлежит 
только число 2. Имеем:

f (2) = 44, f (0) = 64, f (8) = 512.
Следовательно, функция f принимает наименьшее значе-

ние при x = 2.
Ответ: 8 = 2 + 6.

Пример  4  Найдите стороны прямоугольника, вписанного 
в  окружность радиуса R, если площадь прямоугольника 
принимает наибольшее значение.

Решение. Рассмотрим прямоуголь-
ник ABCD, вписанный в  окружность 
радиуса R (рис. 13.3). Пусть AB = x, 

тогда  BC AC AB R x= − = −2 2 2 24 .  От-

сюда площадь прямоугольника ABCD 

равна x R x4 2 2− . Из условия задачи 
следует, что значения переменной x 
удовлетворяют неравенству 0 < x < 2R, 
то есть принадлежат промежутку (0; 2R). Рис. 13.3
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Таким образом, задача свелась к нахождению наибольшего 

значения функции S x x R x( ) = −4 2 2  на интервале (0; 2R). 

Рассмотрим  непрерывную  функцию f x x R x( ) ,= −4 2 2    

D (f) = [0; 2R], и будем искать ее наибольшее значение на 
отрезке [0; 2R].

Найдем критические точки функции f:

′
−

= ′ − + − ′ =f
R x

x x R x x R x( ) ( ) . . . ( )4 42 2

2 2

2 21

2 4

= − − = =
−

− −

−

−

−
4 2 2

2

2 2

2 2 2

2 2

2 2

2 24

4

4

4 2

4
R x

x

R x

R x x

R x

R x

R x

( )
.

Функция f имеет одну критическую точку  x R= 2.

Имеем:  f R R2 2 2( ) = ,  f (0) = f (2R) = 0. Следовательно,

 max ( ) .
[ ; ]0 2

22 2
R

f x f R R= ( ) =
Отсюда получаем, что функция S (x) =  x R x4 2 2−  на ин-

тервале (0; 2R) принимает наибольшее значение при x R= 2.  

Тогда  AB R= 2,  BC R R R= − =4 2 22 2 .
Следовательно, среди прямоугольников, вписанных 

в окружность радиуса R, наибольшую площадь имеет квадрат 

со стороной R 2.  

Пример  5  Решите уравнение x x− + − =2 4 24 4 .

Решение. Рассмотрим функцию f x x x( ) ,= − + −2 44 4   

D (f) = [2; 4].  Для всех x ∈ (2; 4) имеем:

 ′
− −

= −f
x x

x( ) .
( ) ( )

1

4 2

1

4 434 34

Решим уравнение f ′(x) = 0. Запишем:
1

4 2

1

4 434 34
0

( ) ( )
.

x x− −
− =  
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Отсюда легко найти, что x = 3. Получили, что функция f 
на отрезке [2; 4] имеет единственную критическую точку 
x = 3.

Так как функция f непрерывна на отрезке [2; 4], то ее 
наибольшее и наименьшее значения находятся среди чисел 

f (3), f (2), f (4). Имеем: f (3) = 2, f f( ) ( ) .2 4 24= =
Следовательно, max ( ) ( ) ,

[ ; ]2 4
3 2f x f= =  причем наибольшее 

значение функция f принимает только при x = 3.
Так как нам надо решить уравнение f (x) = 2, то получаем, 

что x = 3 является его единственным корнем.
Ответ: 3.

Пример  6  Пункты A, B и  C расположены в  вершинах 
прямоугольного треугольника (∠ACB = 90°), BC = 3 км,  
AC = 5 км. Из пункта A в пункт C ведет шоссейная дорога. 
Турист начинает движение из пункта А по шоссе. На каком 
расстоянии от пункта A турист должен свернуть с шоссе, 
чтобы за наименьшее время дойти из пункта A в пункт B, 

если скорость туриста по шоссе равна 
5 км/ч, а вне шоссе — 4 км/ч?

Решение. Обозначим через D точку, 
в которой турист должен свернуть с шос-
се, чтобы быстрее всего преодолеть путь 
(рис. 13.4).

Пусть  AD = x км. Имеем: DC = (5 – x) км, DB DC BC x= + = − +2 2 25 9( ) . 

DB DC BC x= + = − +2 2 25 9( ) .  Тогда время, за которое турист преодолеет 

путь, равно 
x x

5

5 9

4

2

+
− +( )

. Теперь понятно, что для решения 

задачи достаточно найти наименьшее значение функции  

f x
x x

( ) ,
( )

= +
− +

5

5 9

4

2

 заданной на отрезке [0; 5]. Имеем:  

′ = −
−

− +
f x

x

x
( ) .

( )

1

5

5

4 5 92
 Решив уравнение 

1

5

5

4 5 92
0− =

−

− +

x

x( )
  

(сделайте это самостоятельно), устанавливаем, что число 
x = 1 является его единственным корнем. Сравнивая числа 

Рис. 13.4
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f ( ) ,0
34

4
=  f ( )1

29

20
=  и  f ( ) ,5

7

4
=  получаем, что f ( )1

29

20
=  — 

наименьшее значение функции f на отрезке [0; 5].
Ответ: 1 км.

13.1.° Найдите наибольшее и наименьшее значения функ-
ции f на указанном отрезке:
1) f (x) = 3x2 – x3, [–1; 3];
2) f (x) = x4 – 2x2 + 5, [0; 2];
3) f (x) = x3 – 2x2 + 8x – 3, [1; 3];
4) f (x) = 2x3 – 9x2 – 3, [–1; 4];
5) f (x) = 2x3 + 9x2 – 60x – 7, [–1; 3];

6) f x
x

x
( ) ,=

+

−

2 8

1
 [–3; 0].

13.2.° Найдите наибольшее и наименьшее значения функ-
ции f на указанном отрезке:

1) f x x x( ) ,= −
1

3
3 4  [0; 3];	

2) f (x) = x – 1 – x3 – x2, [–2; 0];
3) f (x) = 2x4 – 8x, [–2; 1];

4) f x x
x

( ) ,= −
4

2

4
8  [–1; 2].

13.3.• Найдите наибольшее и наименьшее значения функ-
ции f на указанном отрезке:

1) f x x( ) ,= −100 2  [–6; 8];	

2) f x x x( ) , ,= + +0 5 3 52  [2; 4];

3) f (x) = (x + 1)2 (x – 2)2, [–2; 4];

4) f x
x

x
( ) ,= +

2

2
 [–4; –1].

13.4.• Найдите наибольшее и наименьшее значения функ-
ции f на указанном отрезке:

1) f x x x( ) ,= + −9 8 2  [0; 7];	     2) f x
x

x
( ) ,=

+

4

12
 [–2; 4];
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3) f (x) = (x – 1)2 (x + 5)2, [–3; 2];

4) f x x
x

( ) ,= − −
9

 [–6; –1].

13.5.• Найдите наибольшее и наименьшее значения функ-
ции f на указанном отрезке:
1) f (x) = sin x – cos x, [0; π];	

2) f x x( ) sin ,= −





4

3

π
 0

6
; ;
π





3) f x x x( ) cos ,= −3 2  −





π π

2 2
; .

13.6.• Найдите наибольшее и наименьшее значения функ-
ции f на указанном отрезке:

1) f x x x( ) sin cos ,= +3  [0; π];	

2) f x x( ) cos ,= +





2 4

6

π
 −





π π

12 3
; .

13.7.• Представьте число 8 в виде суммы двух неотрицательных 
чисел так, чтобы произведение куба одного из этих чисел 
на второе число было наибольшим.

13.8.• Представьте число 12 в виде суммы двух неотрицатель-
ных чисел так, чтобы произведение квадрата одного из этих 
чисел на удвоенное второе число было наибольшим.

13.9.•• Найдите наибольшее и наименьшее значения функции f 
на указанном отрезке:

1) f (x) = 2 sin 2x + cos 4x, 0
3

; ;
π





	

2) f x x x( ) sin cos ,= + −3 2 2 5  0
3

; ;
π





3) f (x) = 2 sin x + sin 2x, 0
3

2
; .

π





13.10.•• Найдите наибольшее и наименьшее значения функции f 
на указанном отрезке:

1) f (x) = 2 cos x – sin 2x, −





π π

2 2
; ;	

2) f (x) = 2 3 cos x + 2sin x, −





π π

2 2
; .
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13. Наибольшее и наименьшее значения функции на отрезке

13.11.•• Разбейте число 180 на три неотрицательных слагаемых 
так, чтобы два из них относились как 1 : 2, а произведение 
всех трех слагаемых было наибольшим.

13.12.•• Представьте число 18 в  виде суммы трех неотрица-
тельных чисел так, чтобы два из них относились как 8 : 3, 
а сумма кубов этих трех чисел была наименьшей.

13.13.•• В треугольник ABC вписан прямоугольник так, что 
две его вершины лежат на стороне AC, а две другие — на 
сторонах AB и BC. Найдите наибольшее значение площади 
такого прямоугольника, если AC = 12 см, BD = 10 см, где 
BD — высота треугольника ABC.

13.14.•• В прямоугольный треугольник с  гипотенузой 16 см 
и острым углом 30° вписан прямоугольник, две вершины 
которого лежат на гипотенузе, а две другие — на катетах. 
Какими должны быть стороны прямоугольника, чтобы его 
площадь была наибольшей?

13.15.•• В полукруг радиуса 20 см вписан прямоугольник наи-
большей площади. Найдите стороны прямоугольника.

13.16.•• В полукруг радиуса 6 см вписан прямоугольник наи-
большего периметра. Найдите стороны прямоугольника.

13.17.•• Две вершины прямоугольника принадлежат графику 

функции y = 12 – x2, D y( ) ; ,= − 2 3 2 3  а две другие — 

оси абсцисс. Какую наибольшую площадь может иметь 
такой прямоугольник?

13.18.•• Две вершины прямоугольника принадлежат графику 

функции y = 0,5x2, D y( ) ; ,= − 3 2 3 2  а две другие — 

прямой y = 9. Какую наибольшую площадь может иметь 
такой прямоугольник?

13.19.•• Периметр равнобедренного треугольника равен 48 см. 
Какой должна быть длина основания треугольника, чтобы 
его площадь принимала наибольшее возможное значение?

13.20.•• Вася Ошибочкин решил найти наибольшее и наи-

меньшее значения функции f x
x

( ) =
1

 на отрезке [–1; 1]. 
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Он нашел производную ′ = −f x
x

( )
1

2
 и  определил, что 

уравнение − =
1

2
0

x
 не имеет решений. Сравнив значения 

f (–1) = –1 и f (1) = 1, Вася утверждает, что наибольшее 
значение функции f на отрезке [–1; 1] равно 1, а наи-
меньшее равно –1. Верно ли рассуждает Вася?

13.21.•• В трапеции меньшее основание и боковые стороны 
равны a. Найдите большее основание трапеции, при ко-
тором ее площадь принимает наибольшее значение.

13.22.•• В равнобедренный треугольник вписана окружность 
радиуса r. Каким должен быть угол при основании тре
угольника, чтобы его  площадь была наименьшей?

13.23.•• Каким должен быть угол при вершине равнобедрен-
ного треугольника заданной площади, чтобы радиус 
вписанной в  этот треугольник окружности был наи-
большим?

13.24.•• На окружности радиуса R отметили точку A. На 
каком расстоянии от точки A надо провести хорду BC, 
параллельную касательной в  точке A, чтобы площадь 
треугольника ABC была наибольшей?

13.25.•• Фигура ограничена графиком функции y x= , пря-

мой y = 2 и осью ординат. В какой точке графика функ-

ции  y x=  (0 m x m 4) надо провести касательную, 

чтобы она отсекала от указанной фигуры треугольник 
наибольшей площади?

13.26.•• На координатной плоскости расположен прямоуголь-
ный треугольник ABC (∠ ABC = 90°). Вершина A имеет 
координаты (–2; 0), вершина B принадлежит отрезку [2; 3] 
оси абсцисс, а вершина C — параболе y = x2 – 4x + 1. Ка-
кими должны быть координаты точки C, чтобы площадь 
треугольника ABC была наибольшей?

13.27.•• Пункты A, B и  C находятся в  вершинах прямо
угольного треугольника ABC (∠ ACB = 90°), AC = 285 км, 
BC = 60 км. Пункты A и C соединяет железная дорога. 
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В какую точку отрезка AC следует провести грунтовую 
дорогу из пункта B, чтобы время пребывания в пути от 
пункта A до пункта B было наименьшим, если извест-
но, что скорость движения по железной дороге равна 
52 км/ч, а по грунтовой дороге — 20 км/ч?

13.28.•• Завод A расположен на расстоянии 50 км от прямоли-
нейного участка железной дороги, которая ведет в город 
B, и на расстоянии 130 км от города B. Под каким углом 
к железной дороге следует провести шоссе от завода A, 
чтобы доставка грузов из A в B была самой дешевой, 
если стоимость перевозок по шоссе в 2 раза больше, чем 
по железной дороге?

13.29.•• Докажите неравенство –20 m x3 – 3x2 m 16, где  
	 x ∈ [–2; 4].

13.30.•• Найдите наибольшее и наименьшее значения функ-
ции f (x) = –5x3 + x | x – 1 | на промежутке [0; 2].

13.31.•• Найдите наибольшее и наименьшее значения функ-
ции f (x) = 4x3 – x | x – 2 | на промежутке [0; 3].

13.32.•• Решите уравнение 5 3− + −x x  = x2 – 8x + 18.

13.33.•• Решите уравнение x x+ + −7 1  = x2 + 6x + 13.

13.34. Начертите график какой-нибудь непрерывной функ-
ции такой, что: областью определения является проме-
жуток [–4; 3]; областью значений является промежуток 
[–5; 3]; нули функции равны –2 и 2; функция убывает 
на каждом из промежутков [–4; –1] и [2; 3], возрастает 
на промежутке [–1; 2].

13.35. Начертите график какой-нибудь дифференцируемой 
функции такой, что: областью определения является 
промежуток [–3; 4]; областью значений является про-
межуток [–2; 3]; нули функции равны –1 и 2; f ′(x) > 0 
для любого x из промежутков [–3; 0) и (2; 4]; f ′(x) < 0 
для любого x из промежутка (0; 2).
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	 14.	В торая производная.  
Понятие выпуклости функции

Пусть материальная точка двигается по закону y = s (t) 
по координатной прямой. Тогда мгновенная скорость v (t) 
в момент времени t определяется по формуле v (t) = s′ (t).

Рассмотрим функцию y = v (t). Ее производную в момент 
времени t называют ускорением движения и  обозначают 
a (t), то есть

a (t) = v′ (t).
Таким образом, функция ускорение движения — это про-

изводная функции скорость движения, которая в свою оче-
редь является производной функции закон движения, то есть

a (t) = v′ (t) = (s′ (t))′.
В таких случаях говорят, что функция ускорение движе-

ния y = a (t) является второй производной функции y = s (t). 
Пишут:

a (t) = sS (t)
(запись s′′ (t) читают: «эс два штриха от тэ»).
Например, если закон движения материальной точки за-

дан формулой s (t) = t2 – 4t, то имеем:
s′ (t) = v (t) = 2t – 4;

sS (t) = v′ (t) = a (t) = 2.
Мы получили, что материальная точка двигается с посто-

янным ускорением. Как вы знаете из курса физики, такое 
движение называют равноускоренным.

Обобщим сказанное.
Рассмотрим функцию y = f (x), дифференцируемую на не-

котором множестве M. Тогда ее производная также является 
некоторой функцией, заданной на этом множестве. Если 
функция f ′ дифференцируема в некоторой точке x0 ∈ M, то 
производную функции f ′ в точке x0 называют второй про-
изводной функции y = f (x) в точке x0 и обозначают f S (x0) 
или yS (x0). Саму функцию f называют дважды дифферен-
цируемой в точке x0. 
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Функцию, которая числу x0 ставит в соответствие число  
f S (x0), называют второй производной функции y = f (x) 
и обозначают f ′′ или y′′.

Например, если y = sin x, то y′′ = –sin x.

Если функция f дважды дифференцируема в каждой точке 
множества M, то ее называют дважды дифференцируемой 
на множестве M. Если функция f дважды дифференцируема 
на D(f), то ее называют дважды дифференцируемой.

Вы знаете, что функцию характеризуют такие свойства 
как четность (нечетность), периодичность, возрастание (убы-
вание) и т. д. Еще одной важной характеристикой функции 
является выпуклость вверх и выпуклость вниз. 

Обратимся к примерам.

Рис. 14.1 Рис. 14.2

О функциях y = x2, y = | x | говорят, что они являются 

выпуклыми вниз (рис. 14.1), а функции y = –x2, y x=  яв-

ляются выпуклыми вверх (рис. 14.2). Функция y x= sin  

является выпуклой вверх на промежутке [0; π] и выпуклой 
вниз на промежутке [π; 2π] (рис. 14.3). Линейную функцию 
считают как выпуклой вверх, так и выпуклой вниз. 

Рис. 14.3

Далее, изучая понятия выпуклости функции на проме-
жутке I, ограничимся случаем, когда функция f дифферен-
цируема1 на этом промежутке.

1  В высшей школе понятие выпуклости распространяют и на более 
широкие классы функций, например непрерывные.
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Пусть функция f дифференцируема на промежутке I. 
Тогда в любой точке ее графика с абсциссой x ∈ I можно про-
вести невертикальную касательную. Если при этом график 
функции на промежутке I расположен не выше любой такой 
касательной (рис. 14.4), то функцию f называют выпуклой 
вверх на промежутке I; если же график на промежутке I 
расположен не ниже любой такой касательной (рис. 14.5), 
то — выпуклой вниз на промежутке I.

Рис. 14.4 Рис. 14.5 Рис. 14.6

Например, докажем, что функция f (x) = x2 является вы-
пуклой вниз на промежутке (–∞; +∞). Проведем касатель-
ную к графику функции f (x) = x2  в точке с абсциссой x0 
(рис. 14.6). Уравнение этой касательной имеет вид:

y x x x x= − +2 0 0 0
2( ) .

Рассмотрим разность 
f x x x x x x x x x x x x x x x x( ) ( ( ) ) ( ( ) ) ( )− − + = − − + = − + = −2 2 20 0 0

2 2
0 0 0

2 2
0 0

2
0

22.

f x x x x x x x x x x x x x x x x( ) ( ( ) ) ( ( ) ) ( )− − + = − − + = − + = −2 2 20 0 0
2 2

0 0 0
2 2

0 0
2

0
22.

Поскольку эта разность принимает только неотрицатель-
ные значения, то это означает, что график функции f лежит не 
ниже любой касательной. Следовательно, функция f (x) = x2 
является выпуклой вниз на промежутке (–∞; +∞).

Аналогично можно доказать, что функция y = x3 является 
выпуклой вверх на промежутке (–∞; 0] и выпуклой вниз на 
промежутке [0; +∞) (рис. 14.7). 

На рисунке 14.8 изображен график функции f, которая 
является выпуклой вниз на промежутке [a; b]. Из рисунка 
видно, что с увеличением аргумента x угол наклона соот-
ветствующей касательной увеличивается. Это означает, что 
функция f ′ возрастает на промежутке [a; b].

Пусть функция f является выпуклой вверх на промежут-
ке [a; b] (рис. 14.9). Из рисунка видно, что с увеличением 
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аргумента x угол наклона соответствующей касательной 
уменьшается. Это означает, что функция f ′ убывает на про-
межутке [a; b].

a1 < a2 < a3 < ... a1 > a2 > a3 > ...

Рис. 14.7 Рис. 14.8 Рис. 14.9

Эти примеры показывают, что характер выпуклости 
функции f на некотором промежутке I связан с возрастанием 
(убыванием) функции f ′ на этом промежутке.

Для дважды дифференцируемой на промежутке I функ-
ции f возрастание (убывание) функции f определяется зна-
ком второй производной функции f на промежутке I. Таким 
образом, характер выпуклости дважды дифференцируемой 
функции связан со знаком ее второй производной.

Эту связь устанавливают следующие две теоремы. 

Теорема   14.1 (признак  выпуклости  функции 
вниз) . Если для всех x ∈ I выполняется неравенство  
f S (x) l 0, то функция f является выпуклой вниз на про-
межутке I.

Теорема   14.2 (признак  выпуклости  функции 
вверх) . Если для всех x ∈ I выполняется неравенство  
f S (x) m 0, то функция f является выпуклой вверх на про-
межутке I.

Докажем теорему 14.1 (теорему 14.2 доказывают анало-
гично).

Доказательство. В точке с абсциссой x0 ∈ I проведем 
касательную к  графику функции f. Уравнение этой каса-
тельной имеет вид

y = f ′(x0)(x – x0) + f (x0).
Рассмотрим функцию 

r (x) = f (x) – (f ′(x0)(x – x0) + f (x0)).
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Значения этой функции показывают, насколько отлича-
ется ордината точки графика функции f от ординаты соот-

ветствующей точки, которая лежит на 
проведенной касательной (рис. 14.10).

Если мы покажем, что r (x) l 0  для 
всех x ∈ I, то таким образом докажем, 
что на промежутке I график функции f 
лежит не ниже проведенной к  нему 
касательной.

Пусть x ∈ I и x > x0 (случай, когда 
x m x0, рассматривают аналогично).

Имеем: r (x) = f (x) – f (x0) – f ′ (x0) (x – x0). 
Для функции f и отрезка [x0; x] применим теорему Ла-

гранжа: f (x) – f (x0) = f ′(с1)(x – x0), где с1 ∈ (x0; x).
Отсюда r (x) = f ′ (c1) (x – x0) – f ′ (x0) (x – x0); 
           r (x) = (f ′ (c1) – f ′ (x0)) (x – x0).
Поскольку функция y = f ′(x) является дифференцируемой 

на отрезке [x0; c1], то можно применить теорему Лагранжа: 
f ′(c1) – f ′(x0) = f ′′(c2)(c1 – x0), где c2 ∈ (x0; c1).

Отсюда r (x) = f S (c2) (c1 – x0) (x – x0).
На рисунке 14.10 показано расположение точек c1 и c2.
Из неравенств x0 < c2 < c1 < x следует, что (c1 – x0) ×  

× (x – x0) > 0. Поскольку c2 ∈ I, то с учетом условия теоремы 
получаем: f S (c2) l 0. Отсюда для всех x ∈ I выполняется не-
равенство r (x) l 0. Поэтому функция f является выпуклой 
вниз на промежутке I. 

Пример  1  Исследуйте на выпуклость функцию f (x) = tg x 

на промежутке −







π π

2 2
; .

Решение. Имеем: ′ =f x
x

( ) .
cos

1
2

 Отсюда 

 ′′ = 






′
= ′ = − ′ =− −f x x x x

x

x
( ) (cos ) (cos ) (cos )

cos

sin

cos

1 2
2

2 3
3

2
xx

.

Неравенство f S (x) l 0 на промежутке −







π π

2 2
;  выполня-

ется при 0
2

m x <
π

.  Следовательно, функция y = tg x являет-

Рис. 14.10
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ся выпуклой вниз на промежутке 0
2

;
π




  

(рис. 14.11).
Неравенство f S (x) m 0 на промежутке 

−







π π

2 2
;  выполняется при − <

π

2
0x m .  Сле-

довательно,  функция  y = tgx  является 

выпуклой вверх на промежутке −






π

2
0;  

(рис. 14.11). 
На рисунке 14.12 изображены графики 

функций и касательные, проведенные к ним в точках с аб-
сциссой x0. Эти функции на промежутках (a; x0] и  [x0; b) 
имеют разный характер выпуклости. Поэтому на этих про-
межутках график функции расположен в различных полу-
плоскостях относительно касательной. В этом случае говорят, 
что точка x0 является точкой перегиба функции. 

Рис. 14.12

Например, точка x0 = 0 является точкой перегиба функ-

ции y = x3 (рис. 14.7); точки вида 
π

π
2
+ n,  n ∈ , являются 

точками перегиба функции y = cos x (рис. 14.13).

Рис. 14.13

Пример  2  Исследуйте характер выпуклости и найдите точ-

ки перегиба функции  f x
x x

( ) .= −
5 4

20 12

Рис. 14.11
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Решение. Имеем: 

 ′ = −f x
x x

( ) ;
4 3

4 3
 f S (x) = x3 – x2 = x2 (x – 1).

Используя метод интервалов, 
исследуем знак функции y = f ′′(x) 
(рис. 14.14). Получаем, что функ-
ция  f выпуклая вверх на проме-
жутке (–∞; 1] и выпуклая вниз на 
промежутке [1; +∞).

Функция f на промежутках (–∞; 1] и [1; +∞) имеет разный 
характер выпуклости. В точке с абсциссой x0 1=  к графику 

функции f  можно провести касательную. Следовательно, 
x0 1=  является точкой перегиба функции f. 

14.1.° Найдите вторую производную функции:

1) y = x3;	 5) y = cos x;	   9) y
x

= sin ;
4

2) y = x2 – 2x + 5;	 6) y = (2x – 1)5;	 10) y = x sin x.

3) y
x

=
1

;	 7) y = sin 3x;	

4) y x= ; 	 8) y = cos2 x;	

14.2.° Найдите вторую производную функции:

1) y = x4;	 4) y x= 3 ; 	 7) y = sin2 x;

2) y = 3 – 5x + x3;	 5) y = (1 – 3x)3;	 8) y = x cos x.

3) y
x

=
−

1

1
; 	 6) y = cos 2x;	

14.3.° Чему равно значение второй производной функции  

y = 5sinx – 3cos4x в точке: 1) x =
π

6
;  2) x = −

π

2
?

14.4.°  Материальная точка двигается по координатной 
прямой по закону s (t) = 2t3 – 5t2 + 4 (перемещение из-
меряется в метрах, время — в  секундах). Найдите ее 
ускорение в момент времени t0 = 2 с.

Рис. 14.14
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14.5.° Одно тело двигается по координатной прямой по за-
кону s1 (t) = t

3 – t2 + 3t – 2, а  другое — по закону 

s t t
t t

2

3 2

3 2
5 8( ) = + + −  (перемещение измеряется в метрах, 

время — в секундах). Найдите ускорение каждого тела 
в момент времени, когда их скорости равны.

14.6.° Тело массой 5 кг двигается по координатной прямой по 
закону s (t) = t3 – 6t + 4 (перемещение измеряется в ме-
трах, время — в секундах). Найдите силу F (t) = ma (t), 
действующую на тело через 3 с после начала движения.

14.7.° Найдите промежутки выпуклости и точки перегиба 
функции:
1) y = x3 – 3x + 2;           2) y = x4 – 8x3 + 18x2 – x + 1.

14.8.° Найдите промежутки выпуклости и точки перегиба 
функции:
1) y = x3 – 2x2 + x – 2;     2) y = x4 – 6x3 + 12x2 – 3x + 4.

14.9.° Найдите точки перегиба функции 
y = 3x5 – 10x4 + 10x3 + 12x + 3.

14.10.° Найдите точки перегиба функции 
y = 3x5 + 10x4 + 10x3 – 5x – 4.

14.11.° Докажите, что функция f (x) = x4 – 4x3 + 12x2 – 11x – 7 
является выпуклой вниз на R.

14.12.° Докажите, что функция f (x) = sin2x – 2x2 является 
выпуклой вверх на R.

14.13.• Найдите промежутки выпуклости и точки перегиба 
функции: 

1) y
x

x
=

+1 2
; 	 2) y

x

x
=

−( )
.

1 2

14.14.• Найдите промежутки выпуклости и точки перегиба 
функции: 

1) y
x

x
=

−

+

1

1

2

2
; 	 2) y

x

x
=

+( )
.

1 2

14.15.• Найдите промежутки выпуклости и точки перегиба 
функции y = x2 + 4sinx.

14.16.• Найдите промежутки выпуклости и точки перегиба 
функции y = x2 – 4cosx.
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	 15.	  Построение графиков функций

Когда в предыдущих классах вам приходилось строить 
графики, вы, как правило, поступали так: отмечали на ко-

ординатной плоскости некоторое 
количество точек, принадлежащих 
графику, а  затем соединяли их. 
Точность построения зависела от 
количества отмеченных точек.

На рисунке 15.1 изображены 
несколько точек, принадлежа-
щих графику некоторой функции 

y = f (x). Эти точки можно соединить по-разному, например, 
так, как показано на рисунках 15.2 и 15.3.

Рис. 15.2 Рис. 15.3

Однако если знать, что функция f возрастает на каждом 
из промежутков [x1; x2] и  [x3; x4], убывает на промежут-
ке [x2; x3] и является дифференцируемой, то, скорее всего, 
будет построен график, показан-
ный на рисунке 15.4.

Вы знаете, какие особенности 
присущи графикам четной, не-
четной, периодической функций 
и т. д. Вообще, чем больше свойств 
функции удалось определить, тем 
точнее можно построить ее график.

Исследование свойств функции будем проводить по та-
кому плану.

1. Найти область определения функции.
2. Исследовать функцию на четность.
3. Найти нули функции.
4. Найти промежутки знакопостоянства.

Рис. 15.1

Рис. 15.4
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5. Найти промежутки возрастания и убывания.
6. Найти точки экстремума и значения функции в точках 

экстремума.
7. Выявить другие особенности функции (периодичность 

функции, поведение функции в окрестностях отдель-
ных важных точек и т. п.).

Заметим, что приведенный план исследования носит ха-
рактер рекомендаций и не является постоянным и исчерпыва-
ющим. Важно при исследовании функции обнаружить такие 
ее свойства, которые позволят корректно построить график. 

Пример  1  Исследуйте функцию f x x x( ) = −
3

2

1

4
2 3  и построй-

те ее график.
Решение. 1. Функция определена на множестве действи-

тельных чисел, то есть D (f) = .

2. f x x x x x( ) ( ) ( ) .− = − − − = +
3

2

1

4

3

2

1

4
2 3 2 3  Отсюда f (–x) ≠ f (x) 

и f (–x) ≠ –f (x), то есть функция y = f (–x) не совпадает ни 
с функцией y = f (x), ни с функцией y = –f (x). Таким об-
разом, данная функция не является ни четной, ни нечетной.

3–4. Имеем: f x x x x
x

( ) ( ).= − = −
3

2

1

4 4
2 3

2

6  Числа 0 и 6 яв-

ляются нулями функции f. Применив метод интервалов 
(рис. 15.5), находим промежутки знакопостоянства функции f, 
а  именно: устанавливаем, что f (x) > 0 при x ∈ (–∞; 0) Ÿ  
Ÿ (0; 6) и f (x) < 0 при x ∈ (6; +∞).

5–6. Имеем: ′ = − = −f x x x
x x

( ) ( ).3 4
3

4

3

4

2

 Исследовав знак 

производной (рис. 15.6), приходим к выводу, что функция f 
возрастает на промежутке [0; 4], убывает на каждом из про-
межутков (–∞; 0] и [4; +∞), xmax = 4, xmin = 0. Имеем: f (4) = 8, 
f (0) = 0.

Рис. 15.5 Рис. 15.6
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§ 1.  Производная и ее применение

7. Имеем: ′′ = −f x
x

( ) .3
3

2
 Исследовав 

знак второй производной (рис. 15.7), при-
ходим к выводу, что функция f является 
выпуклой вниз на промежутке −∞( ]; ,2  

выпуклой вверх на промежутке [2; +∞), 
x0 = 2 является точкой перегиба и f (2) = 4.

Учитывая полученные результаты, строим график функ-
ции (рис. 15.8). 

Рис. 15.8

Пример  2  Исследуйте функцию f x
x x

( ) =
+

4

42
 и постройте 

ее график.
Решение. 1. Функция определена на множестве (–∞; –4)  Ÿ 

Ÿ (–4; 0) Ÿ (0; +∞).
2. Область определения функции несимметрична относи-

тельно начала координат, следовательно, данная функция 
не является ни четной, ни нечетной.

3. Функция не имеет нулей.

4. f x
x x

( )
( )

.=
+

4

4
 Отсюда f (x) > 0 при x ∈ (–∞; –4) Ÿ (0; +∞), 

f (x) < 0 при x ∈ (–4; 0) (рис. 15.9).
5–6. Имеем:

′ = = − = −
′ ⋅ + − ⋅ + ′

+

+

+
f x

x x x x

x x

x

x x
( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

(4 4 4 4

4

4 2 4

4

82 2

2 2 2 2

xx

x x

+

+

2

42 2

)

( )
.

Рис. 15.7
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15.  Построение графиков функций

Исследовав знак f ′ (рис. 15.10), приходим к  выводу, 
что функция f убывает на каждом из промежутков [–2; 0)  
и (0; +∞), возрастает на каждом из промежутков (–∞; –4) 
и (–4; –2], xmax = –2, f (–2) = –1.

Рис. 15.9 Рис. 15.10

7. Заметим, что если значения аргумента x выбирать все 
бóльшими и бóльшими, то соответствующие значения функ-

ции f x
x x

( ) =
+

4

42
  все меньше и  меньше отличаются от 

числа 0 и могут стать сколь угодно малыми. Это свойство 

принято записывать так: lim
x x x→+∞ +

=
4

42
0  или так: 

4

42
0

x x+
→  

при x → +∞ . Если x → +∞, то расстояния от точек графика 
функции f  до прямой y = 0 становятся все меньшими и мень-
шими и могут стать меньше произвольного наперед задан-
ного положительного числа. В этом случае прямую y = 0 
называют горизонтальной асимптотой графика функции f 
при x → +∞. Аналогично можно установить, что прямая y = 0 
является горизонтальной асимптотой графика функции f при 
x → –∞.

Если значения аргумента x стремятся к нулю, оставаясь 
положительными, то соответствующие значения функции  

f x
x x

( ) =
+

4

42
 становятся все бóльшими и бóльшими, то есть 

расстояния от точек графика функции f  до прямой x = 0 
становятся все меньшими и меньшими и могут стать меньше 
произвольного наперед заданного положительного числа. 
В этом случае прямую x = 0 называют вертикальной асим-
птотой графика функции f, когда x стремится к нулю спра-
ва. Прямая x = 0 также является вертикальной асимптотой 
графика функции f, когда x стремится к нулю слева. Функ-
ция f имеет еще одну вертикальную асимптоту — прямую 
x = –4, когда x стремится к  –4 как слева, так и  справа.
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Имеем:

 ′′ = −
+ − + + + +

+
f x

x x x x x x x

x x
( ) .

( ) ( ) ( ( ) ( ))

( )

8 4 8 2 2 4 2 4

4

2 2 2 2

4 4
 

Упростив дробь, получим ′′ =
+ +

+
f x

x x

x x
( ) .

( )

( )

8 3 12 16

4

2

3 3

 Исследовав знак f ′′ (рис. 15.11), при-
ходим к выводу, что функция f является 
выпуклой вниз на промежутках (–∞; –4) 
и (0; +∞), выпуклой вверх на промежутке 
(–4; 0), точек перегиба не имеет.

Учитывая полученные результаты, строим график функ-
ции f (рис. 15.12). 

Рис. 15.12

Пример  3  Пользуясь графиком функции f (x) = x4 – 
–  4x2 + 3, определите, сколько корней имеет уравнение 
f (x) = a в зависимости от значения параметра a.

Решение. Функция определена на множестве действи-
тельных чисел, то есть D (f) = .

Имеем:  ′ = − = − = +( ) −( )f x x x x x x x x( ) ( ) .4 8 4 2 4 2 23 2

Следовательно, функция f имеет три критические точки: 

– 2 ; 0; 2 . Исследовав знак производной (рис. 15.13), по-

лучаем: функция f возрастает на промежутках [– 2 ; 0]  

Рис. 15.11
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и [ 2 ; +∞), убывает на промежутках 

(–∞; – 2 ] и  [0; 2 ], xmin = – 2 , 

xmin =  2 , xmax = 0. Имеем f (– 2 ) = 
= f ( 2 ) = –1, f (0) = 3.

Учитывая полученные результаты, строим график функ-
ции (рис. 15.14).

Рис. 15.14 Рис. 15.15

Пользуясь построенным графиком, определяем количе-
ство корней уравнения f (x) = a в зависимости от значения 
параметра a (рис. 15.15):

если a < –1, то корней нет;
если a = –1 или a > 3, то 2 корня;
если a = 3, то 3 корня;
если –1 < a < 3, то 4 корня.
Замечание. Из решения данной задачи исключены 

пункты 2–4, 7 плана исследования свойств функции. Свой-
ства функции, которые исследуются в этих пунктах, не ис-
пользуются при определении количества корней уравнения 
f (x) = a. 

Пример  4  Исследуйте функцию  f x
x

x
( ) =

−

4

3 2
 и постройте 

ее график.
Решение

1. Функция определена на множестве  −∞( ) +∞( ); ; .2 23 3c

Рис. 15.13
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2. Функция не является ни четной, ни нечетной.

3. Решив уравнение 
x

x

4

3 2
0

−
= ,  определяем, что x = 0 — 

единственный нуль данной функции.

4.  f (x) > 0 при x ∈ ( 23 ; +∞), f (x) < 0 при  x∈ −∞ ( )( ; ) ; .0 0 23c

5–6. Имеем: ′ = =
−

−

−

−
f x

x x

x

x x

x
( ) .

( )

( )

( )

6 3

3 2

3 3

3 2

8

2

8

2

Исследовав знак f ′ (рис. 15.16), приходим к выводу, что 

функция f убывает на промежутках [0; 23 ) и ( 23 ; 2], воз-

растает на промежутках (–∞; 0] и [2; +∞), xmin = 2, f ( ) ,2
8

3
=  

xmax = 0, f (0) = 0.

Рис. 15.16 Рис. 15.17

7. Имеем:  ′′ =
+

−
f x

x x

x
( ) .

( )

( )

12 4

2

2 3

3 3

Исследовав знак f ′′ (рис. 15.17), приходим к выводу, что 

x = – 43  — точка перегиба и  f( )− = −4
2 4

3
3

3

, функция f 

является  выпуклой  вниз  на  промежутках  (–∞; – 43 ]  

и ( 23 ; +∞), выпуклой вверх на [– 43 ; 23 ).

Прямая x = 23  — вертикальная асимптота графика дан-
ной функции.

Имеем:  f x x
x

x

x x x

x

x

x
( ) .

( )
= = = +

−

− +

− −

4

3

4

3 32

2 2

2

2

2

Поскольку lim lim ,
x x

x

x x
x

→+∞ → +∞− −
= =

2

2

2

23
2

0  то при x → +∞ рас-

стояния от точек графика функции f до соответствующих 
точек прямой y = x становятся все меньшими и меньшими 
и могут стать меньше произвольного наперед заданного по-
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ложительного числа. В этом случае прямую y = x называют 
наклонной асимптотой графика функции f при x → +∞. 
Также можно показать, что прямая y = x является наклонной 
асимптотой графика функции f при x → –∞.

Учитывая полученные результаты, строим график функ-
ции (рис. 15.18). 

Рис. 15.18

15.1.• Исследуйте данную функцию и постройте ее график:

1) f (x) = 3x – x3 – 2;	 5) f x x x( ) ;= −
3

2
2 3

2) f (x) = 2x3 – 3x2 + 5;	 6) f (x) = x4 – 2x2 + 1;

3) f x x
x

( ) ;= −3
3

9
	 7) f (x) = (x + 3)2 (x – 1)2.

4) f (x) = x3 – 3x2 + 2;

15.2.•  Исследуйте данную функцию и  постройте ее гра-
фик: 

1) f (x) = x3 + 3x2;	 4) f x x
x

( ) ;= −
4

2

2
4 	

2) f x x x( ) ;= −4
1

3
3 	 5) f (x) = 8x2 – 7 – x4.

3) f (x) = x – x3;
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15.3.•• Постройте график функции:

1) f x
x

x
( ) ;=

−

+

4

2
	 5) f x

x

x
( ) ;=

−4 2
	

2) f x
x

( ) ;=
−

2

12
	 6) f x

x

x
( ) ;= −

+

2

12
	

3) f x
x

x
( ) ;=

−

+

6 6

32
	 7) f x

x

x
( ) ;

( )
=

−2 1
2

4) f x
x

x
( ) ;=

−

−

2

2

9

4
	 8) f x

x

x
( ) .=

+

−

2

2

4

4
15.4.•• Постройте график функции: 

1) f x
x

x
( ) ;=

−

−

3

1
	 4) f x

x
( ) ;=

+

1

12

2) f x
x x

( ) ;=
−

1

22
	 5) f x

x

x
( ) ;=

−

3

92

3) f x
x

x
( ) ;=

+

−

1

1

2

2
	 6) f x

x

x
( ) .

( )
=

+

2

1 2

15.5.•• Постройте график функции f (x) = x2(2x – 3) и опре-
делите, пользуясь им, количество корней уравнения 
f (x) = a в зависимости от значения параметра a. 

15.6.•• Постройте график функции f (x) = –x2(x2 – 4) и опре-
делите, пользуясь им, количество корней уравнения 
f (x) = a в зависимости от значения параметра a.

15.7.•• Постройте график функции:

1) f x x
x

( ) ;= +
1

	 3) f x
x

x
( ) ;=

−

3

2 4

2) f x
x x

x
( ) ;=

+

−

2 3

1
	 4) f x

x

x
( ) .

( )
=

−

+

4

4

8

1

15.8.•• Постройте график функции: 

1) f x x
x

( ) ;= +
1

2
	 3) f x

x

x
( ) .

( )
=

−

−

3

3

4

1

2) f x
x x

x
( ) ;=

− +

−

2 2 2

1
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15.9. Представьте выражение в  виде степени или произ-
ведения степеней:

1) 
( )

;
a a

a

3 6 4

16

i
	 4) 

a b

a b

−

−

5

2

1

12

17

4

1

3

;

2) (a2)–4
•(a–3)–2 : (a–8)3;	 5) a a

5

9

1 8 3

8

2 4( ) ( )−
, ,

.i

3) 
a b

c d

10 7

6 14

2−

−

−






 ;

15.10. Найдите значение выражения:

1) 
3 27

9

10 3

9

i
; 	 4) 4 16

1

8

1 6

0 6−( ) ,

, ;i

2) 
( )

( )
;

−

−

−

−

36 6

216 6

3 8

5 18

i

i
	 5) 

12

7 8

3 7

8

1

2

2

3

1

6

1

2

5

3

1

2i

i
i

−
;

3) 
14 2

28 7

5 7

2 8

i

i

−

− ; 	 6) 
5 3

15 2

2

3

2

3

2

3

16

3

1 5
− −

−

−














i

i

,

.
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Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 1

1. Найдите производную функции f x
x x

( ) .= +
3 2

3 2

А) ′ = +f x
x x

( ) ;
2

3 2
	 В) f ′ (x) = x2 + x;

Б) f ′ (x) = 3x2 + 2x;	 Г) f ′ (x) = x3 + x2.

2. Найдите производную функции f x
x

( ) .=
5

4

А) ′ = −f x
x

( ) ;
20

5
	 В) ′ =f x

x
( ) ;

5

4 3

Б) ′ = −f x
x

( ) ;
20

3
	 Г) ′ =f x

x
( ) .

5

4 5

3. Укажите производную функции f (x) = tg 4x.

А) ′ =f x
x

( ) ;
cos

1

42
	 В) f ′ (x) = ctg 4x;

Б) ′ =f x
x

( ) ;
cos

4

42
	 Г) f ′ (x) = 4 ctg 4x.

4. Вычислите значение производной функции f (x) = (3x – 2)5 
в точке x0 = 1.

А) 5;	 Б) 15;	 В) –5;	 Г) –15.

5. Найдите производную функции f x x( ) .= −6 7

А) ′ =
−

f x
x

( ) ;
1

6 7
	 В) ′ =

−
f x

x
( ) ;

1

2 6 7

Б) ′ =
−

f x
x

( ) ;
6

6 7
	 Г) ′ =

−
f x

x
( ) .

3

6 7

6. Найдите производную функции f x
x

( ) cos .=
4

А) ′ =f x
x

( ) sin ;
4

	 В) ′ = −f x
x

( ) sin ;
4

Б) ′ =f x
x

( ) sin ;
1

4 4
	 Г) ′ = −f x

x
( ) sin .

1

4 4
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Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 1

7. Тело двигается по координатной прямой по закону 
s (t) = 3t2 – 2t + 1 

(перемещение измеряется в метрах, время — в секундах). 
Чему равна скорость тела через 3 с после начала движе-
ния?

А) 16 м/с;	 Б) 17 м/с;	 В) 18 м/с;	 Г) 20 м/с.

8. На рисунке изображены график функции y = f (x) и каса-
тельная к нему в точке с абсциссой x0. 
Найдите f ′ (x0).

А) 2

2
;	

Б) 1;	
В) 3;	

Г) найти невозможно.

9. Чему равен угловой коэффициент касательной к графику 
функции y = x3 – 2x в точке с абсциссой x0 = –1?

А) –5;	 Б) –1;	 В) 5;	 Г) 1.

10. Какое уравнение имеет касательная к графику функции 

f x
x

x
( ) =

+

−

3 4

3
 в точке с абсциссой x0 = 2?

А) y = 13x – 36;	 В) y = –13x – 36;

Б) y = –x – 8;	 Г) y = –13x + 16.

11. Найдите абсциссу точки графика функции f (x) = x2 + 4x, 
в которой касательная к этому графику параллельна пря-
мой y = 10x – 6.

А) 3;	 Б) –1;	 В) 7;	 Г) –5.

12. На рисунке изображен график функции y = f (x). Пользу-
ясь графиком, сравните f ′ (x1) и f ′ (x2).

А) f ′ (x1) > f ′ (x2);           

Б) f ′ (x1) < f ′ (x2);            

В) f ′ (x1) = f ′ (x2);

Г) сравнить невозможно.
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§ 1.  Производная и ее применение

13. Найдите промежутки возрастания функции

 f x x x x( ) .= − + −4 3 2 2 31

3
А) [–3; –1];	 В) (–∞; 1] и [3; +∞);	

Б) [1; 3];	 Г) (–∞; –3] и [–1; +∞).

14. Дифференцируемая функция y = f (x) определена на мно-
жестве действительных чисел. На рисунке изображен гра-
фик функции y = f ′ (x). Сколько промежутков возрастания 
имеет функция y = f (x)?

А) ни одного;	

Б) один;

В) два;	

Г) определить невозможно.

15.  Сколько критических точек имеет функция y = f (x),  
D (f) = , график которой изображен на рисунке?
А) 2;	 В) 4;	
Б) 3;	 Г) ни одной.

16. Сколько точек экстремума имеет 
функция

 f x x x( ) ?= − +
1

4

2

3
4 3 8

А) одну;    Б) две;    В) бесконечно много;    Г) ни одной.

17.  Дифференцируемая функция y = f (x) 
определена на множестве действительных 
чисел. На рисунке изображен график функ-
ции y = f ′ (x). Найдите точку максимума 
функции y = f (x).
А) –2;	 В) 2;      
Б) 0;	 Г) определить невозможно.

18. Чему равно наименьшее значение функции 

y x
x

= +
4

 на промежутке [1; 3]?

А) 3;	 Б) 4;	 В) 4
1

3
; 	 Г) 5.
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§ 2.  Показательная и логарифмическая функции

	 16.	 Степень с произвольным действительным 
показателем. Показательная функция

В 10 классе вы ознакомились с понятием степени поло­
жительного числа с рациональным показателем. Теперь мы 
выясним, что представляет собой степень положительного 
числа с действительным показателем.

Строгое определение степени с действительным показате­
лем и доказательство ее свойств выходит за пределы школь­
ного курса. Текст этого пункта содержит лишь общие пояс­
нения того, как можно провести необходимые обоснования.

Начнем с частного случая. Выясним, что понимают под 
степенью числа 2 с показателем π.

Иррациональное число π можно представить в виде бес­
конечной непериодической десятичной дроби:

π = 3,1415... .

Рассмотрим последовательность рациональных чисел

	 3; 3,1; 3,14; 3,141; 3,1415; ... .	 (1)

Понятно, что эта последовательность сходится к числу π.
В соответствии с последовательностью (1) построим по­

следовательность степеней с рациональными показателями:

	 23, 23,1, 23,14, 23,141, 23,1415, ... .	 (2)

Можно показать, что члены последовательности (2) с уве­
личением номера стремятся к некоторому положительному 
числу. Это число и называют степенью числа 2 с показате­
лем π и обозначают 2π.

Аналогично можно действовать в общем случае, определяя 
смысл выражения bα, где b > 0, α — любое действительное 
число. Для числа α строят сходящуюся к нему после­
довательность рациональных чисел α1, α2, α3, ... . Далее 
рассматривают последовательность bα1 , bα2 , bα3 , ... степеней 
с рациональными показателями (напомним, что степень по­
ложительного числа с рациональным показателем определе­
на). Можно доказать, что эта последовательность сходится 
к положительному числу c, которое не зависит от выбора 
сходящейся к α последовательности рациональных чисел α1, 
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16. Показательная функция

α2, α3, ... . Число c называют степенью положительного чис-
ла b с действительным показателем α и обозначают bα.

Если основание b равно единице, то 1α = 1 для всех дей-
ствительных α. 

Если основание b равно нулю, то степень 0α определяют 

только для α > 0 и считают, что 0α = 0. Например, 0 02 = ,  

0π = 0, а выражение 0 3−  не имеет смысла. 
При b < 0 выражение bα, где α — иррациональное число, 

не имеет смысла.
Степень с действительным показателем обладает теми же 

свойствами, что и степень с рациональным показателем.
В частности, для x > 0, y > 0 и любых действительных 

α и β справедливы такие равенства:

1) xα xβ = xα + β;

2) xα : xβ = xα – β;

3) (xα)β = xαβ;

4) (xy)α = xαyα;

5) 
x

y

x

y









 =
α α

α .

Докажем, например, свойство 1.
Пусть α и β — действительные числа, причем α α=

→∞
lim ,
n n  

β β=
→∞
lim ,
n n  где (αn) и (βn) — последовательности рациональных 

чисел. Имеем:
α β α β α β+ = + = +

→∞ →∞ →∞
lim lim lim ( ).
n n n n n n n

Для положительного числа x рассмотрим три последова-

тельности: ( ), ( ) ( ).x x x xn n n nα β α βи i

Имеем:  lim ,
n

x xn

→∞
=α α  lim .

n
x xn

→∞
=β β

Так как для рациональных показателей αn  и βn  свойство 1 

имеет место (мы узнали об этом при изучении свойств сте-

пени с рациональным показателем), то x x xn n n nα β α βi = + .
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§ 2.  Показательная и логарифмическая функции

Последовательность рациональных чисел α1 + β1, α2 + β2, 
α3 + β3, ... сходится к числу α + β. Поэтому можно записать, 
что lim

n→∞
(an . bn) = x

α + β.

x x x x x x x x
n n n n

n n n n n nα β α β α β α β αi i i= = = =
→∞ →∞ →∞ →∞

+ +lim lim lim ( ) lim ββ.

Пример  1  Упростите выражение 
a a a a

a a

7 3 7 2 7 7

4 7 7

1+ − +

+

( ) ( )
.

Решение. Имеем: 

a a a a

a a

a a a a

a a

a7 3 7 2 7 7

4 7 7

7 2 7 7 7

3 7 7

3 71 1 1

1

1+ − +

+

+ − +

+

+( ) ( )
=
( ) ( )

( ) =
aa3 7 1

1
+

= .

a a a a

a a

a a a a

a a

a7 3 7 2 7 7

4 7 7

7 2 7 7 7

3 7 7

3 71 1 1

1

1+ − +

+

+ − +

+

+( ) ( )
=
( ) ( )

( ) =
aa3 7 1

1
+

= .

Выберем некоторое положительное число a, отличное 
от 1. Каждому действительному числу x можно поставить 
в соответствие положительное число ax. Тем самым задана 
функция f (x) = ax, где a > 0, a ≠ 1, с областью определения . 

Эту функцию называют показательной функцией.
Изучим некоторые свойства показательной функции.
При a > 0 и любом x выполняется неравенство ax > 0. 

Поэтому область значений показательной функции состоит 
только из положительных чисел.

Можно показать, что для данного числа a, где a > 0 
и a ≠ 1, и для любого положительного числа b существует 
такое число x, что выполняется равенство ax = b.

Сказанное означает, что ªª областью значений показатель-
ной функции является множество (0; +∞).

Показательная функция не имеет нулей, и промежу-ªª
ток (–∞; +∞) является ее промежутком знакопосто-
янства. 

Показательная функция непрерывнаªª .

Покажем, что ªª при a > 1 показательная функция явля-
ется возрастающей. Для этого воспользуемся леммой.

Лемма. Если a > 1 и x > 0, то ax > 1; если 0 < a < 1 и x > 0, 
то 0 < ax < 1.
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16. Показательная функция

Например, 2 1
1

π > ,  0 1
1

3

2

< 





 < .

Рассмотрим произвольные числа x1 и x2 такие, что x2 > x1, 
и функцию f(x) = ax, где a > 1.

Поскольку x2 > x1, то x2 – x1 > 0. Тогда согласно лемме 

имеем:ax x2 1 1− > , то есть 
a

a

x

x

2

1
1> . Так как ax1 0> ,  то  a ax x2 1> .  

Отсюда f (x2) > f (x1).
Мы показали, что из неравенства x2 >

 x1 следует нера-
венство f (x2) > f (x1). Это означает, что функция f является 
возрастающей.

Аналогично можно показать, что ªª при 0 < a < 1 показа-
тельная функция является убывающей.

Поскольку показательная функция является либо возрас-ªª
тающей (при a > 1), либо убывающей (при 0 < a < 1), то 
она не имеет точек экстремума.

Показательная функция является дифференцируемой.ªª  
Подробнее о производной показательной функции вы 
узнаете в п. 23.

На рисунках 16.1 и 16.2 схематически изображен график 
показательной функции для случаев a > 1 и 0 < a < 1 соот-
ветственно.

Рис. 16.1 Рис. 16.2

В частности, на рисунках 16.3 и 16.4 изображены графи-

ки функций y = 2x и  y
x

= 







1

2
.
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Рис. 16.3 Рис. 16.4

Заметим, что при a > 1 график показательной функции 
имеет горизонтальную асимптоту y = 0 при x →−∞ . Анало-
гично при 0 < a < 1 график показательной функции имеет 
горизонтальную асимптоту y = 0 при x →+∞ .

Показательная функция является математической мо-
делью целого ряда процессов, происходящих в  природе 
и в деятельности человека. 

Например, биологам известно, что колония бактерий 
в определенных условиях за равные промежутки времени 
увеличивает свою массу в одно и то же количество раз.

Это означает, что если, например, в момент времени t = 0 
масса была равной 1, а в момент времени t = 1 масса была 
равной a, то в моменты времени t = 2, t = 3, ..., t = n, ... 
масса будет равной соответственно a2, a3, ..., an, ... . Поэтому 
естественно считать, что в любой момент времени t масса бу-
дет равной at. Можно проверить (сделайте это самостоятель-
но), что значения функции f (t) = at  увеличиваются в одно 
и  то же количество раз за равные промежутки времени. 

Таким образом, рассмотренный процесс описывают с по-
мощью показательной функции f (t) = at.

Из физики известно, что при радиоактивном распаде масса 
радиоактивного вещества за равные промежутки времени 
уменьшается в одно и то же количество раз.

Если поместить деньги в банк под определенный процент, 
то каждый год количество денег на счете будет увеличиваться 
в одно и то же количество раз. 

Поэтому показательная функция описывает и  эти про-
цессы.
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16. Показательная функция

В таблице приведены свойства функции y = ax, где a > 0, 
a ≠ 1, изученные в этом пункте.

Область определения 

Область значений (0; +∞)

Нули функции –

Промежутки знакопо-
стоянства y > 0 на 

Возрастание /  
убывание

Если a > 1,  
то функция возрастающая; 

если 0 < a < 1,  
то функция убывающая

Непрерывность Непрерывная

Дифференцируемость Дифференцируемая

Асимптоты

Если a > 1, то график функции 
имеет горизонтальную асимптоту 

y = 0 при x →−∞ ;
если 0 < a < 1, то график  

функции имеет горизонтальную 
асимптоту y = 0 при x →+∞

Пример  2  Найдите наименьшее и  наибольшее значения 
функции f (x) = 3x на отрезке [–4; 3].

Решение. Так как функция f возрастает на отрезке [–4; 3], 
то наименьшее значение она принимает при x = –4, а наи-
большее — при x = 3. 

Следовательно, 

min ( ) ( ) ,
[ ; ]−

−= − = =
4 3

44 3
1

81
f x f

max ( ) ( ) .
[ ; ]−

= = =
4 3

33 3 27f x f

Ответ: 
1

81
,  27.
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Пример  3  Решите уравнение 2 1 12−( ) = +
x

xsin .

Р е ш е н и е.  Так  как  0 2 1 1< − < ,   а  | x | l 0,  то 

2 1 2 1 1
0

−( ) −( ) =
x

m .  В то же время sin2 x + 1 l 1. Таким 

образом, данное уравнение равносильно системе 2 1 1

1 12

−( ) =

+ =







x

x

,

sin .
 

Отсюда  x = 0.
Ответ: 0.

16.1.° Вычислите значение выражения:

1) 3 32 1 2 2
2

+( ) : ; 	 3) 6 365 1 53
2

+( ) −i ;

2) 3 73
3

3

( )( ) ; 	 4) 
1

2

2
8



















−

.

16.2.° Найдите значение выражения:

1) 5 3 1
2 3

2 1

5
−( ) 






: ; 	 2) 2

6
6

( )( ) ; 	 3) 105
5

2 5

( )( )− .

16.3.° Докажите, что:

1) 
5

5

8

2

25= ;    2) 4 16
3

2

27

3
21

8
i






 = ( )− ;  3) 

12 2

4 6

48 4 12

108 27

36
i

i
= .

16.4.° Сравните с числом 1 степень:

1) 
1

2

2






 ; 	 3) 0 62 5, ; 	 5) 

4

5








π

; 	

2) 
π

π

3







 ; 	 4) 

1

3

3







−

; 	 6) 
π+







−

1

4

6

.

16.5.° Какие из данных чисел больше 1, а какие меньше 1?

1) 1 8 1 8, ;, 	 2) 
π

6

10






 ; 	 3) 7 2− ; 	 4) 0,3–π.
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16. Показательная функция

16.6.° Какая из данных функций является показательной:

1) y = x6;	 2) y x= 6 ; 	 3) y = 6x;	 4) y = 6?

16.7.° На основании какого свойства показательной функции 
можно утверждать, что:

1) 
7

9

7

9

3 2 2 9






 < 








, ,

; 	 2) 
4

3

4

3

1 8 1 6






 > 








, ,

?

16.8.° Укажите, какие из данных функций являются воз-
растающими, а какие — убывающими:
1) y = 10x;	 3) y = 2–x;	 5) y = 2x•3x;

2) y
x

= 







5

9
; 	 4) y

x

= 






−

1

5
; 	 6) y x

x

= 





12

1

18
i .

16.9.° Постройте график функции y = 3x. В каких пределах 
изменяется значение функции, если x возрастает от –1 
до 3 включительно?

16.10.° Постройте график функции y
x

= 







1

3
.  В каких преде-

лах изменяется значение функции, если x возрастает от 
–2 до 2 включительно?

16.11.° Сравните:

1) 53,4 и  53,26;	 3) 1  и  
5

4

1

3





 ; 	 5) 2

6( )  и  2
7( ) ;

2) 0,30,4 и  0,30,3;	 4) 0,17–3  и  1;	 6) 
π

4

2 7







− ,

и 
π

4

2 8







− ,

.

16.12.° Сравните с числом 1 значение выражения:

1) 
4

3

2

3





 ; 	 3) 

6

7

1

2






−

; 	 5) 0,62–0,4;	

2) 
3

4

2

3





 ; 	 4) 

7

6

1

2






−

; 	 6) 3,14–0,4.

16.13.° Сравните с числом 1 положительное число a, если:

1) a a
5

6

2

3> ; 		  3) a–0,3 > a1,4;

2) a a3 2< ; 		  4) a a− <7 1 2, .
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16.14.° Сравните числа m и n, если: 

1) 0,8m < 0,8n;	 3) 
2

3

2

3







 > 








m n

;

2) 3,2m > 3,2n;	 4) 1 1
4

7

4

7







 < 








m n

.

16.15.• Упростите выражение:

1) a a a5 5 5
2

2 2 3+( ) −( ) − +( ) ;	 3) 
a b

a b

2 3 2 2

3 2
2

1
−

+( )
+ ;

2) 
a a

a a

2 7 7

4 7 3 7

−

−
; 	 4) 

a

a

a

a

243

33

813

33

1

1

1

1

−

−

+

+
− .

16.16.• Упростите выражение:

1) 
a a a a

a a

2 6 6 2 6 3 6

4 6 6

1− + +

−

( ) ( )
; 	

2) ( ) ( ) .a b a bπ π π π π+ − −( )2 2
1

16.17.• Верно ли утверждение:
1) наибольшее значение функции y = 0,2x на промежутке 

[–1; 2] равно 5;
2) областью определения функции y = 4 – 7x является 

множество действительных чисел;
3) областью значений функции y = 6x + 5 является про-

межуток [5; +∞);

4) наименьшее значение функции  y
x

= 







1

4
 на промежут-

ке [–2; 2] равно 16?

16.18.• Найдите область значений функции:

1) y = –9x;	 2) y
x

= 





 +

1

5
1;    3) y = 7x – 4;    4) y = 6| x |.

16.19.• Найдите наибольшее значение функции y
x

= 







1

6
 на 

промежутке [–2; 3].

16.20.• На каком промежутке наибольшее значение функции 

y = 2x равно 16, а наименьшее — 
1

4
?
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16.21.• На каком промежутке наибольшее значение функции 

y
x

= 







1

3
 равно 27, а наименьшее — 

1

9
?

16.22.• Решите неравенство:

1) 2x > –1;	 2) 2 2x > − .

16.23.• Решите неравенство   2 0
1

x > .

16.24.• Постройте график функции:

1) y = 2x – 1; 	 4) y
x

= 







+
1

2

2

;

2) y = 2x – 1;	 5) y = –2x;    

3) y
x

= 





 +

1

2
2; 	 6) y = 5 – 2x.

16.25.• Постройте график функции:

1) y = 3x + 1;	 4) y
x

= 







−
1

3

2

;

2) y = 3x + 1; 	 5) y
x

= −







1

3
;  

3) y
x

= 





 −

1

3
2; 	 6) y = –3x – 1. 

16.26.• График какой из функций, изображенных на ри-
сунке 16.5, пересекает график функции y = 5x более чем 
в одной точке?

а б в

Рис. 16.5
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16.27.• На рисунке 16.6 укажите график функции y
x

= 





 −

1

4
1.

а б в г
Рис. 16.6

16.28.•• Сравните 7 4 3
5 2

+( )− ,

 и  7 4 3
5 6

−( ) ,

.

16.29.••  Определите графически количество корней урав-
нения:
1) 2x = x;	 3) 2x = sin x;	

2) 2x = x2;	 4) 2–x = 2 – x2.

16.30.•• Определите графически количество корней уравнения:

1) 
1

3
3






 =

x

x ; 	 2) 
1

3







 =

x

xcos ;	 3) 
1

3

3
4







 = −

x

x
.

16.31.•• Постройте график функции:
1) y = 2| x |;	 3) y = | 2x – 1 |;

2) y = 2| x | + 1;	 4) y
x

= −
1

2
1 .  

16.32.•• Постройте график функции:

1) y
x

=
1

3
; 	 2) y = 3| x | – 1;	 3) y = | 3x – 1 |.

16.33.•• Постройте график функции y x= −2 2cos .

16.34.•• Найдите наибольшее и наименьшее значения функции:

1) y
x

= 







1

4

sin

;	 2) y = 3| sin x | – 2.

16.35.•• Найдите наибольшее и наименьшее значения функции:

1) y = 6cos x;	 2) y
x

= 





 +

1

5
5

cos

.
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16.36.• Решите неравенство:

1) 2tg x > 0;      2) 2
4

arcsin ;x > −
π

     3) 2arccos x > arccos x – π.

16.37.• Решите неравенство:

1) 2x > sin x – 1;    2) 2
2

x x> −arcsin ;
π

     3) 2ctg x > cos x – 1.

16.38.• Постройте график функции:

1) y = | 2–| x | – 1 |;	 2) y
x

x
=

−

−

2 1

2 1
.

16.39.• Постройте график функции:

1) y = | 1 – 3| x | |; 	 2) y
x

x
=

−

−

−1 3

3 1
.

16.40.•• Найдите область значений функции f x x x( ) .(sin cos )= +2
2

16.41.•• Найдите область значений функции f (x) = 3| sin x cos x |.

16.42.•• Решите уравнение:

1) 2cos x = x2 + 2;	 2) 2 x x= cos .

16.43.•• Решите уравнение:

1) 
1

2
2 1







 = +

x

x ; 	 2) 2| x | = cos x.

16.44.•• Решите неравенство:

1) 2
2x xl sin ;	 2) 2 1

2− +x xl sin ;       3) 2 1 2x xl − .

16.45.•• Решите неравенство:

1) 2
2x x> cos ; 	 2) 2 1

2 2− +x xl .

16.46.•• Исследуйте на четность функцию y
x

x
=

−

+

2 1

2 1
.

16.47.•• Исследуйте на четность функцию y
x x

x x
=

−

+

2 3

2 3
.

16.48.•• Исследуйте на четность функцию  y
x x

= +( ) + −( )2 3 2 3 .

16.49.•• Исследуйте на четность функцию

  y
x x

= +( ) − −( )2 1 2 1 .
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16.50.•• Найдите область значений функции y
x

x
=

−

−

2 1

2 4
.

16.51.•• Найдите область значений функции y
x

x
=

−

3

3 9
.

16.52. Представьте числа 1; 4; 8; 16; 
1

32
;  

1

64
; 2;  43 ;  326  

в виде степени с основанием: 1) 2; 2) 
1

2
.

16.53. Представьте числа 1; 9; 81; 
1

27
;  27; 2435  в виде 

степени с основанием: 1) 3; 2) 
1

3
.

16.54. Упростите выражение:
1) 7x + 1 + 7x;	 5) 2x + 3 + 3•2x + 2 – 5•2x + 1;

2) 10x – 2 – 10x;	 6) 
1

6

1

2 136 6






 + −

−
+

x x
x ;

3) 2x + 1 + 2x – 4;	 7) 9x + 1 + 32x + 1;

4) 3x + 1 + 3x + 3x – 1;	 8) 25 2 5 52
2 4

x x
x

−
+

− + ( )i .

	 17.	 Показательные уравнения

Рассмотрим уравнения 2x = 8,
3x•3x – 1 = 4,

0 3 0 34 2
, , .x x− =

Во всех этих уравнениях переменная содержится только 
в показателе степени. Данные уравнения — примеры пока-
зательных уравнений.

Теорема  17.1. При a > 0 и a ≠ 1 равенство a ax x1 2=  
выполняется тогда и только тогда, когда x1 = x2.
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17. Показательные уравнения

Доказательство.  Очевидно, что если x1 = x2, то  

a a
x x1 2= .  
Докажем, что из равенства a a

x x1 2=  следует равенство 
x1 = x2. Предположим, что x1 ≠ x2, то есть x1 < x2 или  
x1 > x2. Пусть, например, x1 < x2. 

Рассмотрим показательную функцию y = ax. Она являет­
ся либо возрастающей, либо убывающей. Тогда из неравен­

ства x1 < x2 следует, что a a
x x1 2<  (при a > 1) или a a

x x1 2>  
(при 0 < a < 1). Однако по условию выполняется равенство 

a ax x1 2= .  Получили противоречие.
Аналогично рассматривают случай, когда x1 > x2. 

Следствие.  Если a > 0 и a ≠ 1, то уравнение
	 af (x) = ag (x)		  (1)
равносильно уравнению
	 f (x) = g (x).			   (2)

Доказательство.  Пусть x1 — корень уравнения (1), 

то есть a af x g x( ) ( ).1 1=   Тогда по теореме 17.1 получаем, что 
f (x1) = g (x1). Следовательно, x1 — корень уравнения (2).

Пусть x2 — корень уравнения (2), то есть f (x2) = g (x2). 

Отсюда a af x g x( ) ( ).2 2=
Мы показали, что каждый корень уравнения (1) является 

корнем уравнения (2) и наоборот, каждый корень уравнения 
(2) является корнем уравнения (1). Следовательно, уравнения 
(1) и (2) равносильны.  

Рассмотрим примеры решения показательных уравнений.

Пример  1  Решите уравнение (0,125)x  = 128.
Решение. Представим каждую из частей уравнения  

в виде степени с основанием 2. Имеем: 0 125 2
1

8
3, = = −  и  

128 = 27. Запишем: (2–3)x = 27; 2–3x = 27.
Это уравнение равносильно уравнению

–3x = 7.
Отсюда x = −

7

3
.

Ответ: −
7

3
.
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Пример  2  Решите уравнение 2 5 0 01 10
2 23 3 1 3x x x− − −=i i, ( ) .

Решение. Воспользовавшись свойствами степени, пред­
ставим каждую из частей уравнения в виде степени с осно­
ванием 10. Имеем:

( ) ;2 5 10 10
2 3 2 3 3i ix x− − −=       

10 10
2 3 3 5x x− −= .

Переходим к равносильному уравнению:
x2 – 3 = 3x – 5.

Отсюда x2 – 3x + 2 = 0; x1 = 1, x2 = 2.
Ответ: 1; 2.

Пример  3  Решите уравнение
212x – 1 – 46x – 1 + 84x – 1 – 163x – 1 = 1280. 

Решение. Имеем: 
212x – 1 – 212x – 2 + 212x – 3 – 212x – 4 = 1280;

212x – 4 (23 – 22 + 21 – 1) = 1280;   212x – 4•5 = 1280;

 212x – 4 = 256;    212x – 4 = 28;   12x – 4 = 8; x = 1.
Ответ: 1.

Пример  4  Решите уравнение
2•3x + 2 – 3x + 1 = 5x + 1 + 4•5x.

Решение. Имеем: 
3x (2•32 – 3) = 5x (5 + 4);   3x•15 = 5x•9;

3

5

9

15







 =

x

;   
3

5

3

5







 =

x

;   x = 1. 

Ответ: 1.

Пример  5  Решите уравнение 25x + 4•5x – 5 = 0.

Решение. Так как  25x = (52)x = 52x = (5x)2, то данное урав­
нение удобно решать методом замены переменной.

Пусть 5x = t. Тогда данное уравнение можно переписать так:
t2 + 4t – 5 = 0.

Отсюда t = 1 или t = –5.
Если t = 1, то 5x = 1. Отсюда 5x = 50; x = 0.
Если t = –5, то 5x = –5. Так как 5x > 0 при любом x, то 

уравнение 5x = –5 не имеет корней.

Ответ: 0.
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Пример  6  Решите уравнение 4•22x – 6x = 18•32x.
Решение. Имеем: 4•22x – 2x•3x – 18•32x = 0.
Так как 32x ≠ 0 при любом x, то, разделив обе части урав­

нения на 32x, получим уравнение, равносильное данному:

4 18 0
2

3

2

3

2

2
i

x

x

x

x
− − = ; 4 18 0

2

3

2

3

2

i
x

x

x

x







 − − = .

Пусть 
2

3







 =

x

t.  Тогда можно записать: 4t2 – t – 18 = 0.

Отсюда 
t

t

= −

=









2

9

4

,

.
 Имеем: 

2

3

2

3

9

4

2






 = −







 =











x

x

,

.

Так как 
2

3
0







 >

x

 при любом x, то первое уравнение сово­

купности решений не имеет. Второе уравнение совокупности 
перепишем так:

2

3

2

3

2






 = 







−x

.  Отсюда x = –2.

Ответ: –2.

Пример  7  Решите уравнение 2x + 5x = 7x.
Решение. Очевидно, что x = 1 — корень данного уравне­

ния. Покажем, что этот корень — единственный.
Разделив обе части исходного уравнения на 7x, получим:

  
2

7

5

7
1







 + 






 =

x x

.

Рассмотрим функцию f x
x x

( ) .= 





 + 








2

7

5

7
 Так как функции 

y
x

= 







2

7
 и  y

x

= 







5

7
 — убывающие, то функция f также яв­

ляется убывающей, а следовательно, каждое свое значение 
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она принимает только один раз. Поэтому уравнение f (x) = 1 
имеет единственный корень.

Ответ: 1.

Пример  8  При каких значениях параметра a уравнение 
4x – (a + 3) 2x + 4a – 4 = 0  имеет единственный корень?

Решение. Пусть 2x = t. Имеем: 
t2 – (a + 3) t + 4a – 4 = 0. 

Отсюда t1 = 4, t2 = a – 1. Следовательно, исходное уравне­
ние равносильно совокупности:

2 4

2 1

x

x a

=

= −






,

.

Первое уравнение совокупности имеет единственный 
корень x = 2. Второе уравнение совокупности при каждом 
значении параметра a или имеет один корень, или вообще 
не имеет корней.

Для выполнения условия задачи второе уравнение сово­
купности либо должно не иметь корней, либо должно иметь 
единственный корень, равный 2.

Если a m 1, то есть a – 1 m 0, то уравнение 2x = a – 1 
корней не имеет.

Число 2 является корнем второго уравнения совокупно­
сти, если 22 = a – 1. Отсюда a = 5.

Ответ: a m 1 или a = 5.

17.1.° Решите уравнение:
1) 4x = 64;	 6) 8x = 16; 

2) 3
1

81
x = ; 	 7) 0 16

5

2
, ;x =

3) 0,62x – 3 = 1;	 8) 5 25x = ;

4) 10–x = 0,001;	 9) 0 25 2
2 24 1, ;x x− +=

5) 25 – x = 23x – 7;	 10) 
4

9

27

8

2

3

1 1














 =

− −x x

i ;
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11) 2x•5x = 0,1•(10x – 1)5;	 14) 5 6
2 22 2x x x x− −= ;

12) 
4

7

7

4

3 7 7 3






 = 








− −x x

; 	 15) 3x – 1 = 6x•2–x•3x + 1.

13) 36
1

216

2

x
x

= 







−

;

17.2.° Решите уравнение:

1) 0 4 1
2 6, ;x x− − = 	 7) 100 0 01 10x = , ;

2) 
3

5

5

3







 =

x

; 	 8) 
2

5

25

8

125

64















 =

x x

i ;

3) 0 7 2
2

49
, ;x = 	 9) 2 3 61 1 2 51

36
x x x− − +=i i ;

4) 9–x = 27;	 10) 32 4
3

5
2 6

3

2
x x− −

= ;

5) 2 8
2

3x =
−
; 	 11) 3 7

2 29 9x x− −= ;

6) 
2

9

2 3

24 5






 =

+
−

x
x, ; 	 12) 165 – 3x = 0,1255x – 6.

17.3.° Решите уравнение:

1) 3x + 2 + 3x = 30;	 4) 7x + 1 + 4•7x = 77; 

2) 4x + 1 + 4x – 2 = 260;	 5) 5x + 7•5x – 2 = 160;

3) 2x + 4 – 2x = 120;	 6) 6x + 1 – 4•6x – 1 = 192.

17.4.° Решите уравнение:
1) 5x + 1 + 5x = 150;	 3) 7x + 2 + 4•7x – 1 = 347;

2) 2x + 2x – 3 = 18;	 4) 4x – 3•4x – 2 = 52.

17.5.° Решите уравнение:

1) 22x – 6•2x + 8 = 0;	 3) 25x – 5x – 20 = 0;

2) 9x – 6•3x – 27 = 0;	 4) 100•0,32x + 91•0,3x – 9 = 0.

17.6.° Решите уравнение:
1) 62x – 3•6x – 18 = 0;	 2) 2•4x – 9•2x + 4 = 0.

17.7.• Решите уравнение:

1) 
1

9
3 813 1

3

4i x − −
= ;	 2) 4x•3x + 1 = 0,25•123x – 1; 
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3) 4 2 8i cos ;x = 	 5) 5x – 1 = 10x•2–x•5x + 1;

4) 0 25 2 0 25 4
2 23, , ;i ix x= 	 6) 92 13

5

3

3

x + = .

17.8.• Решите уравнение:

1) 
32

16
2

38
x

x= ; 	 3) 2x – 1 = 122x•3–2x•2x + 1;

2) 9 3 27i sin ;x = 	 4) 7 15 49

7

x + = .

17.9.• Решите уравнение:
1) 2x + 2x – 1 + 2x – 2 = 56;

2) 6•5x – 5x + 1 – 3•5x – 1 = 10;

3) 2•7x + 7x + 2 – 3•7x – 1 = 354;

4) 4x – 2 – 3•22x – 1 + 5•22x = 228;

5) 4•91,5x – 1 – 27x – 1 = 33;

6) 0,55 – 2x + 3•0,253 – x = 5;

7) 2 4 472 1
1 0 5

1

16
x x

x
+

−

+ −





 =

,

;

8) 4 3 5 3 6 3 15 91 2 12
i i i ix x x x− − =− − − .

17.10.• Решите уравнение:
1) 5x + 1 + 5x + 5x – 1 = 31;

2) 3x + 1 – 2•3x – 1 – 4•3x – 2 = 17;

3) 2x + 2 – 2x + 1 + 2x – 1 – 2x – 2 = 9;

4) 2•32x + 1 + 32x – 1 – 5•32x = 36;

5) 6 36 2462

3 1

2
1

6
x

x x
−

− −

− 





 + = ;

6) 5 2 6 2 7 2 81 2 3 12
i i ix x x x− − − −− − = .

17.11.• Решите уравнение:
1) 22x + 1 – 5•2x + 2 = 0;	 4) 9x – 6•3x – 1 = 3;	

2) 4x + 1 + 41 – x = 10;	 5) 3x + 1 + 32 – x = 28;

3) 52x – 3 – 2•5x – 2 = 3;	 6) 
9

2 1

21

2 1
2

x x− +
− = .
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17.12.• Решите уравнение:
1) 32x + 1 – 10•3x + 3 = 0;	 4) 4x + 0,5 + 7•2x = 4; 

2) 23 – 2x – 3•21 – x + 1 = 0;	 5) 3•52x – 1 – 2•5x – 1 = 0,2;

3) 5x – 0,2x – 1 = 4;	 6) 
5

3 6

5

3 6
2

x x− +
+ = .

17.13.•• Решите уравнение:
1) 2x + 2x – 1 + 2x – 2 = 3x – 3x – 1 + 3x – 2;	

2) 3 5 5 3
2 2 2 22 1 1 1x x x x+ − + −− = + ;

3) 7x – 5x + 2 = 2•7x – 1 – 118•5x – 1.

17.14.•• Решите уравнение:
1) 6x + 6x – 1 – 6x – 2 = 7x – 8•7x – 2;   

2) 5x – 2•5x – 1 = 3x + 1 – 2•3x – 2; 

3) 2 3 3 21 1x x x x+ −− = − .

17.15.•• Решите уравнение:

1) 27 2 3 27 0
2 3

x

x

x− − =
+

i ;	 5) 5 2 2 3
2 2

i cos sin ;x x− =

2) 49 50 7 1 03 33x x− + =− ; 	 6) 4 4 32 2cos cos ;x x+ =

3) 2 3 2 11 2 1x x+ − += +i ;	 7) 4 2 80 0
2 2

1

tg x x+ − =cos .

4) 3 3 65 2 5x x− − −+ = ;

17.16.•• Решите уравнение:

1) 8 2 32 0
2 2 3

x

x

x− − =
+

; 	 3) 2 3 2 4 02 2cos cos .x x− + =i

2) 5 5 4 02 1 2x x− − −− − = ;

17.17.•• Решите уравнение:
1) 3•22x – 5•6x + 2•32x = 0;		  3) 7•49x + 3•28x = 4•16x;

2) 22x + 1 – 7•10x + 25x + 0,5 = 0;	 4) 9x + 4x = 2•6x.

17.18.•• Решите уравнение:

1) 4•9x – 7•12x + 3•16x = 0;	 2) 5 2 2 5 7 102i i ix x
x

+ = .

17.19.•• Решите уравнение 4 2 3 4 2 7x x x− − = −i .

17.20.•• Решите уравнение 1 3 9 4 3 3+ − = −x x xi .
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17.21.•• Решите уравнение 2 3 2 3 4+( ) + −( ) =
x x

.

17.22.•• Решите уравнение 4 15 4 15 8+( ) + −( ) =
x x

.

17.23.•• Решите уравнение:

1) 4 14 9 2
1

2
2

4

1

2

x

x
x

x

+
+ + = +






; 	

2) 9 26 16 3 3
1

2
3

9

x

x
x x+ −+ + = +( ).

17.24.•• При  каких  значениях  параметра  a уравнение  
9x – (a + 1)•3x + 3a – 6 = 0 имеет единственный корень?

17.25.•• При  каких  значениях  параметра  a  уравнение 
25x + 5x + 1 – a2 + a + 6 = 0 не имеет корней?

17.26.••  При  каких  значениях  параметра  a  уравнение 
4x – (a + 1)•2x + 2a – 2 = 0 имеет два различных корня?

17.27.•• Решите уравнение:
1) 2x = 3 – x;	 3) 76 – x = x + 2;
2) 3x + 4x = 5x;	 4) 3x – 1 + 5x – 1 = 34.

17.28.•• Решите уравнение:
1) 3x = 11 – x;	 3) 4x – 2 + 6x – 3 = 100;

2) 85 – x = x + 4;	 4) 3 2 9x

x
− = .

17.29.* При  каких  значениях  параметра a  уравнение  

x a x x−( ) − + =( )3 4 3 3 02 i  имеет два различных корня?

17.30.*  При каких значениях параметра a уравнение

x a x x−( ) − + =( )2 10 2 16 02 i  имеет два различных корня?

17.31.* Решите уравнение 4x – (19 – 3x)•2x + 34 – 6x = 0.

17.32.* Решите уравнение 9 14 3 33 3 0x xx x− − + − =( ) .i
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18. Показательные неравенства

	 18.	 Показательные неравенства

Неравенства 0,2x < 25, 2x + 5x > 1, 7 2
2x x>  являются при­

мерами показательных неравенств.
При решении многих показательных неравенств исполь­

зуют следующую теорему.

Теорема 18.1. При a > 1 неравенство a a
x x1 2>  выпол­

няется тогда и  только тогда, когда x1 > x2; при  

0 <  a < 1 неравенство a a
x x1 2>  выполняется тогда и толь­

ко тогда, когда x1 < x2.

Справедливость этой теоремы следует из того, что при 
a > 1 показательная функция y = ax является возрастающей, 
а при 0 < a < 1 — убывающей.

Следствие.  Если a > 1, то неравенство af (x) > ag (x) 
равносильно неравенству f (x) > g (x); если 0 < a < 1, то не­
равенство af (x) > ag (x) равносильно неравенству f (x) < g (x).

Воспользовавшись идеей доказательства следствия из 
теоремы 17.1, докажите это следствие самостоятельно.

Рассмотрим примеры решения показательных нера­
венств.

Пример  1  Решите неравенство  8•23x – 1 < (0,5)–1.
Решение. Имеем: 23•23x – 1 < (2–1)–1; 23x + 2 < 21.
Так как основание степеней 23x + 2, 21 больше единицы, то 

последнее неравенство равносильно такому:
3x + 2 < 1.

Отсюда 3x < –1; x < −
1

3
.

Ответ: −∞ −





; .

1

3

Пример  2  Решите неравенство 
2

7

147

20

81

625

2
























x x x

i l .

Решение. Имеем:

4

49

147

20

81

625

























x x x

i l ;  
4

49

147

20

81

625
i

















x x

l ;  
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3

5

3

5

4


























x x

l ;  
3

5

3

5

4
















x x

l .

Так как 0 1
3

5
< < ,  то последнее неравенство равносильно 

такому: x m 4x; x l 0.
Ответ: [0; +∞).

Пример  3  Решите неравенство 4 2 8 522 1
2 2

3x x
x

− + >−
−

( )
( )

.
Решение. Перепишем данное неравенство так:

22x – 22x – 2 + 22x – 4 > 52.
Отсюда 

22x – 4 (24 – 22 + 1) > 52; 
22x – 4•13 > 52; 22x – 4  > 4;  

22x – 4  > 22; 2x – 4 > 2; x > 3.
Ответ: (3; +∞).

Пример  4  Решите неравенство 4 7 2 4 0
1

2
− + −− − <

x xi .

Решение. Имеем: ( ) ;2 7 2 4 02
1

2
− + −− − <

x xi  

2–2x + 1 – 7•2–x – 4 < 0; 
2•2–2x – 7•2–x – 4 < 0.

Пусть 2–x = t. Тогда 2t2 – 7t – 4 < 0. 

Решив  это  неравенство,  получим − < <
1

2
4t .  Отсюда

− < <−1

2
2 4x .

Так как 2–x > 0, то  2
1

2
− > −x  при всех x. Поэтому доста­

точно решить неравенство 2–x < 4.
Имеем: 2–x < 22; –x < 2; x > –2.
Ответ: (–2; +∞).

Пример  5  Решите неравенство 4 2 5 10 02x x x− + >i .

Решение. Имеем: 22x – 2•52x + 2x•5x > 0. Так как 52x > 0 
при любом x, то, разделив обе части последнего неравенства 
на 52x, получаем равносильное неравенство

  
2

5

2

5

2

2 0






 − + 






 >

x x

.
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Пусть 
2

5







 =

x

t.  Тогда t2 + t – 2 > 0. Решив это неравен­

ство, получаем 
t

t

>
< −






1

2

,

.
 Отсюда:

2

5

2

5

1

2







 >







 < −











x

x

,

.

Из неравенства 
2

5
1







 >

x

 находим, что x < 0. Неравенство 

2

5
2







 < −

x

 не имеет решений.

Ответ: (–∞; 0).

Пример  6  Решите неравенство 3x + 4x > 5x.

Решение. Имеем: 
3

5

4

5
1







 + 






 >

x x

.

Рассмотрим функцию f x
x x

( ) .= 





 + 








3

5

4

5
 Заметим, что 

f (2) = 1.  Так как функция f — убывающая, то при x < 2 
выполняется неравенство f (x) > f (2), а при x > 2 выполня­
ется неравенство   f (x) < f (2). Следовательно, множеством 
решений неравенства f (x) > f (2), то есть неравенства  
f (x) > 1, является промежуток (–∞; 2). 

18.1.° Равносильны ли неравенства:
1) 72x + 4 > 7x – 1  и  2x + 4 > x – 1;	

2) 0 9 0 9
2 4 2, ,x x− +<   и  x2 – 4 < x + 2;

3) ax > a5, где a > 1,  и  x > 5;
4) ax < a–3, где 0 < a < 1,  и  x < –3? 
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18.2.° Решите неравенство:

1) 
1

2

1

4







 >

x

; 	 6) 272 1

2
1

9
x

x
+

+

> 





 ;

2) 5
1

5
x < ; 	 7) 0,34x – 8 > 1;

3) 11x – 5 < 113x + 1;	 8) 0,13x – 1 < 1000;

4) 0,46x + 1 l 0,42x + 5;	 9) 
1

36

2

1216






 <

−
+

x
x .

5) 2 8
2 1x − < ; 	

18.3.° Решите неравенство:

1) 67x – 1 > 6;	 3) 
2

3

3

2

4






 > 








x

;	 5) 49 1 1

7
x

x
+ < 






 ;

2) 10x < 0,001;	 4) 32 62 1

81
x − > ; 	 6) 0,22x – 9 < 1.

18.4.° Сколько целых решений имеет неравенство:

1) 0,2 m 5x + 4 m 125;   2) 
1

36
6 63m − <x ;    3) 2 < 0,5x – 1 m 32?

18.5.° Найдите сумму целых решений неравенства:

1) 
1

3
3 93< <+x ; 	 2) 

1

8
2 162< − x m .

18.6.° Найдите область определения функции:

1) f x
x

( ) ;= −





1

1

2
	 2) f x

x
( ) .=

+ −

3

3 272

18.7.° Найдите область определения функции:

1) f x
x

( ) ;= 





 −

1

4
16 	 2) f x x( ) .= − −1 6 4

18.8.• Решите неравенство:

1) 
1

4

1

4

6 52







 > 








−x x

; 	 4) sin ;
,

π

6

0 5

2






 >

−x

2) 125
1

5

1

25

3 42

i















−x x

l ; 	 5) 
2

3

9

4

4
3









−
x

m ;

3) 0 6 1
5

92
, ;

x

x

+

− < 	 6) 4•0,5x (x + 3) l 0,252x.
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18.9.• Решите неравенство:

1) 
3

7

9

49

2







 <

−x x

; 	 3) 0 3 1

2 4

1, ;
x

x

−
− >

2) 4
1

2

1

8

5 32

i















−x x

m ; 	 4) tg
π

3

1

0 59






 >

−
−

x
, .

18.10.• Решите неравенство:

1) 7x + 2 – 14•7x > 5;	 4) 
1

5

1

5

1 1

26






 + 








− +x x

l ;

2) 9•3x – 1 + 3x < 36;	 5) 2•6x + 3•6x + 3 m 650;

3) 2x + 2x – 1 + 2x – 2 > 56;	 6) 
3

4

3

4

3

16

1






 −






 >

+x x

.

18.11.• Решите неравенство:
1) 3x + 2 – 4•3x < 45;	 3) 5x + 5x – 1 – 5x – 2 > 145;

2) 
1

2

1

2

2

3






 −








−x x

m ; 	 4) 
2

3

2

3

2

3

1

1






 + 






 <

−x x

.

18.12.• Решите неравенство:
1) 32x – 4•3x – 45 > 0;	 4) 0,25x – 12•0,5x + 32 l 0; 

2) 4x + 2x + 3 – 20 < 0;	 5) 6 6 4 02 1 1

3
x x− − −i m ;

3) 49x – 8•7x + 7 m 0;	 6) 25x + 5x – 30 l 0.

18.13.• Решите неравенство:

1) 9x + 1 – 2•3x – 7 m 0;	 3) 
1

4

1

2
3 2 0







 − 






 + >

x x

i ;

2) 2 2 72 02x
x

+ − l ;	 4) 25x – 26•5x + 25 m 0.

18.14.•• Решите неравенство:

1) 
5 125

4 42
0

x

x x

−

− +
m ; 	 2) 

2 1

1
0

x

x

−

−
> .

18.15.•• Решите неравенство:

1) 
16 4

9 12 42
0

−

+ +

x

x x
l ; 	 2) 

5 0 04

5
0

x

x

−

−

,
.l

18.16.•• Решите неравенство:

1) 2 0 25 4 1923 1
1 3

2

3

2x
x x

+
−

+ − >, ; 	
2) 22x – 1 + 22x – 3 – 22x – 5 > 27 – x + 25 – x – 23 – x.
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18.17.•• Решите неравенство:

1) 3 3 84
1 1

3
x x+ >

+
;        2) 2•16x – 3•24x – 1 + 7•42x – 2 m 120.

18.18.•• Найдите множество решений неравенства:
1) 3x – 9•3–x – 8 > 0;	 3) 6x + 2 + 6–x – 37 l 0;

2) 2x + 3 + 21 – x < 17;	 4) 
3

5

3

5

6

5

1 1






 + 








+ −x x

m .

18.19.•• Найдите множество решений неравенства:
1) 3x + 1 – 2•31 – x > 7;	 2) 41 – x – 0,51 – 2x l 1.

18.20.•• Решите неравенство 2 2 11x x− − m .

18.21.•• Решите неравенство 3 3 82x x− − m .

18.22.•• Решите неравенство:

1) 3•4x + 2•9x – 5•6x < 0;	 2) 5 25 3 10 2 4
1 1 1

i i ix x x+ l .

18.23.•• Решите неравенство:

1) 3•16x + 2•81x – 5•36x < 0;	 2) 2 49 9 14 7 4 0
1 1 1

i i ix x x− + l .

18.24.•• Решите неравенство:
1) x2•2x + 1 > x2 + 2x;	 2) 25•2x – 10x + 5x > 25.

18.25.•• Решите неравенство x2•3x + 9 < x2 + 3x + 2.

18.26.•• Решите уравнение | 3x – 1 | + | 3x – 9 | = 8.

18.27.•• Решите уравнение  | 2x – 1 | + | 2x – 2 | = 1.

18.28.•• Решите неравенство:
1) 5x > 6 – x;	 2) 5x + 12x < 13x.

18.29.•• Решите неравенство 104 – x > 7 + x.

18.30.•• Решите неравенство ( ) .2 2 6 02x x x− − − l

18.31.•• Решите неравенство ( ) .3 9 2 8 02x x x− − − m
18.32.* Для каждого значения параметра a решите нера­

венство ( ) .x a x x− −3 2 2 3 0i i l
18.33.* Для каждого значения параметра a решите нера­

венство ( ) .x a x x− −6 5 5 6 0i i m
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	 19.	 Логарифм и его свойства

Легко решить уравнения 2x = 4 и 2x = 8. Их корнями будут 
соответственно числа 2 и 3.

Однако для уравнения 2x = 5 сразу указать его корень 
сложно.

Возникает естественный вопрос: есть ли вообще корни у 
этого уравнения?

Обратимся к графической интерпретации. На рисунке 19.1 
изображены графики функций y = 2x и y = 5. Они пересека­
ются в некоторой точке A (x0; 5). Следовательно, уравнение 
2x = 5 имеет единственный корень x0.

Однако графический метод не позволяет определить точ­
ное значение x0.

Рис. 19.1 Рис. 19.2

С подобной ситуацией мы встречались, решая в  10-м 
классе уравнение x3 = 5. Графическая интерпретация также 
показывает, что это уравнение имеет единственный корень 
(рис. 19.2). Потребность называть и записывать этот корень 
в свое время привела к новому понятию «кубический корень» 

и обозначению 53 .
Корень уравнения 2x = 5 договорились называть лога-

рифмом числа 5 по основанию 2 и обозначать log2 5. Таким 
образом, число log2 5 — это показатель степени, в которую 
надо возвести число 2, чтобы получить число 5. Можно за­
писать:

2 525log .=
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Рассмотрим уравнение ax = b, где  
a > 0, a ≠ 1. Так как для всех x ∈  
выполняется неравенство ax > 0, то при 
b m 0 это уравнение не имеет решений. 
Если b > 0, то это уравнение имеет 
единственный корень (рис. 19.3). Его 
называют логарифмом числа b по осно­
ванию a и обозначают logab. 

Определение.  Логарифмом положительного числа b  
по основанию a, где a > 0 и a ≠ 1, называют показатель 
степени, в которую надо возвести число a, чтобы получить 
число b.

Например, log3 9 — это показатель степени, в которую 
надо возвести число 3, чтобы получить число 9. Имеем: 
log3 9 = 2, поскольку 32 = 9.

Еще несколько примеров:

log ,2

1

8
3= −   так как 2 3 1

8
− = ;

log ,25 5
1

2
=  так как 25 5

1

2 = ;

log17 17 = 1, так как 171 = 17;
log100 1 = 0, так как 1000 = 1.
Из определения логарифма следует, что при a > 0, a ≠ 1 

и b > 0 выполняется равенство

a ba blog =
Его называют основным логарифмическим тождеством.

Например, 7 37 3log ,=  0 3 50 3 5, .
log , =

Также из определения логарифма следует, что при a > 0 
и a ≠ 1

loga 1 = 0
 

loga a = 1

Рассмотрим равенство ac = b.
Вы знаете, что действие нахождения числа b по данным 

числам a и c называют возведением числа a в степень c.

Рис. 19.3
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Действие нахождения числа c по данным числам a и b, 
где a > 0, a ≠ 1 и b > 0, называют логарифмированием чис-
ла b по основанию a. Действительно, c ba= log .

Отметим, что при a > 0 левая часть равенства ac = b по­
ложительна. Следовательно, b > 0.

Поэтому при b m 0 выражение loga b не имеет смысла.
Логарифм по основанию 10 называют десятичным лога-

рифмом. Вместо log10 b пишут lg b.
Используя это обозначение и основное логарифмическое 

тождество, для каждого b > 0 можно записать: 10lg b = b.
Рассмотрим основные свойства логарифмов.

Теорема  19 .1  (логарифм произведения). Если 
 x > 0, y > 0, a > 0 и a ≠ 1, то выполняется равенство

loga xy = loga x + loga y

Коротко формулируют: логарифм произведения равен 
сумме логарифмов.

Доказательство.  Рассмотрим два выражения: a a xylog  

и  a a ax ylog log .+  Докажем, что они равны.
Используя основное логарифмическое тождество, запи­

шем: 

 a xya xylog ;=

a a a xya a a ax y x ylog log log log .+ = =i

Следовательно, a aa a axy x ylog log log .= +  Отсюда по теореме 17.1 
получаем, что loga xy = loga x + loga y. 

Теорема  19.2 (логарифм частного). Если x > 0,  
y > 0, a > 0 и a ≠ 1, то выполняется равенство

log log loga a a

x

y
x y= −

Коротко формулируют: логарифм частного равен разно­
сти логарифмов.

Воспользовавшись идеей доказательства теоремы 19.1, 
докажите эту теорему самостоятельно.
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Теорема 19.3.  Если x > 0, a > 0 и a ≠ 1, то для любого 
β ∈  выполняется равенство

loga x
β = β loga x

Доказательство.  Рассмотрим два выражения: a a xlog ββ

  

и a a xβ log .  Докажем, что они равны.

Имеем:                       a xa xlog ;
ββ ββ=

a a xa ax xβ β βlog log .= ( ) =
Следовательно, a aa ax xlog log .

β β=  Отсюда по теореме 17.1 
получаем: logax

β = βloga x. 
Теорема  19 .4  (переход  от  одного  основания 

логарифма к другому).  Если a > 0, a ≠ 1, b > 0, c > 0,  
с ≠ 1, то выполняется равенство

loga b
b

=
log
log

c

c a

Доказательство.  Рассмотрим выражение loga b•logc a. 
Преобразуем его, воспользовавшись теоремой 19.3 при 
b = loga b. Имеем:

log log log log .log
a c c

b
cb a a bai = =

Следовательно, loga b•logc a = logc b. Так как a ≠ 1, то 
легко показать, что logc a ≠ 0. Теперь можно записать: 

 log .
log

log
a

c

c

b
b

a
=  

Следствие 1. Если a > 0, a ≠ 1, b > 0, b ≠ 1, то выпол­
няется равенство

loga b =
1

logb a

Докажите это следствие самостоятельно.

Следствие 2.  Если a > 0, a ≠ 1, b > 0, то для любого  
β ≠ 0 выполняется равенство

log log
a ab b=

1

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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Доказательство.  В  выражении log
a

bβ  перейдем 

к основанию a:

log log .
log

log

log

loga

a

a

a

a
ab b

b

a

b

a
β β β β

= = =
1

 

Пример  1  Решите уравнение: 1) 3x = 7; 2) 0,42x – 5 = 9.
Решение. 1) Из определения логарифма следует, что  

x = log37.
2) Имеем: 2x – 5 = log0,4 9;    2x = log0,4 9 + 5;  x =

+log , .0 4 9 5

2

Ответ: 1) log3 7;  2) 
log , .0 4 9 5

2

+

Пример  2  Вычислите значение выражения: 

1) 102 + 2 lg 7; 2) 9 3 4 0 5log , .−

Решение. 1) Применяя свойства степени и основное ло­
гарифмическое тождество, получаем:

102 + 2 lg 7 = 102•102 lg 7 = 100•(10lg 7)2 = 100•72 = 4900.
2) Имеем:

9 3 3 3 3 3 43 3 3 34 0 5 2 4 0 5 2 4 2 0 5 4 2 2log , log , log , log( ) ( ) : ( ) ( ) : :− −= = = = 33
16

3
= .

Пример  3  При каком значении x выполняется равенство: 
1) log ;1

2

5x = −   2) logx 16 = 4?

Решение. 1) Выражение log1
2

x  определено при x > 0.  Из 

определения логарифма следует, что 
1

2

5






 =
−

x, то есть  x = 32.

2) Выражение logx 16 определено при x > 0 и x ≠ 1. Соглас­
но определению логарифма имеем: x4 = 16. Отсюда x = 2. 

Пример  4  Вычислите значение выражения: 

1) log2 20 + log2 12 – log2 15; 2) 
1

2

1

3
36 369 8log log .+

Решение. 1) Используя теоремы о логарифме произведе­
ния и логарифме частного, получаем:

log log log log ( ) log log log2 2 2 2 2 2 220 12 15 20 12 15 16
20 12

15
+ − = − = =i

i
== 4.

log log log log ( ) log log log2 2 2 2 2 2 220 12 15 20 12 15 16
20 12

15
+ − = − = =i

i
== 4.
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2) Имеем:
1

2

1

3

1

2

1

3

1

2

1

3
36 36 36

2
36

3
36 369 8 3 2 2 3 3log log log log log log+ = + = +i i 22 =

1

2

1

3

1

2

1

3

1

2

1

3
36 36 36

2
36

3
36 369 8 3 2 2 3 3log log log log log log+ = + = +i i 22 = = + = =log log log .36 36 363 2 6

1

2
 

Пример  5  Постройте график функции  f x x( ) .log ( )= −5 5 3

Решение. Данная функция определена 
на множестве D   (f) = (3; +∞). Так как 

5 35 3log ( )x
x

− = −  для всех значений x Î D   (f), 
то приходим к выводу, что графиком функ­
ции f является часть прямой y = x – 3 
(рис. 19.4). 

Пример  6  Известно, что lg 2 = a, log2 7 = b. Найдите lg 56.
Решение. Имеем: 

lg lg ( ) lg lg lg lg log lg
log

log
56 8 7 8 7 2 3 2 7 2 33 2

2
2

7

10
= = + = + = + = +i i a ba..

lg lg ( ) lg lg lg lg log lg
log

log
56 8 7 8 7 2 3 2 7 2 33 2

2
2

7

10
= = + = + = + = +i i a ba.. 

19.1.° Верно ли равенство:

1) log ;7

1

49
3= − 	 5) log0,01 10 = 2;

2) log25 5 = 2;	 6) lg 0,0001 = –4;

3) log ;5 125
1

3
= 	 7) log ;1

9

33 3
2

3
=

4) log ;3

1

81
4= − 	 8) log , ?

5
0 2 2= −

19.2.° Найдите логарифм по основанию 2 числа:

1) 1;  2) 2;  3) 32;  4) 2;   5) 0,5;  6) 
1

8
;   7) 

1

2
;   8) 2 2.

Рис. 19.4
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19.3.° Найдите логарифм по основанию 3 числа:

1) 3;  2) 
1

3
;   3) 1;  4) 81;  5) 

1

9
;   6) 

1

243
;   7) 3;   8) 3 3.

19.4.° Найдите логарифм по основанию 
1

2
 числа:

1) 1;   2) 2;   3) 8;   4) 0,25;   5) 
1

16
;   6) 

1

2
;    7) 2;    8) 64.

19.5.° Найдите логарифм по основанию 
1

3
 числа:

1) 
1

9
;        2) 

1

27
;        3) 3;       4) 81;       5) 

1

33
;        6) 33 .

19.6.° Найдите десятичный логарифм числа:
1) 1; 	 3) 100; 	 5) 0,1; 	 7) 0,00001; 
2) 10;	 4) 1000;	 6) 0,01;	 8) 0,000001.

19.7.° Чему равен логарифм числа 10 000 по основанию:

1) 10;    2) 100;    3) 10;     4) 0,1;    5) 1000;    6) 0,0001?

19.8.° Найдите логарифм числа 729 по основанию:

1) 27;       2) 9;       3) 3;       4) 
1

27
;        5) 

1

9
;        6) 

1

3
.

19.9.° Решите уравнение:
1) log7 x = –1;	 4) log2 x = 0;	 7) logx 2 = 2;

2) log ;4

1

2
x = 	 5) logx 9 = 2;	 8) log .x 5

1

3
=

3) log ;
3

6x = 	 6) logx 0,25 = –2;

19.10.° Решите уравнение:
1) log6 x = 2;	 3) log0,2 x = –3;	 5) logx 81 = 4;

2) log ;
53

3

2
x = 	 4) logx 6 = 5;	 6) logx 11 = –1.

19.11.° Решите уравнение:

1) 6x = 2;	 3) 0,4x = 9;	 5) 
1

3

1

2






 =

− x

;

2) 5x = 10;	 4) 2x – 3 = 5;	 6) 0,33x + 2 = 7.

19.12.° Решите уравнение:

1) 3x = 2;	 2) 10
1

6
x = ; 	 3) 7x + 5 = 9;   4) 0,65x – 2 = 20.
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19.13.° Вычислите:

1) 2 2 32log ; 	 3) 72 27log ;	 5) 
1

3

3 6







log

;	 7) 
2

3

2
3

8 2








−log

;

2) 5 5 0 45log , ;	 4) 640 5 122, log ;	 6) 61 56+ log ; 	 8) 6
1
6

3log

.

19.14.° Вычислите:

1) 3 3
1

27
log

; 	 3) 4 2 9log
; 	 5) 102 + lg 8;

2) 5
1

2 5 49log
;	 4) 

1

9

2 3 12







− log

; 	 6) 
1

2

1
2

6 3








−log

.

19.15.° Найдите значение выражения:
1) log6 3 + log6 2;	 4) log2 5 – log2 35 + log2 56;

2) log5 100 – log5 4;	 5) 
log

log
;5

5

64

4

3) log49 84 – log49 12;	 6) 2 5 16
1

2
lg lg .+

19.16.° Вычислите значение выражения:

1) lg8 + lg12,5;	 3) 
log

log
;7

7

125

5

2) log3 162 – log3 2;	 4) 3 2 816 6

3

4
log log .+

19.17.• Представьте:

1) число 2 в виде степени числа 5;

2) число 
1

9
 в виде степени числа 10;

3) число 14  в виде степени числа 7;

4) число 0,17 в виде степени числа 18.

19.18.• Представьте:

1) число 3 в виде степени числа 8;

2) число 63  в виде степени числа 
1

2
.

19.19.• Представьте:

1) число 6 в виде логарифма по основанию 2;

2) число –1 в виде логарифма по основанию 0,4;

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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3) число 
1

2
 в виде логарифма по основанию 9;

4) число 
2

7
 в виде логарифма по основанию 10.

19.20.• Представьте:

1) число 4 в виде логарифма по основанию 
1

3
;

2) число –2 в виде логарифма по основанию 2.

19.21.• Вычислите:

1) 2
3 2 5 4log

;
+

	 5) 9
2 3 2 4 81 2log log

;
+

2) 8
1 2 3− log

; 	 6) 2 100
1
2

8 2 2
i

lg lg
;

−

3) 
1

3

9 2 3








−log

; 	 7) lg ( );
log , log ,

25 95 0 8 3 0 6+

4) 7
2 7 3

7
4log log
;

+
	 8) 27 25 36

1

5 3

1

2 5

1

9 6log log log
.+ −

19.22.• Вычислите:

1) 2
4 2 3 1log

;
−

	 5) 12 144 4 12 5log log
;

+

2) 
1

5

25 9 2








+log

;	 6) 1000
1

2
25 3 2lg lg

;
−

3) 8
1 1

3 2 12− log
; 	 7) log ;

log log

13

1

7 10 2 15 3
100 2+( )+

4) 6

1
2 6 9 1

6

3log log

;
−

	 8) 5 5 4 2 3log log
.

i

19.23.• Вычислите:

1) log log ;2 5
8 5 	 4) log2 sin 135°;	 7) log sin ;4

4

π

2) log log ;2
3

49 343 	 5) log tg ;3
3

π
	 8) log tg ( ).1

3

120− °

3) log9 log2 8;	 6) log cos ;1

2

315°

19.24.• Вычислите:

1) log log ;3 1
5

1

125
	 2) log log ;1

3
4 64

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



190

§ 2.  Показательная и логарифмическая функции

3) log6 tg 225°;	 4) log tg .
3 6

π

19.25.• Найдите x, если:
1) log7 x = 2 log7 8 – 4 log7 2;	
2) lg x = 2 + lg 3 – lg 5;	

3) log log log ;3 3 3

2

3

1

2
216 25x = +

4) lg lg lg ;x = − +
2

3

1

3
32 128 1

5) log2 x = 3 log2 5 – 2 log2 25 – lg 10.

19.26.• Найдите x, если:
1) loga x = 3 loga 2 + 2 loga 3; 

2) log log log , ;a a ax = +
1

4
16 3 0 5  

3) lg lg lg .x = − +
2

5

1

3
32 64 1

19.27.• Вычислите значение выражения:

1) 
log log

log log ,
;7 7

7 7

27 2 3

45 0 2

−

+
	 2) 

log log

log , log
.9 9

9 9

125 3 2

1 2 12

+

−

19.28.• Найдите значение выражения:

1) 
3 4 0 5

9 18

lg lg ,

lg lg
;

+

−
	 2) 

lg lg

lg lg

.
625 8 2

1

2
256 2 5

−

−

19.29.• Вычислите значение выражения:

1) log sin log ;
sin7

55
49

π
πi 	 2) log cos log .

cos3
2

99
9

π
πi

19.30.• Упростите выражение:
1) log log ;

b aa bi 3 	 2) log log .
23 55 8i

19.31.• 
• Вычислите значение выражения

 5 36 2 2

4

3
5

1

2 5 4

2
34

log
log

log .
+

+
19.32.• 

• Вычислите значение выражения

 6 12 7 7

6

2
6

1

3 6 27

7
45

log
log

log .
+

−
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Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



191
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19.33.• 
• Упростите выражение 

1

1

3−

+ +( )

log

log log log

.a

a b a

b

b a
a

b

19.34.• 
• Упростите выражение 

log log log

log
.a b a

a

ab a b

b

− +

+

( )1

1 3

19.35.• 
• Докажите, что значение выражения log

7 4 3
7 4 3

+
−( )   

является целым числом.

19.36.• 
• Докажите, что значение выражения log

9 4 5
9 4 5

−
+( )   

является целым числом.

19.37.• 
• При каких значениях x верно равенство:

1) log2 (1 – x2) = log2 (1 – x) + log2 (1 + x);

2) lg lg ( ) lg ( );
x x

x
x x x

2

2
2 22 1

1
2 1 1

− +

+
= − + − +

3) log5 (x
2 – 4x + 4) = 2 log5 (2 – x);

4) log5 (x
2 – 4x + 4) = 2 log5 | x – 2 | ?

19.38.• 
• Чему равно значение выражения:

1) lg sin 1°•lg sin 2°•lg sin 3°•...•lg sin 89°•lg sin 90°;
2) lg tg 10°•lg tg 15°•lg tg 20°•...•lg tg 75°•lg tg 80°;
3) lg (tg 30°•tg 32°•tg 34°•...•tg 58°•tg 60°);
4) lg tg 1° + lg tg 2° + lg tg 3° + ... + lg tg 88° + lg tg 89°?

19.39.• 
• Упростите выражение log3 2•log4 3•log5 4•...•log10 9.

19.40.• 
• Вычислите значение выражения  

log4 5•log5 6•log6 7•log7 32.

19.41.• 
• Постройте график функции:

1) y = lg tg x + lg ctg x;	 6) y
x= 2 2
2log
;

2) y x= log 1 ;	 7) y
x

x
=
log

log
;

1
2

1
2

3) y
x= +

3 3 3log ( )
;	 8) y xx= −−log log ( ) ;1

2
3

43

4) y
x= −

5 5log
;	 9) y

x= 2 4
2log
.

5) y x=10
1
10log
; 	
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19.42.•• Постройте график функции:

1) y
x= +

7 7 2log ( )
;	 5) y

x

x
=

+

+

lg ( )

lg ( )
;

2

2

1

1

2) y
x

=
−

1

3

1

3

1log ( )

; 	 6) y x x
x

= log
;

2

3) y
x

= 







1

2

2
2log

; 	 7) y = log3 logx + 1 (x + 1)27;

4) y = logx x;	 8) y x x= − −log ( ) log .1
3

22
1

3
i

19.43.•• Изобразите на координатной плоскости множество 
точек, координаты которых удовлетворяют равенству:
1) lg xy = lg x + lg y;	 3)  lg x2 + lg y2 = 2 lg | x | + 2 lg | y |;
2) lg xy = lg (–x) + lg (–y);	 4) log log ( ).

x xy y2
2 = −

19.44.•• Изобразите на координатной плоскости множество 
точек, координаты которых удовлетворяют равенству:

1) lg lg ( ) lg ( );
x

y
x y= − − − 	              3) log log .

x xy y2
2 =

2) lg x2 + lg y2 = 2 lg x + 2 lg (–y);	

19.45.••  Члены геометрической прогрессии являются по­
ложительными числами. Докажите, что логарифмы 
последовательных членов этой прогрессии по любому 
основанию образуют арифметическую прогрессию.

19.46.•• Выразите logab x через loga x и logb x.

19.47.•• Докажите, что 
log

log
log .a

ab
a

x

x
b= +1

19.48.•• Найдите logab b, если logab a = 4.

19.49.•• Найдите log45 60, если log5 2 = a, log5 3 = b.
19.50.* Найдите:

1) log8 9, если log12 18 = a;	
2) log5 6, если lg 2 = a, lg 3 = b.

19.51.* Найдите log30 8, если lg 5 = a, lg 3 = b.
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	 20.	 Логарифмическая функция и ее свойства

Выберем положительное число a, отличное от 1. Каждому 
положительному числу x можно поставить в  соответствие 
число y такое, что y = loga x. Тем самым задана функция 
f (x) = loga x с областью определения D (f) = (0; +∞).

Эту функцию называют логарифмической.

Покажем, что логарифмическая функция f  (x) = loga x 
является обратной к показательной функции g (x) = ax.

Для любого y0 ∈  уравнение loga x = y0 имеет корень  

(он равен a
y0 ).

Это означает, что ªª областью значений логарифмической 
функции является множество .
Имеем: D (f) = E (g) = (0; +∞);

           E (f) = D (g) = .

Для любого x ∈ D (f) = (0; +∞) выполняется равенство 

a a xlog
 = x. Иными словами, g (f (x)) = x для всех x ∈ D (f). 

Сказанное означает, что f и g — взаимно обратные функ­
ции.

Так как графики взаимно обратных функций симме­
тричны относительно прямой y = x, то, пользуясь графиком 
показательной функции y = ax, можно построить график 
логарифмической функции y = loga x (рис. 20.1).

Рис. 20.1
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Функция y ªª = loga x имеет единственный нуль x = 1. 
Функция y ªª = loga x имеет два промежутка знакопосто­
янства. 
Если a > 1, то y < 0 на (0; 1); y > 0 на (1; +∞);
если 0 < a < 1, то y < 0 на (1; +∞); y > 0 на (0; 1).
Если функция возрастающая (убывающая), то обратная 

к ней функция является также возрастающей (убывающей). 
Показательная функция y = ax является возрастающей при 
a > 1 и убывающей при 0 < a < 1.

Поэтомуªª  функция y = loga x является возрастающей при 
a > 1 и  убывающей при 0 < a < 1. 
Так как логарифмическая функция является либо воз­ªª
растающей (при a > 1), либо убывающей (при 0 < a < 1), 
то она не имеет точек экстремума.
Вы знаете, что если определенная на некотором промежут­

ке функция является обратимой и непрерывной, то обратная 
к ней функция также непрерывна. Показательная функция 
y = ax непрерывна.

 Поэтому ªª функция y = loga x является непрерывной.
Логарифмическая функция дифференцируема.ªª  Подробнее 
о производной логарифмической функции вы узнаете 
в п. 23.
График функции y ªª = loga x имеет вертикальную асимп­
тоту x = 0, когда x стремится к нулю справа.
В таблице приведены свойства функции y = loga x, изучен­

ные в этом пункте.

Область  
определения

(0; +∞)

Область значений 
Нули функции x = 1

Промежутки  
знакопостоянства

Если a > 1, то y < 0 на (0; 1),  
y > 0 на (1; +∞);

если 0 < a < 1, то y < 0 на (1; +∞), 
y > 0 на (0; 1)

Возрастание / 
убывание

Если a > 1, то функция возрастающая; 
если 0 < a < 1, то функция убывающая
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Непрерывность Непрерывная

Дифференцируемость Дифференцируемая

Асимптоты
Прямая x = 0 — вертикальная  
асимптота, когда х стремится  

к нулю справа

Пример  1  Сравните с единицей основание a логарифма, если 
известно, что loga 5 < loga 4.

Решение. Если предположить, что a > 1, то функция 
y = loga x является возрастающей. Поэтому loga 5 > loga 4. 
Но по условию это не так. Значит, a < 1. 

Пример  2  Найдите область определения функции: 
1) f (x) = log0,3 (x

2 + 3x);    3) f (x) = logx – 4 (16 – x).

2) f x
x

x
( ) ;

lg ( )

lg ( )
=

−

+

9

2

2

Решение. 1) Так как область определения логарифми­
ческой функции — множество положительных чисел, то 
областью определения данной функции является множество 
решений неравенства x2 + 3x > 0.

Имеем: x(x + 3) > 0; x < –3 или x > 0.
Следовательно, D (f) = (–∞; –3) ∪ (0; +∞).
2) Выражение lg (9 – x2) имеет смысл при 9 – x2 > 0, вы­

ражение lg (x + 2) — при x + 2 > 0. Кроме того, знаменатель 
дроби не может быть равным нулю, поэтому lg (x + 2) ≠ 0. 
Таким образом, область определения D (f) данной функции — 
это множество решений системы неравенств:

9 0

2 0

2 1

2− >
+ >
+ ≠









x

x

x

,

,

.

Имеем: 

x

x

x

2 9

2

1

<
> −
≠ −









,

,

;

 

− < <
> −
≠ −









3 3

2

1

x

x

x

,

,

.

 Обратившись к рисунку 20.2, 

приходим к выводу, что последняя система равносильна со­
вокупности 

Рис. 20.2
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− < < −
− < <




2 1

1 3

x

x

,

.

Следовательно, D (f) = (–2; –1) Ÿ (–1; 3).
3) Область определения данной функции найдем, решив 

систему неравенств:
16 0

4 0

4 1

− >
− >
− ≠









x

x

x

,

,

.

Тогда 

x

x

x

<
>
≠









16

4

5

,

,

;

 
4 5

5 16

< <
< <






x

x

,

.

Отсюда D (f) = (4; 5) Ÿ (5; 16). 

Пример  3  Сравните: 
1) log2 6 и log2 7; 	 3) log6 7 и log7 6;	 5) log1

6

38  и –2.

2) log0,2 6 и log0,2 7; 	 4) log π
4

4  и 0;  

Решение
1) Так как логарифмическая функция y = log2 x — воз­

растающая, то log2 6 < log2 7.

2) Так как логарифмическая функция y = log0,2x — убы­
вающая, то log0,2 6 > log0,2 7.

3) Имеем: log6 7 > log6 6, то есть log6 7 > 1. Вместе с тем 
log7 7 > log7 6, то есть 1 > log7 6. Следовательно, log6 7 > 
> 1 > log7 6.

4) Учитывая, что 0 1
4

< <
π

,  имеем: log log .π π
4 4

4 1<  Следо­

вательно, log .π
4

4 0<

5) Имеем:  − = 





 =
−

2 361
6

2

1
6

1

6
log log .

Так как log log ,1
6

1
6

38 36<  то log .1
6

38 2< −  
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20.1.° Возрастающей или убывающей является функция:
1) y x= log ;1

2

	 4) y = lg x;	 7) y x=
−

log ;
2 1

2) y = log3 x;	 5) y x= log ;
5

	 8) y x= log ?π
6

3) y = log0,1 x;	 6) y x= log ;π
3

	

20.2.° На основании какого свойства логарифмической функ­
ции можно утверждать, что:
1) lg 7 > lg 5;	 2) log0,6 4 < log0,6 3?

20.3.° Сравните:

1) log12 5  и  log12 6;	 4) log1
9

4

5
 и  log ;1

9

5

6

2) log5

1

2
  и  log ;5

1

3
	 5) log ,π

2

0 7  и  log , ;π
2

0 6

3) log1
3

2  и  log ;1
3

4 	 6) log ,2
5

8 4π  и  log , .2
5

8 3π

20.4.° Сравните:

1) log ,0 9 3  и  log ;,0 9 2 	 3) log ,2
3

6 8  и  log , ;2
3

6 9

2) log7

2

3
 и  log ;7

1

2
	 4) lg

π

3
 и  lg .

π

4
20.5.° Сравните с единицей основание логарифма, если:

1) loga 0,5 > loga 0,4;	 3) log log ;a a5 6<

2) log log ;a a

2

3
1> 	 4) log log .a a

π π

4 3
<

20.6.° Сравните с единицей основание логарифма, если:

1) log log ;a a

2

3

1

2
> 	 2) log log .a a2 3<

20.7.° Положительным или отрицательным числом является:
1) log0,5 0,6;	 2) log0,3 3;	 3) log2 0,27;	 4) logπ 3?

20.8.° Сравните с нулем:

1) log4 5;	 2) log ;2

1

3
	 3) log ;1

3

1

2
	 4) log .π

3

2
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20.9.° Найдите наибольшее и наименьшее значения функции 
на данном отрезке:

1) y = log2 x, 
1

4
8; ;







 	 3) y x= log ,2

3

 
4

9

81

16
; .







2) y x= log ,1

2

 
1

16
8; ;







20.10.° Найдите наибольшее и наименьшее значения функ­
ции на данном отрезке:

1) y x= log ,1
3

 
1

9
3; ;







	 2) y = lg x, [1; 1000].

20.11.° На каком промежутке наибольшее значение функции 
y = log2 x равно 3, а наименьшее равно –1?

20.12.° На каком промежутке наибольшее значение функции  
y x= log1

2

 равно –1, а наименьшее равно –2?

20.13.° Найдите область определения функции:

1) f (x) = log3 (x + 1);	 5) f (x) = log5 (x
2 + x + 1);

2) f x x( ) log ( );= +1
2

2 1 	 6) f (x) = log0,6 (5x – 6 – x2);

3) f (x) = log4 (–x);	 7) f (x) = 2 lg x + 3 lg (2 – x);

4) f (x) = lg x2;	 8) f x
x

x
( ) log .=

−

+2

2 3

7
20.14.° Найдите область определения функции:

1) f (x) = log7 (6 – x);	

2) f (x) = log12 | x |;	

3) f (x) = lg (x2 – 1);

4) f (x) = log0,4 (7x – x2);	

5) f (x) = lg (x + 2) – 2 lg (x + 5);

6) f x
x

x
( ) lg .−

+

−

2 1

1
20.15.° Постройте на одной координатной плоскости графи­

ки функций y = log2 x и    y
x

= log .2

1
 Каково взаимное 

расположение построенных графиков?
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20.16.° Постройте на одной координатной плоскости графи­
ки функций y = log3 x и y x= log .1

3

 Каково взаимное рас­

положение построенных графиков?

20.17.• Сравните:
1) log9 2  и  3;	 3) log

3
26   и  6;

2) log1
5

27   и  –2;	 4) log16 0,1  и  −
3

4
.

20.18.• Сравните:

1) log0,1 12  и 1;	 2) log4 3  и  −
1

2
; 	 3) 

2

3
  и  log125 30.

20.19.• Между какими двумя последовательными целыми 
числами находится на координатной прямой число:
1) log3 10;	 2) log2 5;	 3) log ;1

3

7 	 4) log0,1 2?

20.20.• Между какими двумя последовательными целыми 
числами находится на координатной прямой число: 
1) log2 29; 	 2)  log ?1

2

9

20.21.• Сравните:

1) log4 5  и  log5 4;	 3) log0,7 0,8  и  log0,8 0,7;

2) log1,5 1,3  и  log1,3 1,5;	 4) log0,2 0,1  и  log0,1 0,2.

20.22.• Сравните:
1) log1,7 1,8  и  log1,8 1,7;	 2) log0,2 0,3  и  log0,3 0,2.

20.23.• Найдите область определения функции:

1) f x
x

( ) ;
lg

=
1

	 3) f (x) = log2 cos x;

2) f x
x

( ) ;
log ( )

=
−

4

105

	 4) f (x) = log3 tg x.

20.24.• Найдите область определения функции:

1) y
x

=
+

5

3lg ( )
; 	 2) y = lg sin x.

20.25.• Постройте график функции:
1) y = log2 (x – 1);	  3) y = log2 x – 1;	  5) y = –log2 x;

2) y = log2 (x + 3);	  4) y = log2 x + 3;	  6) y = log2 (–x).
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20.26.• Постройте график функции:
1) y x= −log ( );1

3

2 	  3) y x= −log ;1
3

2 	   5) y x= −log ;1
3

2) y x= +log ( );1
3

1 	  4) y x= +log ;1
3

1 	   6) y x= −log ( ).1
3

20.27.• Решите графически уравнение:
1) log2 x = 3 – x;	  2) log ;1

3

1x x= − 	 3) log2 x = –x – 0,5.

20.28.• Решите графически уравнение:

1) log ;1

2

1

2
x x= + 	 2) log3x = 4 – x.

20.29.• Определите графически количество корней уравне­
ния:

1) log2 x = –x;	 2) log3 x = –x2;	 3) log .1
2

x x=

20.30.• Сколько корней имеет уравнение:

1) 
1

2
2







 =

x

xlog ; 	 2) log ?2

1
x

x
=

20.31.•• Сравните log2 3 + log3 2  и  2.

20.32.•• Докажите, что log log .1
3

44 2
1

3
+ < −

20.33.•• Найдите область определения функции:
1) y = lg x2;
2) y = lg (1 – sin x);

3) y x= +log ( );1

3

21  

4) y x= lg cos ;

5) y x
x

= + −
−

1

36

6
log ( )

;

6) y x
x

= + −
+

4

2
3

lg ( )
lg ( );

7) y
x x

x
=

+ −

+

( ) ( )

lg ( )
;

1 3

12

8) y x x
x

= − + +
−

log ( ) ;
log ( )

5
2

5

4 3
1

7
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20. Логарифмическая функция и ее свойства

  9) y x x
x

= − +
−

lg ( ) ;
lg ( )

6 2 1

3

10) y = logx + 3 (x
2 + x).

20.34.•• Найдите область определения функции:

1) y
x

=
+

1

12lg ( )
; 	 6) y x x

x
= − −

−
lg ( ) ;

lg ( )
10 2 1

8

2) y = lg (1 + sin x);	 7) y
x

x
=

−lg ( )
;

4 2

3) y x= +lg ( );1 2 	 8) y x x
x

= − −
−

lg ( ) ;
lg ( )

9 2 1

5

4) y x= lg sin ; 	 9) y = log2 –x (8 + 7x – x2);

5) y x
x

= + −
− −

lg ( ) ;
lg ( )

8
5

1
  10) y

x x

x
=

+ −

+

( ) ( )

lg ( )
.

5 2

12

20.35.•• Постройте график функции:

1) y x= log ;1
2

	 3) y
x

x
=

log

log

,

,

;0 2

0 2

2) y x= log ;1
2

	 4) y x x= log log .3
2 3

20.36.•• Постройте график функции:

1) y = | log3 x |;	 2) y = log3 | x |;  	 3) y
x

x
=

log

log
.2

2
2

20.37.•• Найдите наибольшее значение функции:
1) y = log0,1 (x

2 + 100);	 2) y x x= − +log ( ).1

5

2 6 14

20.38.•• Найдите наименьшее значение функции:

1) y
x

=
+

log ;1

2
2

1

8
	 2) y

x x
=

− +
log .1

3
2

1

4 7

20.39.•• Исследуйте на четность функцию  y x x= + −( )lg .2 1

20.40.•• Исследуйте на четность функцию y x x= + +( )lg .2 1
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§ 2.  Показательная и логарифмическая функции

	 21.	 Логарифмические уравнения

Уравнение вида loga x = b, где  a > 0, a ≠ 1, называют про-
стейшим логарифмическим уравнением.

Поскольку графики функций y = loga x и y = b пересекают­
ся в одной точке (рис. 21.1), то простейшее логарифмическое 
уравнение имеет единственный корень при любом b. Этот 
корень можно найти, используя определение логарифма. 
Имеем: x = ab.

Рис. 21.1

Пример  1  Решите уравнение log3 (3x – 1) = 2.
Решение. По определению логарифма можно записать 

3x – 1 = 32. Отсюда 3x – 1 = 9;  x =
10

3
.

Ответ: 
10

3
.

Решенное  уравнение — частный случай уравнения вида 
loga f (x) = b, где a > 0, a ≠ 1.  Рассуждая, как в примере 1, 
можно показать, что это уравнение равносильно уравнению 
f (x) = ab.

При решении многих логарифмических уравнений при­
меняют следующую теорему.

Теорема 21.1.  Пусть a > 0, a ≠ 1. Если loga x1 = loga x2, 
то x1 = x2, и наоборот, если x1 > 0, x2 > 0 и x1 = x2, то 
loga x1 = loga x2.
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21. Логарифмические уравнения

Поскольку логарифмическая функция является возрас­
тающей или убывающей, то для доказательства этой теоремы 
можно воспользоваться идеей доказательства теоремы 17.1. 
Убедитесь в этом самостоятельно.

Следствие.  Пусть  a > 0,  a ≠ 1.  Уравнение  вида  
loga f (x) = loga g (x) равносильно любой из систем

f x g x

f x

( ) ( ),

( )

=
>



 0

или
f x g x

g x

( ) ( ),

( ) .

=
>



 0

Выбор соответствующей системы, как правило, связан 
с тем, какое из неравенств, f (x) > 0 или g (x) > 0, решить 
легче.

Воспользовавшись идеей доказательства следствия из 
теоремы 17.1, докажите следствие из теоремы 21.1 само­
стоятельно.

Теперь решение уравнения примера 1 можно оформить 
и так:

log3 (3x – 1) = 2 log3 3;

log3 (3x – 1) = log3 3
2;

3x – 1 = 32; x =
10

3
.

Пример  2  Решите уравнение 
lg (x2 – 4x + 2) = lg (2x – 3).

Решение. Данное уравнение равносильно системе

x x x

x

2 4 2 2 3

2 3 0

− + = −
− >





,

.

Имеем: 
x x

x

2 6 5 0

3

2

− + =

>







,

;
 

x

x

x

=
=






>










1

5

3

2

,

,

.

 

Отсюда x = 5.
Ответ: 5.
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§ 2.  Показательная и логарифмическая функции

Пример  3  Решите уравнение 
log3 (2x – 1) + log3 (x – 2) = 3.

Решение. Естественно преобразовать это уравнение так: 
log3 ((2x – 1)  (x – 2)) = 3.  

Отсюда (2x – 1)  (x – 2) = 33; 2x2 – 5x – 25 = 0; 

x = 5 или  x = −
5

2
.

Легко убедиться, что число −
5

2
 не является корнем дан­

ного уравнения (не входит в его область определения), а чис­
ло 5 является корнем данного уравнения. Таким образом, 
данное уравнение решено методом следствий.

Ответ: 5.
Обратим внимание, что сделанный во время решения 

примера 3 переход от уравнения log3 (2x – 1) + log3 (x – 2) = 3 
к уравнению log3 ((2x – 1) (x – 2)) = 3 не был равносильным 
и привел к появлению постороннего корня.

Действительно, область определения исходного уравнения 

задается системой неравенств 
2 1 0

2 0

x

x

− >
− >





,

,
 множеством решений 

которой является промежуток (2; +∞). Заменив выражение 
log3 (2x – 1) + log3 (x – 2)  на выражение log3 ((2x – 1) (x – 2)), 
мы расширили область определения исходного уравнения,  
так как область определения уравнения log3 ((2x – 1) (x – 2)) = 3 
задается неравенством (2x – 1)(x – 2) > 0, множеством реше­

ний которого является множество −∞





 +∞; ( ; ).

1

2
2c

Следовательно, расширение области определения уравне­

ния от множества (2;  +∞) до множества −∞





 +∞; ( ; )

1

2
2c  

и стало причиной появления постороннего корня −
5

2
.

На самом деле уравнение log3 (2x – 1) + log3 (x – 2) = 3 

равносильно системе 

log (( ) ( )) ,

,

.

3 2 1 2 3

2 1 0

2 0

x x

x

x

− − =

− >
− >








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21. Логарифмические уравнения

Отсюда 
( ) ( ) ,

;

2 1 2 3

2

3x x

x

− − =
>





 
2 5 25 0

2

2x x

x

− − =
>





,

;
 

x

x

x

=

= −








>










5

2

5

2

,

,

.
Получаем x = 5. 

Пример  4  Решите уравнение  log log .2 2
5

2
x x+ =

Решение. Так как log ,
log

x
x

2
1

2

=  то данное уравнение 

равносильно уравнению log .
log

2
2

1 5

2
x

x
+ =

Пусть log2 x = t. Тогда получаем: t
t

+ =
1 5

2
.

Отсюда 
2 5 2 0

0

2t t

t

− + =
≠





,

.
 Следовательно, 

t

t

=

=









1

2

2

,

.

Тогда исходное уравнение равносильно совокупности

 
log ,

log .

2

2

1

2

2

x

x

=

=









 Отсюда x

x

=

=








2

2

1

2

2

,

;
 

x

x

=
=






2

4

,

.

Ответ: 2;  4.

Пример  5  Решите уравнение x
x

x
lg

lg .
+

= +
2

3 102

Решение. Так как на области определения уравнения, 
то есть на множестве (0; +∞), обе его части принимают по­
ложительные значения, то можем записать уравнение, равно­

сильное данному: lg lg .
lg

lgx
x

x
+

+=
2

3 210  

Далее имеем: 
lg

lg lg .
x

x x
+

= +
2

3
2i  Пусть lg x = t. Тогда 

( )
.

t t
t

+
= +

2

3
2  Отсюда 

t

t

x

x

x

x

x

x

= −
=






= −
=






=

=






=
=

−2

3

2

3

10

10

0 01

1000

2

3

,

;

lg ,

lg ;

,

;

, ,

.






Ответ: 0,01; 1000.
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§ 2.  Показательная и логарифмическая функции

Пример  6  Решите уравнение 
	 2 log3 (x – 2) + log3 (x – 4)2 = 0.		 (1)

Решение. Отметим, что переход от уравнения (1) к урав­
нению
	 2 log3 (x – 2) + 2 log3 (x – 4) = 0	 (2)
может привести к потере решений.

Действительно, областью определения исходного уравне­
ния является множество (2; 4) ∪ (4; +∞), а область определе­
ния уравнения (2) — это множество (4; +∞). Следовательно, 
такой переход сужает область определения исходного урав­
нения на множество (2; 4), которое может содержать корни 
уравнения (1).

На самом деле уравнение (1) равносильно такому уравне­
нию: 2 log3 (x – 2) + 2 log3 | x – 4 | = 0. 

Отсюда log3 (x – 2) + log3 | x – 4 | = 0.
Это уравнение равносильно совокупности двух систем:

2 4

2 4 0

4

2 4 0

3 3

3 3

< <
− + − =





>
− + − =



x

x x

x

x x

,

log ( ) log ( ) ,

,

log ( ) log ( ) .













 

Далее имеем: 

2 4

2 4 0

4

2 4 0

3

3

< <
− − =





>
− − =












x

x x

x

x x

,

log (( ) ( )) ,

,

log (( ) ( )) ;





 

2 4

2 4 1

4

2 4 1

< <
− − =





>
− − =















x

x x

x

x x

,

( ) ( ) ,

,

( ) ( ) ;

2 4

6 9 0

4

6 7 0

2

2

< <

− + =





>

− + =















x

x x

x

x x

,

,

,

;

  

2 4

3

4

3 2

3 2

< <
=





>

= −

= +



























x

x

x

x

x

,

,

,

,

;

 
x

x

=

= +






3

3 2

,

.

Ответ: 3; 3 2+ .
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21. Логарифмические уравнения

Пример  7  Решите уравнение log log .
x x2 216 64 3+ =

Решение. Перейдем к логарифмам по основанию 2:
log

log

log

log
.2

2
2

2

2

16 64

2
3

x x
+ =

Поскольку из условия следует, что x > 0, то log2 x
2 = 

= 2 log2 x. Далее имеем:
4

2

6

22 2 2

3
log log log

.
x x
+ =

+

Пусть log2 x = t, тогда получим 
2 6

1
3

t t
+ =

+
.

Отсюда t = 2 или t = −
1

3
.  Имеем:

log ,

log ;

2

2

2

1

3

x

x

=

= −









   
x

x

=

=





 −

2

2

2

1
3

,

.

Ответ: 4; 2
1
3

−
.

Пример  8  Решите уравнение log7 (x + 8) = –x.
Решение.  Рассмотрим  функции  f (x) = log7 (x + 8)  

и  g (x) = –x. Функция f является возрастающей, функ­
ция g — убывающей. Тогда уравнение f  (x) = g  (x) имеет 
не более одного корня. Так как f (–1) = g (–1), то x = –1 — 
единственный корень данного уравнения.

Ответ: –1.

Пример  9  Решите уравнение sin log ( ) .x x− − =
1

2
3 2 0

Решени е. Ошибочно считать, что уравнение вида  

f (x)•g (x) = 0 равносильно совокупности 
f x

g x

( ) ,

( ) .

=
=






0

0
 При та­

ком переходе существует опасность получить в ответе по­
сторонние корни. Например, нет гарантии, что все корни 
уравнения f(x) = 0 принадлежат области определения функ­
ции g.
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§ 2.  Показательная и логарифмическая функции

На самом деле уравнение f (x)•g (x) = 0 равносильно си­
стеме

f x

g x

x D f

x D g

( ) ,

( ) ,

( ),

( ).

=
=






∈
∈











0

0

Воспользовавшись этим, запишем систему, равносильную 

уравнению sin log ( ) :x x− − =
1

2
3 2 0

log ( ) ,

sin ,

,

sin .

3 2 0

2

1

2

1

2

x

x

x

x

− =

=








>













 l

Единственным корнем первого уравнения совокупности 

является число 3. Так как  sin sin3
5

6

1

2
< =

π
 (рис. 21.2), то 

x = 3 не является корнем исходного уравнения.

Рис. 21.2

Все числа вида  ( ) ,− +1
6

n ni
π

π  n ∈ , являются корнями 

второго уравнения совокупности. Среди них следует выбрать 
только те, которые удовлетворяют условию x > 2. Для этого 
достаточно потребовать, чтобы n ∈ .

Ответ:  ( ) ,− +1
6

n ni
π

π  n ∈ .
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Пример 10. Решите систему уравнений

 4 32

13 3

x
y

y
x

x y x y

+
=
− = − +






,

log ( ) log ( ).

Решение. Имеем: 2 2

1

2 2
5

3 3

x
y

y
x

x y x y

+
=
− + + =






,

log ( ) log ( ) .

Из первого уравнения системы следует, что 
x

y

y

x
+ =

5

2
. От­

сюда 
x

y
= 2  или 

x

y
=
1

2
.  Следовательно, данная система равно­

сильна совокупности двух систем.

1) 

x

y

x y x y

=

− + + =








2

13 3

,

log ( ) log ( ) .

Имеем: log3 y + log3 3y = 1; log3 y + (log3 3 + log3 y) = 1; 
2 log3 y = 0; y = 1. Тоди x = 2.

2) 

x

y

x y x y

=

− + + =








1

2

3 3 1

,

log ( ) log ( ) .

Легко убедиться (сделайте это самостоятельно), что эта 
система решений не имеет.

Ответ: (2; 1).

21.1.° Решите уравнение:
1) log2 (x – 1) = 1;	 4) log ( ) ;1

6

4 8 2x− = −

2) log3 (2x + 1) = 3;	 5) log7 (x
2 – 2x – 8) = 1;

3) lg (3 – 2x) = 2;	 6) log ( ) .1
2

2 4 5 4x x+ − = −

21.2.° Решите уравнение:
1) log ( ) ;1

5

7 3x+ = − 	 3) log ( ) ;
3

2 5 3 2x x− − =

2) log4 (2x – 5) = 0,5;	 4) log ( ) .1
2

2 5 6 1x x− + = −
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21.3.° Решите уравнение:
1) logπ (x + 1) = logπ (4x – 5);	

2) log5 (3x – 5) = log5 (x – 3);	

3) lg (x2 + 2) = lg (3x + 6).

21.4.° Решите уравнение:
1) log9 (4x – 6) = log9 (x – 2);   2) log ( ) log ( ).1

4
1
4

27 5x x+ = +

21.5.• Решите уравнение:

1) log log ;2 2

1
6x

x
− = 	     

2) log2 x + log4 x + log8 x = 11;	
3) log6 x + 2 log36 x + 3 log216 x = 3;
4) log7 log4 (x – 2) = 0;

5) log log log .4 3 2

1

2
x =

21.6.• Решите уравнение:

1) log log ;3 3
31 4

3x
x+ = 	           3) lg lg lg x = 0.

2) log log log ;5 25 625

3

4
x x x− + =

21.7.• Решите уравнение:
1) log2 (3

5x – 3 + 1) = 2;	 3) log2 (2
x + 7) = 3 – x;

2) log3 (3
x – 1 + 6) = x;	 4) log6 (6

–x – 5) = x + 1.

21.8.• Решите уравнение:
1) log6 (6

x + 1 – 30) = x;	 2) log5 (6 – 5x) = 1 – x.

21.9.• Решите уравнение:
1) lg (x2 – 2x) = lg (2x + 12);

2) log4 (x – 1) = log4 (x
2 – x – 16);

3) log0,5 (x
2 + 3x –10) = log0,5 (x – 2);

4) log6 (x
2 – x – 2) = log6 (2 – x);

5) 2 log0,4 x = log0,4 (2x2 – x);

6) 2 log7 (–x) = log7 (x + 2);

7) 2 log8 (1 – x) = log8 (2,5x + 1);

8) 2 log3 x = 1 + log3 (x + 6).
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21.10.• Решите уравнение:
1) log6 (9 – x2) = log6 (1 – 2x) ;	

2) lg (x2 + 2x – 3) = lg (2x2 – 2);

3) log0,7 (2x2 – 9x + 4) = 2 log0,7 (x + 2);

4) 2 log2 (–x) – log2 (3x + 8) = 1.

21.11.• Решите уравнение:

1) 
1

2
6 65 1 1log ( ) log ( );x x+ = − 	

2) log5 (25x – 2•5x) = 2 log25 15;
3) log ( ) log ( );

5 5
16 6 2 4 2x x− = + −

4) x lg 3 – 1 = 2 lg 3 – lg (3x + 1).

21.12.• Решите уравнение:

1) 
1

2
0 1 0 12 3 2 3 0log ( ) log ( ) ;, ,x x+ − − =

2) log3 (2
2x + 2x) = 2 log9 12;

3) x – lg 5 = x lg 5 + 2 lg 2 – lg (1 + 2x).

21.13.• Решите уравнение:
1) log4 (x – 3) + log4 x = 1;

2) log0,5 (4 – x) + log0,5 (x – 1) = –1;

3) lg (x – 2) + lg (x – 3) = 1 – lg5;

4) log3 (2x – 1) + log3 (x – 4) = 2;

5) lg lg lg , ;5 4 1 2 0 18x x− + + = +
6) lg (x – 1) + lg (x – 3) = lg (1,5x – 3);

7) log2 (5 – x) – log2 (x – 1) = 1 – log2 (x + 2);

8) 2 log5 (x + 1) – log5 (x + 9) = log5 (3x – 17).

21.14.• Решите уравнение:
1) log7 x + log7 (x + 6) = 1;

2) log3 (5 – x) + log3 (3 – x) = 1;

3) log ( ) log ( ) log , ;,1

2

1

2

0 54 1 1 3 5x x− + + =

4) log0,6 (x + 2) + log0,6 (6 – x) = log0,6 (x + 8);

5) log2 (2x – 1) – log2 (x + 2) = 2 – log2 (x + 1);

6) 2 lg (x + 1) – lg (4x – 5) = lg (x – 5).
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21.15.• Решите уравнение:
1) log3 (5

x + 2) + log3 (5
x – 1) = 2 + log3 2;	

2) log2 (2
x + 3) + log2 (5 – 2x) = 4.

21.16.• Решите уравнение:
1) log ( ) log ( ) ;

3 3
2 3 2 1 2x x− + − = 	

2) lg (3x – 4) + lg (3x – 2) = 1.

21.17.• Решите уравнение:
1) log log ;2

2
23 4 0x x+ − = 	 4) log5 x + logx 5 = 2,5;

2) log log ;3
2

3 2 0x x− − = 	 5) 2 3 5 01

6

1

6

log log ;x x+ − =

3) lg2 x – 2 lg x2 + 3 = 0;	 6) 
2

2 3

4

2 1
1

lg ( ) lg ( )
.

x x+ − + +
+ =

21.18.• Решите уравнение:
1) 3 2 1 08

2
8log ( ) log ( ) ;− − − − =x x   

2) 2 67 7
2log log ;x x= − 	      

3) 3 log3 x + 3 logx 3 = 10;

4) 
lg

lg lg
.

x

x x+ −
− =

2

2

1
1

21.19.• 
• Решите уравнение:

1) 
2

8 7
1

lg

lg ( )
;

x

x −
= 	 4) logx + 1 (x + 3) = 2;

2) 
log ( )

log ( )
;4

2

4

2 1

1
0

x x

x

+ − −

−
= 	 5) logx – 2 (2x2 – 11x + 16) = 2.

3) logx (2x2 – 7x + 12) = 2;

21.20.• 
• Решите уравнение:

1) 
2

3 2
2

2

1
log

log ( )
;

x

x−
= 	

2) 
log ( )

lg ( )
;5

2 9 25 1

3
0

x x

x

− + −

−
= 	  

3) logx – 1 (x
2 – 5x + 7) = 1;

4) logx (x + 6) = 2;
5) log2x – 3 (3x2 – 7x + 3) = 2.
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21.21.•• Решите уравнение:

1) log2 (x – 5)2 – 2 log2 (x + 2) = 2;   2) 
1

2
2 7 1lg lg ( ) .x x+ + =

21.22.•• Решите уравнение:

1) 
1

4
2

4
2 210 3 3log log ( ) log ;x x+ + = + 	

2) 
1

2
6

2
6 5 1log log ( ) .x x+ − =

21.23.•• Решите уравнение:
1) log log ;3

2 3
34 5 0x x+ − =

2) lg (10x2)•lg x = 1;

3) log log ;4
2

4

16
2x

x
i =

4) log2 (4x)•log2 (0,25x) = 5;

5) lg2 (100x) + 2 lg x = 20;

6) log ( ) log ;5
2

55 3
25

x
x

+ =

7) lg (lg x) + lg (lg x2 – 1) = 0;
8) 2 lg (lg x) = lg (2 lg x + 8).

21.24.•• Решите уравнение:
1) 3 lg2 x2 – lg x – 1 = 0;	

2) log log ;3
2

3
27

4 0x
x

i + = 	

3) log ( ) log log ;7 7 7
27 1

7
x x

x
i = − 	

4) lg2 (10x) + lg (10x) = 6 + 3 lg x;

5) log ( ) log ;6
2

6

2

36 8
216

x
x

+ =

6) log5 (log2 x) + log5 (log2 x
3 – 14) = 1.

21.25.•• Решите уравнение:

1) x xlog ;5 5= 	 3) x
xlog

;3 3 1

9

− =

2) xlg x + 2 = 1000;	 4) x x
xlog

.6 2216=
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21.26.•• Решите уравнение:

1) x
xlog

;3 81= 	 3) x
xlog

;2 2
256

− = 	

2) xlg x = 100x;	 4) x
x

x3 10( ) = +
lg

lg .6

21.27.•• Решите уравнение:

1) log log ;x x
4 64 52+ =

2) 3 logx 16 – 4 log16 x = 2 log2 x;

3) logx 2•log2x 2 = log4x 2;

4) 3 log3x x = 2 log9x x
2;

5) 2 log4x x
3 = 5 log2x x;

6) log4x 2 + log2 x = 0.

21.28.•• Решите уравнение:
1) log ( ) log ;x x x9 42

3
2 =

2) 5 8 2
9

9
3

9 2
2log log log ;x

x
x

x x x+ + = 	

3) 
2 4 2

2

8

2
12

12

6

6

1
−

+

−

+
− =

log

log ( )

log ( )

log ( )
;

x

x

x

4) logx + 1 (x
3 – 9x + 8) logx – 1 (x + 1) = 3. 

21.29.•• Решите уравнение:

1) log log ;x x
9 729 102+ = 	

2) log ( ) log ;x x x125 125
2 =

3) 3 logx 4 + 2 log4x 4 + 3 log16x 4 = 0.

21.30.•• Докажите, что при x > 0, y > 0, a > 0 и a ≠ 1 вы­

полняется равенство x ya y a xlog log
.=

21.31.•• Решите уравнение:

1) xlg 5 + 5lg x = 250;	 2) 3 183
2

3log log
.

x x
x+ =

21.32.•• Решите уравнение:

1) x
xlog log

;2 10 210 200+ = 	 2) 7 147
2

7log log
.

x x
x+ =

21.33.•• Решите систему уравнений:

1) 
9 4 3 27 0

2 3 4 4

5x y

y x x y

− + =
− = − +





−i ,

lg ( ) lg ( );
	 2) 

x y

x y

y xlog log
,

log log ;

3 3

3 3

18

3

+ =
+ =






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3) 
x y

x y

y xlog log ,

log log ;

8 8 4

14 4

+ =
− =







4) 
log log ,

;

y xx y

xy

+ =

=







5

2

27

5) 

log ( ) log ( ) ,

;

3 1

3

2 2

2 2 1

4
1

2

x y x y

x y y

+ + − =

+ = +









	

6) 
x

xy

ylg ,

.

=
=





2

20

21.34.•• Решите систему уравнений:

1) 
4 2 12

3 2 5 3

x y

x y x y

+ =
− = + −





,

lg ( ) lg ( );
	

2) 
x y

x y

y xlog log
,

log log ;

2 2

2 2

16

2

+ =
− =






	

3) 
log ( ) ,

log ( ) ;
x

y

x y

x y

3 2 2

2 3 2

+ =

+ =






4) 
2 2

1

2 2

2 2
2 2

− = +

+ + − + =







log log ( ),

log ( ) log ( ) ;

y x y

x y x xy y

5) 
( ) ,

log ( ) .

x y

x y x y

y x+ =

+ = −







−3

3

5

27

5

21.35.•• Решите уравнение:
1) log7 (x + 8) = –x;         2) log ( ) log .2

2
21 6 2x x x x+ − = −

21.36.•• Решите уравнение:
1) log ( ) ;1

3

5 9x x− = −         

2) log ( ) log .3
2

31 12 3x x x x+ − = −
21.37.•• Решите уравнение

lg2 (x + 1) = lg (x + 1) lg (x – 1) + 2 lg2 (x – 1).
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21.38.•• Решите уравнение
2 lg2 (2x – 1) = lg2 (2x + 1) – lg (2x – 1)•lg (2x + 1).

21.39.•• Решите уравнение:
1) x2 logx 27•log9 x = x + 4;	

2) lg lg lg .1 3 1 2 1 2+ + − − = −x x x

21.40.•• Решите уравнение:

1) x xx

x

x
log log ( ) ;+ + =

−
1 1

5

5 1
3

4
i 	

2) log1 + x + sin x (x
2 + x – 1) = log1 + x + sin x (3x + 2).

21.41.•• Решите уравнение tg log ( ) .x x+ − =1 3 01

2

i

21.42.•• Сколько решений имеет уравнение

log ( )2 1 3 0x x a+ −( ) − =  

в зависимости от значения параметра a?

21.43.•• Сколько решений имеет уравнение

log ( )3 2 2 0x x a− −( ) − =  

в зависимости от значения параметра a?

21.44.••  При каких значениях параметра a уравнение   
(x – a) log2 (3x – 7) = 0 имеет единственный корень?

21.45.••  При каких значениях параметра a уравнение  
(x + a) log3 (2x – 5) = 0 имеет единственный корень?

	 22.	 Логарифмические неравенства

При решении многих логарифмических неравенств ис­
пользуют следующую теорему.

Теорема  22.1. При a > 1 неравенство loga x1 > loga x2 
выполняется тогда и только тогда, когда x1 > x2 > 0; при 
0 < a < 1 неравенство  loga x1 > loga x2 выполняется тогда 
и только тогда, когда 0 < x1 < x2.

Справедливость этой теоремы следует из того, что при  
a > 1 логарифмическая функция y xa= log  является возрас­

тающей, а при 0 < a < 1 — убывающей.
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Следствие. Если a > 1, то неравенство loga f (x) >  
> loga g (x)  равносильно системе

f x g x

g x

( ) ( ),

( ) .

>
>



 0

Если 0 < a < 1, то неравенство loga f (x) > loga g (x)   
равносильно системе

f x g x

f x

( ) ( ),

( ) .

<
>



 0

Воспользовавшись идеей доказательства следствия из 
теоремы 17.1, докажите это следствие самостоятельно.

Пример  1  Решите неравенство log2 x > 3.
Решение. Поскольку 3 = log2 2

3, то можно записать:
log2 x > log2 2

3.
Это неравенство равносильно такому: x > 23. Отсюда x > 8.
Ответ: (8; +∞).

Пример  2  Решите неравенство log0,3 x l 1.
Решение. Имеем: log0,3 x l log0,3 0,3.
Это неравенство равносильно системе

x

x

m0 3

0

, ,

.>




Ответ: (0; 0,3].

Пример  3  Решите неравенство 
log ( ) log ( ).1

2

1

2

3 4 2x x− < −

Решение. Данное неравенство равносильно системе 
3 4 2

2 0

x x

x

− > −
− >





,

.

Отсюда 
x

x

>
>





1

2

,

;
 x > 2.

Ответ: (2; +∞).

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



218

§ 2.  Показательная и логарифмическая функции

Пример  4  Решите неравенство

 log ( ) log ( ) .2
2 2

2 11 1 5 0x x− − − − >−

Решение. Так как областью определения данного не­
равенства является промежуток (1;  +∞), то выполняется 
равенство 

 log2 (x – 1)2 = 2 log2 (x – 1).
Тогда данное неравенство можно переписать так:

4 1 1 5 02
2

2log ( ) log ( ) .x x− + − − >

Пусть log2 (x – 1) = t. Получаем 4t2 + t – 5 > 0; 
t

t

< −

>









5

4

1

,

.

Имеем: 
log ( ) ,

log ( ) ;

2

2

1

1 1

5

4
x

x

− < −

− >









 log ( ) log ,

log ( ) log ;
2 2

5

4

2 2

1 2

1 2

x

x

− <

− >








−

 

0 1 2

1 2

5

4< − <
− >







−
x

x

,

;
 
1 1

3

1

324
< < +

>









x

x

,

.

Ответ: 1 1 3
1

324
; ( ; ).+







 +∞c

Пример  5  Решите неравенство log log .x x3 0
5

2
1

3

− − >

Решение. Имеем:   
1 5

23
3 0

log
log .

x
x− + >

Пусть log3 x = t.  Тогда 
1 5

2
0

t
t− + > .  Отсюда 

2 5 2

2

2

0
t t

t

− +
> ;    

2 1 2

2
0

t t

t

− −( )
>

( )
.

Воспользовавшись мето­
дом интервалов (рис. 22.1), 

получаем: 
0

2

1

2
< <

>









t

t

,

. Рис. 22.1
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Далее, 
0

2

3

3

1

2
< <

>









log ,

log ;

x

x
   

1 3

9

< <
>






x

x

,

.

Ответ: 1 3 9; ( ; ).( ) +∞c

Пример  6  Решите неравенство log .x

x

x

3 1

12
0

−

+
>

Решение.  Перепишем  данное  неравенство  так: 

log log .x x

x

x

3 1

12
1

−

+
>  Это неравенство равносильно совокупно­

сти двух систем.

1)
 

0 1

1

3 1

1

3 1

1

2

2

< <

<













−

+
−

+

x

x

x

x

x

,

.

> 0,   

Отсюда

 

0 1

3 1 0

3 2 02

< <
− >

− + >









x

x

x x

,

,

;

 
1

3
1

3 2 02

< <

− + >







x

x x

,

;
 

1

3
1

2

1

< <

>
<















x

x

x

,

,

;

 
1

3
1< <x .

2) 
x

x

x

>

>






−

+

1

1
3 1

12

,

.
 Отсюда 

x

x x

>

− + <





1

3 2 02

,

;
 

x

x

>
< <





1

1 2

,

;
 1 < x < 2.

Ответ: 
1

3
1 1 2; ( ; ).







c

Пример  7  Решите неравенство log3 (x + 7) < 4 – x.

Решение. Имеем:  log3 (x + 7) + x – 4 < 0.

Рассмотрим функцию f (x) = log3 (x + 7) + x – 4. Она 
возрастает на D (f) = (–7; +∞). Заметим, что f (2) = 0. Сле­
довательно, при x > 2 получим, что f (x) > f (2) = 0, а при  
–7 < x < 2 получим, что f (x) < f (2) = 0.

Ответ: (–7; 2).
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§ 2.  Показательная и логарифмическая функции

22.1.° Решите неравенство:
1) log0,1 x < log0,1 9;	 5) log ( ) log ;3

7

3

7

5 8x+ <

2) log11 x > log11 12;	 6) log8 (2x – 3) > log8 7;

3) log0,8 x > log0,8 14;	 7) log ( ) log ;2

9

2

9

4 2x− >

4) log7 x < log7 15;	 8) lg (1 + 3x) < lg 16.

22.2.° Решите неравенство:
1) lg x < lg 4;	 4) log16 (4x – 6) < log16 10; 

2) log log ;5

6

5

6

6

7
x > 	 5) log ( ) log ;8

11

8

11

2 2− <x

3) log12 (x – 8) > log12 3;	 6) log0,9 (2x + 1) > log0,9 5.

22.3.° Решите неравенство:
1) log7 x > 2;	 6) log0,6 (x – 2) < 2;

2) log5 x m –1;	 7) log3 (2x – 1) m 3;

3) log ;1

2

5x m 	 8) log7 (9x + 4) m 2;

4) log ;1

3

1x > 	 9) log0,5 (2x + 1) l –2;

5) log2 (5x + 1) > 4;	 10) log0,2 (x + 6) l –1.

22.4.° Решите неравенство:
1) log ;1

7

1x < − 	 3) lg x < 5;        5) log ( ) ;1

3

2 3 2x− −l

2) log4 x > 2;	 4) log ;1

6

3x > −     6) log9 (5x + 6) m 2.

22.5.• Сколько целых решений имеет неравенство:
1) log0,25 (3x – 5) > –3;	 2) log3 (7 – x) < 3?

22.6.• Найдите целые решения неравенства:
1) log0,5 (1 – x) > –1;	 2) log36 (x + 1) m 0,5.

22.7.• Найдите множество решений неравенства:
1) lg (2x + 3) > lg (x – 1);		

2) log5 2x < log5 (x + 1);		

3) log0,2 (2x – 1) > log0,2 (3x – 4);
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4) log0,4 (x
2 – 3) < log0,4 (x + 3);

5) log0,7 (x
2 – 2x – 3) m log0,7 (9 – x);

6) log ( ) log ( ).1

3

2
1

3

31 10 11x x x+ + +m

22.8.• Решите неравенство:

1) log2 (2x – 3) < log2 (x + 1);

2) log0,6 (3 – 2x) > log0,6 (5x – 2);	

3) lg (x2 – 2) l lg (4x + 3);

4) log0,1 (10 – 2x) l log0,1 (x
2 – x – 2).

22.9.• Найдите наибольшее целое решение неравенства:

1) log ( ) ;1

4

1
3

2
x+ > − 	 3) log ( ) ;1

7

3 1− > −x

2) log ( ) ;
3

212 2− >x 	 4) log ( ) log ( ).1

3

1

3

2 5 1x x− > +

22.10.• Найдите наименьшее целое решение неравенства:
1) log ( ) ;1

6

2 0x+ m 	 3) log0,3 (4x – 3) l log0,3 (x + 3);

2) log ( ) ;1

2

6 2− > −x 	 4) log ( ) .1

3

2 2 1 1x x− + −l

22.11.• Найдите множество решений неравенства:

1) log8 (x
2 – 4x + 3) m 1;	 5) log ;2

4 5

4 7
0

x

x

−

+
>

2) log0,5 (x
2 + x) > –1;	 6) lg ;

( )

x

x

2

2

1

2
0

−

−
>

3) log0,7 (x
2 + 10x + 25) > 0;	 7) log ;3

2 5

1
1

x

x

+

+
m

4) log2 (x
2 – 3x) m 2;	 8) log , .4

3 1
0 5

x

x

−
m

22.12.• Решите неравенство:
1) log ( ) ;1

3

2 5 7 0x x− + > 	 4) log0,3 (x
2 – 2x + 1) l 0; 

2) log9 (x
2 – 6x + 8) m 0,5;	 5) log ;4

3 1

1
1

x

x

−

−
m

3) log0,5 (x
2 + 3x) l –2;	 6) log .1

2

2 1

3 1
1

x

x

−

+
>
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§ 2.  Показательная и логарифмическая функции

22.13.• Решите неравенство:
1) log0,3 (x

2 + x – 12) l log0,3 (6x – 6);	

2) lg (x2 – x) m lg (3x – 3);	

3) log0,8 (1 – x2) > log0,8 (x
2 + 5x – 2);	

4) 2 log2 (2x + 7) l 5 + log2 (x + 2);

5) log3 (x
2 + 2x – 3) m log3 (x + 9);

6) log ( ) log ( ).1

7

2
1

7

2 3 1 2 1x x x+ + −l

22.14.• Решите неравенство:
1) log ( ) log ( );2

3

2

3

26 2 2 3− < − −x x x

2) log0,1 (x
2 – 3x – 4) l log0,1 (x + 1);

3) 2 log2 (x + 5) m 3 + log2 (11 + x);

4) lg (2x2 – 9x + 4) m 2 lg (x + 2).

22.15.• Решите неравенство:
1) lg x + lg (x – 3) > 1;	

2) log ( ) log ;1

3

1

3

2 1x x+ + < − 	

3) log2 x + log2 (x + 4) < 5;	

4) log0,1 (x – 5) + log0,1 (x – 2) l –1;

5) log6 (5x + 8) + log6 (x + 1) m 1 – log6 3;

6) log3 (1 – x) + log3 (–5x – 2) l 2 log3 2 + 1.

22.16.• Решите неравенство:
1) log2 (–x) + log2 (1 – x) m 1;

2) log0,2 (x – 1) + log0,2 (x + 3) l –1;

3) log3 (x – 2) + log3 (x – 10) l 2;

4) log7 x + log7 (3x – 8) l 1 + 2 log7 2.

22.17.• Решите неравенство:
1) log ;,0 2

2 1x m 	 4) log log ;1

4

2
1

4

2 8 0x x+ − m

2) log ;1

3

2 4x l 	 5) log log ;2
2

25 6 0x x− + l

3) lg2 x + 3 lg x – 4 < 0;	 6) 2 5 2 01

9

2
1

9

log log .x x− + l  
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22.18.• Решите неравенство:
1) log ;,0 5

2 9x l 		  3) 2 1 04
2

4log log ;x x− − <

2) lg2 x – 2 lg x – 3 l 0;		  4) log log ., ,0 2
2

0 2 2 0x x− − m
22.19.• 

• Найдите множество решений неравенства:

1) log ( ) log ;2
2

24 2 11 0x x+ − < 		 3) 
lg lg

lg
;

2 6
0

x x

x

+ −
l

2) log ( ) log ;3
2

327 3 19 0x x+ − l 	 4) 2 log5 x – logx 5 m 1.

22.20.•• Решите неравенство:

1) log ( ) log ;7
2

77 3x x− l 		  3) 
log log

log
;3

2
3

3

6 8

1
0

x x

x

− +

−
l  

2) log log ;6
2

6
216

8 12 0
x

x+ − m 	 	 4) log0,5 x – 2 logx 0,5 m 1.

22.21.•• Решите неравенство:

1) log1,6 log0,5 (x
2 – x – 6) l 0;	 3) log log ;1

9

3
1

0
x

x −
l

2) log0,5 log4 (2x2 + x – 1) < 1;	 4) log log .,1 5 3

3 5

1
0

x

x

−

+
m

22.22.•• Решите неравенство:

1) log log ( ) ;7

4

5
2 2 3 0x x− − m 	 2) log log .,0 8 2

3 1

2
0

x

x

−

−
>

22.23.•• Решите неравенство:
1) log2x – 3 x > 1;	 4) logx – 2 (2x – 7) < 1; 

2) logx – 2 (2x – 9) < 0;	 5) logx (x + 2) m 2;

3) logx + 1 (5 – x) > 1;	 6) logx (2x2 – 3x) m 1.

22.24.•• Решите неравенство:
1) log3x – 2 x < 1;	 3) logx – 1 (4 – x) < 1;

2) logx (x
2 – 7x + 13) > 0;	 4) logx (6 – x) l 2.

22.25.•• Решите неравенство 2 5 1 5 2i x x− > − .

22.26.•• Решите неравенство 20 3 11 3 4i x x− > − .
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22.27.•• Решите неравенство:

1) − + − −x x x2
27 10 3 0log ( ) ;m 	

2) 4 2 02
3

1
− +








+
x

x

x
log ;m

3) ( , , ) log .x x x2
1

5

2 8 1 8 2 0− + − l

22.28.•• Решите неравенство:

1) − + − −x x x2
36 5 2 0log ( ) ;m 	 2) 

log ( )
.2

2

2

3

4 5
0

x

x x

−

− −
l

22.29.* Для каждого значения параметра a решите нера­

венство ( ) .2 3 0x a x− − l
22.30.* Для каждого значения параметра a решите нера­

венство ( ) .3 2 0x a x− − m
22.31.* Решите систему неравенств 

log ( sin ) ,

.
x x

x

2 1 0

0 2

+

< <




m

π
22.32.* Решите систему неравенств 

log ( cos ) ,

.
x x

x

2 1 0

0 2

+

< <




m

π

	 23.	 Производные показательной  
и логарифмической функций

Существует ли функция, производная которой равна 
самой функции? Ответить на этот вопрос легко. Например, 
функция, которая является нулевой константой, обладает 
этим свойством.

А можно ли указать такую функцию f, определенную 
на , отличную от нулевой константы, чтобы f ′ (x) = f (x) 
для любого x ∈ ? Ответ на этот вопрос неочевиден.

Оказывается, что среди показательных функций  f (x) = ax 
существует единственная функция такая, что f ′ (x) = f (x) 
для всех x ∈ . Для этой функции число, которое является 
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основанием степени, обозначают буквой e, а сама функция 
имеет вид f (x) = ex. Следовательно, 

  
(ex)′ = ex

 
Установлено, что число e — иррациональное. Его можно 

записать в виде бесконечной непериодической десятичной 
дроби:

e = 2,71828182845... .
Функцию f (x) = ex называют экспонентой.
Отметим одну особенность графика экспоненты.
Имеем: f ′ (0) = f (0) = e0 = 1.
Следовательно, касательная к гра­

фику экспоненты в точке с абсциссой, 
равной нулю, имеет угловой коэффици­
ент, равный 1. То есть эта касательная 
образует угол 45° с положительным на­
правлением оси абсцисс (рис. 23.1).

Выведем формулу для нахождения 
производной показательной функции 
f (x) = ax.

Имеем:  a e e a= log
.  Тогда a ex x e a= log

.
Пользуясь правилом вычисления производной сложной 

функции, запишем: 

( ) ( ) ( log ) log .
log log

a e e x a a ax x e a x e a

e
x

e
′ = ′ = ′ =i

Логарифм по основанию e называют натуральным лога-
рифмом и обозначают ln a, то есть loge a = ln a.

Тогда при a > 0, a ≠ 1 можно записать: 

(ax)′ = ax ln a

Эта формула показывает, что между значением произво­
дной показательной функции и соответствующим значением 
самой функции существует прямая пропорциональная зави­
симость. Коэффициент пропорциональности равен ln a.

В пункте 20 мы определили, что логарифмическая функ­
ция f (x) = loga x является дифференцируемой. Найдем 
формулу для вычисления производной логарифмической 
функции.

Рис. 23.1

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



226

§ 2.  Показательная и логарифмическая функции

Для любого x > 0 выполняется равенство x = eln x. 
Тогда функции f (x) = x, D (f) = (0; +∞), и  g (x) = eln x,  
D (g) = (0; +∞), представляют собой одну и ту же функцию. 
Поэтому для любого x ∈ (0; +∞) выполняется равенство  
f ′ (x) = g ′ (x), то есть (x)′ = (elnx)′.

Левая часть этого равенства равна 1. В  правой части 
получаем: (eln x)′ = eln x•(ln x)′ = x (ln x)′.  Тогда 1 = x (ln x)′. 
Отсюда

(ln )x
x

′ =
1

Имеем: (log ) (ln ) .
ln

ln ln ln
a x x

x

a a x a
′ = 








′
= ′ =

1 1

Следовательно, 

(log )
ln

a x
x a

′ =
1

Пример  1  Найдите производную функции: 

1) y = ex (x2 – 4x);	 4) y
x

x
=

4

ln
;

2) y = x3•3x;	 5) y x= log ;6
2

3) y = e–7x ;	 6) y = log2 (3x – 4).
Решение. 1) Применяя теорему о производной произ­

ведения двух функций, получаем:
y′ = (ex)′•(x2 – 4x) + (x2 – 4x)′•ex =  

= ex (x2 – 4x) + (2x – 4) ex = ex (x2 – 2x – 4).

2) Имеем: y′ = (x3)′•3x + (3x)′•x3 = 3x2•3x + 3x ln 3•x3 = 

= 3xx2 (3 + x ln 3).
3) Используя теорему о производной сложной функции, 

запишем: y′ = (e–7x)′ = e–7x•(–7x)′ = –7e–7x.
4) Имеем:

′ = = =
′ − ′ − −

y
x x x x

x

x x
x

x

x

x x x

x

( ) ln (ln )

ln

ln

ln

ln

ln

4 4

2

3 4

2

3 3

2

4
1

4i i
i i

==
−x x

x

3

2

4 1( ln )

ln
.

′ = = =
′ − ′ − −

y
x x x x

x

x x
x

x

x

x x x

x

( ) ln (ln )

ln

ln

ln

ln

ln

4 4

2

3 4

2

3 3

2

4
1

4i i
i i

==
−x x

x

3

2

4 1( ln )

ln
.
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5) Применив теорему о производной сложной функции, 
получаем:

′ = ( )′ = ′ =y x x x
x

x
log log (log ) .

log

ln
6
2

6 6
62

2

6
i

6) Имеем:

′ = − ′ = − ′ =
− −

y x x
x x

(log ( )) ( ) .
( ) ln ( ) ln

2 3 4 3 4
1

3 4 2

3

3 4 2
i 

Пример  2  Составьте уравнение касательной к графику 
функции f (x) = e3x + x, если эта касательная параллельна 
прямой y = 4x – 9.

Решение. Поскольку угловой коэффициент прямой  
y = 4x – 9 равен 4, то угловой коэффициент искомой каса­
тельной k = 4. Найдем абсциссу x0 точки касания. Имеем: 

f′(x) = 3e3x + 1. Поскольку f ′ (x0) = 4, то 3 1 4
3 0e

x + = ; 3 3
3 0e

x = ; 

e
x3 0 1= ;  x0 = 0. Отсюда f (x0) = 1.
Тогда искомое уравнение имеет вид y = 4x + 1.
Ответ: y = 4x + 1.

Пример  3  Найдите промежутки возрастания 
и убывания и точки экстремума функции: 

1) f x e x x( ) ;= − +6 52

  

2) f (x) = x ln x; 
3) f (x) = lg3 x – 3 lg x + 2.

Решение. 1) Имеем: 

′ = ′ = − + ′ = −− + − + − +f x e e x x e xx x x x x x( ) ( ) ( ) ( ).6 5 6 5 2 6 52 2 2

6 5 6 2i i  

Исследовав знак производной функции f (рис. 23.2), по­
лучаем, что функция f возрастает на промежутке (–∞; 3], 
убывает на промежутке [3; +∞), xmax = 3.

2) Имеем:

′ = ′ + ′ = + = +f x x x x x x x x
x

( ) ( ) ln (ln ) ln ln .i i i
1

1

Рис. 23.2
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Исследуем знак  f ′ на D (f) = (0; +∞).
Имеем:  f ′ (x) > 0 при ln x > –1. Отсюда 

x
e

>
1
.   Аналогично находим, что  f ′ (x) < 0 

при  0
1

< <x
e

.

Получаем, что функция f возрастает на промежутке  
1

e
; ,+∞




  убывает на промежутке 0

1
; ,

e








 x
e

min =
1

 (рис. 23.3).

3) Имеем:

′ = ′ − = − =
−

f x x x
x

x

x x

x

x
( ) lg (lg )

ln

lg

ln ln

(lg )

ln
3 32

2 21

10

3

10

3

10

3 1
i i

110

3 1 1

10
=

− +(lg ) (lg )

ln
.

x x

x

′ = ′ − = − =
−

f x x x
x

x

x x

x

x
( ) lg (lg )

ln

lg

ln ln

(lg )

ln
3 32

2 21

10

3

10

3

10

3 1
i i

110

3 1 1

10
=

− +(lg ) (lg )

ln
.

x x

x

Тогда f ′ (x) = 0 при lg x = –1 или lg x = 1. 
Следовательно, данная функция имеет две 

критические точки:  x =
1

10
 и x = 10. Ис­

следовав знак производной функции f на 
D (f) = (0; +∞) (рис. 23.4), приходим к выводу, что функция f 

возрастает на промежутках 0
1

10
;







 и  [10; +∞), убывает на 

промежутке 
1

10
10; ,







 xmax ,=
1

10
  xmin = 10. 

 Задача      Докажите, что:
1)	 показательная функция y = ax является выпуклой 

вниз;
2)	 при a > 1 логарифмическая функция y = loga x являет­

ся выпуклой вверх, а при 0 < a < 1 — выпуклой вниз.
Решение. 1) Имеем: 

y′ = ax ln a, yS = ax ln2 a.
Поскольку yS l 0 для всех x ∈ , то показательная функ­

ция y = ax является выпуклой вниз.

Рис. 23.3

Рис. 23.4
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2) Запишем:

′ =y
x a

1

ln
,  ′′ = −y

x a

1
2 ln

.

Если a > 1, то ln a > 0. Поэтому yS m 0 для всех x ∈ (0; +∞). 
Следовательно, при a > 1 логарифмическая функция y = loga x 
является выпуклой вверх.

При 0 < a < 1 аналогично доказываем, что yS l 0 и ло­
гарифмическая функция y = loga x является выпуклой  
вниз. 

23.1.° Найдите производную функции:

1) y = 4ex;	 5) y
e

x

x

=
−2

;	   9) y = 72x – 3;

2) y = e5x;	 6) y = ex + e–x;	 10) y = x•3x;

3) y = x3ex;	 7) y = 5x;	 11) y
x

x
=

−

+

2 3

2 1
;

4) y = ex sin x;	 8) y x= 2
2

;	 12) y = 0,3tg x.

23.2.° Найдите производную функции:

1) y = e–2x;	 4) y
x

ex
=

+1
; 	 7) y = 10–x;

2) y = x6ex;	 5) y = 6x;	 8) y
x

x
=

+

−

5 2

5 1
;

3) y = ex cos x;	 6) y = 34x + 1;	 9) y = 0,7ctg x.

23.3.° Найдите производную функции:

) y = log9 x;	 6) y
x

x
=
ln

;
3

2) y = ln 2x;	 7) y = log0,2 (2x2 + x – 4);
3) y = lg (x2 – 4);	 8) y = ln (1 – 0,2x);
4) y = ln2 x;	 9) y = x5 ln x.
5) y = ln sin x;	

23.4.° Найдите производную функции:
1) y = lg x;	 2) y = ln (5x – 4);	      3) y = ln3 x;
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4) y = lg cos x;	 5) y
x

x
=

5

ln
; 	 6) y = log2 (x

2 + 6).

23.5.• Вычислите значение производной функции f в точке x0:

1) f (x) = e3x – 3x, x0 = 0;	      3) f x x x( ) ,= − +33 4 2 2  x0 = 1.

2) f (x) = e–2x cos 2x, x0 = 0;	

23.6.• Вычислите значение производной функции f в точке x0:

1) f (x) = e5x + e–4x, x0 = 0;	      3) f x x x( ) ,= − −4
2 3 4  x0 = –1.

2) f (x) = e–x tg x, x0 = 0;

23.7.• Вычислите значение производной функции f в точке x0:

1) f x x( ) ln ( ),= −
1

6
12  x0 = –

1

6
;	

2) f x x x( ) ln ,= −
1

2
2 2  x0 = 4;

3) f (x) = log5 (x
2 + 3x – 2), x0 = –4;

4) f x
x

( ) ln sin ,=
2

 x0
2

=
π
.

23.8.• Вычислите значение производной функции f в точке x0:

1) f (x) = ln (6x – 5), x0 = 3;	 3)  f (x) = lg (x2 – 5x + 8), x0 = 2;

2) f x
x

( ) ln ,= 8
2

 x0

1

2
= ;	 4) f x

x
( ) ln cos ,=

3
 x0

2
=
π
.

23.9.• Найдите угловой коэффициент касательной к графику 
функции  f в точке с абсциссой x0:

1) f (x) = e2x + 1, x0 = –1;	 2) f (x) = x – ln x, x0 = 3.

23.10.• Найдите угловой коэффициент касательной к гра­
фику функции f в точке с абсциссой x0:

1) f (x) = e1 – x, x0 = 1;	 2) f (x) = log5 (x + 2), x0 = –1.

23.11.• Составьте уравнение касательной к графику функ­
ции f в точке с абсциссой x0:

1) f (x) = e–2x, x0 = 0;	 5) f (x) = 3x + ln x, x0 = 1;

2) f (x) = ex + sin x, x0 = 0;	 6) f (x) = ln (5 + 4x), x0 = –1;

3) f (x) = x•2x, x0 = 1;	 7) f (x) =  log3 (2x + 1), x0 = 1;

4) f (x) = 63x + 4, x0 = –1;	 8) f (x) = 2 ln (x – 2), x0 = 4.
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23.12.• Составьте уравнение касательной к графику функ­
ции f в точке с абсциссой x0:

1)  f (x) = e5x, x0 = 0;	 4) f (x) = 4x – ln4, x0 = 1;

2)  f (x) = 2ex – cos x, x0 = 0;	 5) f (x) = ln (3x – 5), x0 = 2;

3)  f (x) = 32x – 3, x0 = 2;	 6) f (x) = log2 (x + 3), x0 = 1.

23.13.•  Найдите уравнение горизонтальной касательной 
к графику функции:
1) f (x) = ex + e–x;	 2) f (x) = (2x – 7) (2x – 9).

23.14.•  Найдите уравнение горизонтальной касательной 
к графику функции f (x) = (5x – 65)(5x + 15).

23.15.• 
• Составьте уравнение касательной к графику функции:

1) f  (x) = ex, если эта касательная параллельна прямой 
y = ex – 6;

2) f (x) = e5x + 2, если эта касательная параллельна прямой 
y = 5x + 7;

3) f (x) = e–2x, если эта касательная параллельна прямой 
y = –x;

4) f (x) = ln (3x – 2), если эта касательная параллельна 
прямой y = 3x – 2.

23.16.• 
• Составьте уравнение касательной к графику функ­

ции:
1) f (x) = e6 – 7x, если эта касательная параллельна прямой 

y = 5 – 7x;
2) f (x) = ex – e–x, если эта касательная параллельна пря­

мой y = 2x – 3;
3) f (x) = 6x – lnx, если эта касательная параллельна 

прямой y = x;
4) f (x) = ln(1 – x), если эта касательная параллельна 

прямой y = 1 – x.

23.17.• 
• Найдите промежутки возрастания и убывания и точ­

ки экстремума функции:
1) f (x) = ex – x;	 4) f (x) = x2•2–x;
2) f (x) = xe2x;	 5) f (x) = 4xe2 – x; 

3) f (x) =(1 – x) ex + 1;	 6) f x ex( ) ;=
2
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7) f x e x x( ) ;= − +4 2 1 	 13) f x x
x

( ) ln ;= +
1

8) f x
e

x

x

( ) ;=
−2

	 14) f x
x

x
( ) ;

ln
=

9) f x
x

ex
( ) ;=

4
	 15) f x

x

x
( ) ;

ln
=

10) f (x) = x3 ln x;	 16) f (x) = x2 – ln x2;

11) f (x) = ln x – x;	 17) f (x) = 2 ln3 x – 3 ln2 x;

12) f (x) = x2 lg x;	 18) f (x) = lg2 x – lg x.

23.18.• 
• Найдите  промежутки  возрастания  и  убывания  

и точки экстремума функции:

1) f x xe
x

( ) ;= 2 	 7) f (x) = 0,5x2 – ln x;

2) f x ex x( ) ;= −4 22 	 8) f (x) = x ln2 x;

3) f x x x( ) ;= − + +5
3 3 1 	 9) f x

x

x
( ) ;

ln
=

4) f (x) = (4x – 1) e2x;	 10) f x x
x

( ) ln ;= +2 2

5) f (x) = x3•3–x;	 11) f (x) = ln3 x – 12 ln x;

6) f x
x

ex
( ) ;=

+3
	 12) f (x) = lg4 x – 2 lg2 x. 

23.19.• 
• Найдите наибольшее и наименьшее значения функ­

ции:
1) f (x) = ex + x на промежутке [–1; 1];

2) f (x) = x2e2x на промежутке [–2; 1];

3) f x x x( ) = −7
2 2  на промежутке [0; 2];

4) f (x) = 2x + 2–x на промежутке [–1; 1].

23.20.• 
• Найдите наибольшее и наименьшее значения функ­

ции:
1) f (x) = (x – 1) e–x на промежутке [1; 3];	

2) f x x x( ) = +5
2 2  на промежутке [–2; 1].
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23.21.• 
• Исследуйте функцию и постройте ее график:

1) f (x) = xex;	 3) f x e x( ) ;= − 2
	 5) f (x) = ln (9 – x2).

2) f x xe
x

( ) ;=
−
2 	 4) f (x) = x2 – 2 ln x;

23.22.• 
• Исследуйте функцию и постройте ее график:

1) f x
x

ex
( ) ;=      2) f x xe

x

( ) ;=
−

2

2      3) f (x) = log2 (x
2 + x).

23.23.• 
•  Найдите промежутки возрастания и  убывания 

функции f (x) = ex – x – 1 и докажите, что при x ∈  
выполняется неравенство ex l 1 + x.

23.24.• 
•  Найдите промежутки возрастания и  убывания 

функции f  (x) = ln  (1 + x) – x и  докажите, что при  
x > –1 выполняется неравенство ln (1 + x) m x.

23.25.• 
• При каких значениях a функция y = 4 ln x – ax – 7 

является возрастающей?

23.26.• 
• При каких значениях a функция y = 2 – 3ex – ax 

является убывающей?

Когда сделаны уроки

Моя любовь — Украина и  математика
Это патриотическое высказывание выдающегося укра­

инского математика, академика Михаила Филипповича 
Кравчука увековечено на гранитном постаменте памятника 
ученому (см. форзац 1).

Михаил Кравчук родился в с. Човницы на Волыни. Окон­
чив с золотой медалью Луцкую гимназию и затем математи­
ческое отделение Киевского университета, Михаил Кравчук 
остался работать в Киеве.

Благодаря высокой научной работоспособности и про­
дуктивности,  оригинальности  и   гибкости  мышления 
М. Ф. Кравчук получил важные научные результаты в ал­
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гебре и  теории чисел, теории функций и математическом 
анализе, дифференциальных и интегральных уравнениях, 
теории вероятностей и статистике и т. д. Известно, что его 
научные труды были в значительной степени использованы 
американскими учеными при создании первого компьютера.

М. Ф. Кравчук принимал активное участие в создании 
украинской научной терминологии, одним из первых начал 
писать научные труды на украинском языке, хотя свободно 
владел русским, французским, немецким, итальянским, 
польским и другими языками.

М. Ф. Кравчук придавал большое значение работе с мо­
лодежью. В частности, по его инициативе в 1935 году была 
проведена первая Киевская математическая олимпиада для 
школьников. Попробуйте свои силы в решении задач этой 
олимпиады.

Задания  
первой Киевской математической олимпиады (1935 г.)

1. Вычислите значение выражения 
b a b b c ca

b c
d

3 3 2 3

2

− − +

−
+

( )
 при 

a = −
1

2
,  b = 0,19, c = 0,18, d = 0,04.

2. Решите уравнение 4 2
2 2 9 20 75x x− − − =, .

3. Решите систему уравнений 
x y

x y x y

+ =

+ + =





4

2802 2 3 3

,

( ) ( ) .

4. Положительные числа u1, u2, ..., un образуют арифмети­
ческую прогрессию. Докажите, что

1 1 1 1

1 2 2 3 1 1u u u u u u

n

u un n n+ + +

−

+
+ + + =

−

… .

5. Пусть a и  b — катеты прямоугольного треугольника,  
c — его гипотенуза. Докажите, что

logc + b a + logc – b a = 2 logc + b a•logc – b a.
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Задание в тестовой форме «Проверь себя» №2

Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 2

1. Какова область определения функции y
x

=
−

7

7 1
?

А) (–∞; +∞);	 В) (–∞; 7) Ÿ (7; +∞);
Б) (–∞; 1) Ÿ (1; +∞);	 Г) (–∞; 0) Ÿ (0; +∞).

2. На одном из рисунков изображен график функции y = 3–x. 
Укажите этот рисунок.

А) Б) В) Г)

3. Чему равен корень уравнения 
2

5

15

4

4

9















 =

x x

i ?

А) 2;	 Б) –2;	 В) 1;	 Г) –1.

4. Найдите множество решений неравенства ( , ) , .0 6 0 6
2x >

А) (–∞; 1);	 Б) (1; +∞);	 В) (–∞; –1) Ÿ (1; +∞);    Г) (–1; 1).

5. Решите уравнение 3x + 3 + 5•3x – 1 = 86.

А) 0;	 Б) 1;	 В) 2;	 Г) 3.

6. Вычислите значение выражения log log .,0 2 325
1

27
−

А) 1;	 Б) –1;	 В) 5;	 Г) –5.

7. Представьте число 3 в виде степени числа 10.

А) 3 10 3
10= log
; 	 В) 3 10 3= lg ;

Б) 3 10 3
3= log
;	 Г) представить невозможно.

8. Чему равно значение выражения log6 108 – log6 3?

А) –1;	 Б) 2;	 В) –3;	 Г) 4.

9. Решите неравенство log0,2 x > log0,2 5.

А) (–∞; 5);	 Б) (5; +∞);       В) (0; 5) Ÿ (5; +∞);        Г) (0; 5).
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10. Через какую из данных точек проходит график функции 

y x= log ?1

2

А) (2; 1);	 Б) (2; –1);	 В) 2
1

2
; ;







 	 Г) (2; 0).

11. При каких значениях a и b выполняется равенство 
lg ab = lg (–a) + lg (–b)?

А) a > 0, b < 0;	 В) a < 0, b < 0;
Б) a < 0, b > 0;	 Г) таких значений не существует.

12. На рисунке изображен график функции y = f (x), опреде­
ленной на множестве действительных чисел. Сколько 
корней имеет уравнение ln f (x) = 0?

А) ни одного корня;

Б) два корня;	

В) три корня;

Г) определить невозможно.

13. Укажите наибольшее целое решение неравенства 
log0,2 (3 – 2x) < –1.

А) –2;	 В) 1;
Б) –1;	 Г) такого решения не существует.

14. Каково множество решений неравенства log ?x x <1
А) (–∞; +∞);	 В) (0; 1) Ÿ (1; +∞);
Б) (0; +∞);	 Г) ∅.

15. Решите уравнение log4(x – 4) + log4(x – 1) = 1.
А) 0; 5;	 Б) 0;	 В) 5;	 Г) 1; 4.

16. Сравните числа log4 5, log6 4, log0,2 3.
А) log0,2 3 < log6 4 < log4 5;     В) log0,2 3 < log4 5 < log6 4;
Б) log6 4 < log0,2 3 < log4 5;      Г) log4 5 < log6 4 < log0,2 3.

17. Найдите производную функции y = 52x.
А) y′ = 2•52x;	 В) y′ = 2•52x ln 5;
Б) y′ = 2x•52x – 1;	 Г) y′ = 52x ln 5.

18. Найдите промежутки убывания функции y
x

x
=
ln

.

А) (–∞; 0), (1; e];	 В) (0; e];
Б) (0; 1), (1; e];	 Г) (0; 1).
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	 24.	 Первообразная

Вы умеете по заданной функции находить ее производную, 
знаете, что производная применяется во многих областях. 
В  частности, умея дифференцировать, по данному закону 
y = s (t) движения материальной точки по координатной 
прямой можно найти закон y = v (t) изменения ее скорости, 
а именно:

v (t) = s′ (t).

Нередко в механике приходится решать обратную задачу: 
находить закон движения по известному закону изменения 
скорости.

Например, из курса физики вам известен такой факт: если 
скорость изменяется по закону v (t) = gt и s (0) = 0, то закон 

движения задается формулой  s t
gt

( ) .=
2

2

Вы знаете, что нахождение производной заданной функ­
ции называют дифференцированием. Обратную операцию, 
то есть нахождение функции по ее производной, называют 
интегрированием.

Определение.  Функцию F называют первообразной 
функцией (или коротко первообразной) функции f на 
промежутке I, если для всех x ∈ I выполняется равенство

F ′ (x) = f (x).

Например, функция F (x) = x2 является первообразной 
функции f (x) = 2x на промежутке (–∞; +∞), поскольку на  
выполняется равенство (x2)′ = 2x.

Часто в  задачах, связанных с первообразной функции, 
промежуток I опускают. В  таких случаях считают, что 
I = (–∞; +∞). Так, функция F (x) = cos x является перво­
образной функции f (x) = –sin  x, поскольку выполняется 
равенство (cos x)′ = –sin x.

Рассмотрим еще один пример. Функция F x x( ) =  явля­

ется первообразной функции  f x
x

( ) =
1

2
 на промежутке  
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(0; +∞), поскольку на этом промежутке выполняется равен­

ство x
x

( )′ = 1

2
.

Однако на промежутке [0; +∞)  функция  F x x( ) =  не 

является первообразной функции  f x
x

( ) ,=
1

2
 так как в точ­

ке x0 = 0 не выполняется равенство F ′ (x0) = f (x0).

Рассмотрим функции y = x2 + 1 и  y x= −2 2. Каждая из 

них имеет одну и ту же производную y = 2x. Поэтому обе 

функции y = x2 + 1 и  y x= −2 2  являются первообразными 

функции y = 2x. Понятно, что каждая из функций вида 
y = x2 + C, где C — любое число, является первообразной 
функции y = 2x. Следовательно, задача нахождения перво­
образной имеет бесконечно много решений.

Цель интегрирования состоит в том, чтобы для заданной 
функции найти все ее первообразные на заданном проме­
жутке.

Как связаны между собой все первообразные данной функ­
ции, указывает следующая теорема.

Теорема  24.1 (основное свойство первообраз-
ной).  Если функция F является первообразной функции f 
на промежутке I и C — любое число, то функция 

y = F(x) + С
также является первообразной функции f на промежут­
ке I. 

Любую первообразную функции f на промежутке I 
можно представить в виде y = F(x) + C, где C — некото­
рое число.

Доказательство .  Поскольку функция F — перво­
образная функции f на промежутке I, то для всех x ∈ I вы­
полняется равенство F ′ (x) = f (x).  Тогда

(F (x) + C)′ = F ′ (x) + C ′ = f (x) + 0 = f (x).

Следовательно, функция y = F(x) + C является первооб­
разной функции f на промежутке I.
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Пусть функция G — одна из первообразных функции f на 
промежутке I. Тогда G ′ (x) = f (x) для всех x ∈ I. Имеем: 

(G (x) – F (x))′ = G ′ (x) – F ′ (x) = f (x) – f (x) = 0.

Согласно признаку постоянства функции (теорема 11.1) 
получаем, что функция y = G (x) – F (x) является константой 
на промежутке I, то есть G (x) – F (x) = C, где C — некоторое 
число. Отсюда G (x) = F (x) + C.  

Если функция F является первообразной функции f на 
промежутке I, то запись F (x) + C, где C — любое число, 
называют общим видом первообразных функции f на про­
межутке I.

Из основного свойства первообразной следует, что графи­
ки любых двух первообразных данной функции можно по­
лучить друг из друга параллельным переносом вдоль оси 
ординат (рис. 24.1).

Совокупность всех первообразных 
функции y = f  (x) на промежутке I 
называют ее неопределенным инте-
гралом и обозначают

f x dx( )∫
(читают: «интеграл эф от икс де икс»).

Например,  функция  F (x) = x3 яв­
ляется  первообразной  функции f (x) = 3x2 на промежутке 
(–∞; +∞). Из теоремы 24.1 следует, что любую первообраз­
ную функции f на промежутке (–∞; +∞) можно представить 
в виде y = x3 + C, где C — некоторое число. Это можно за­
писать так:

3 2 3x dx x C∫ = + .

При решении задач на первообразную удобно пользоваться 
таблицей, приведенной на форзаце 3.

Покажем на примерах, с помощью каких соображе­
ний можно обосновать утверждения, приведенные в  этой 
таблице.

y  F(x) + C1

y  F(x) + C3

y  F(x) + C2

Рис. 24.1
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Пример  1  Найдите общий вид первообразных функции 
f(x) = x5.

Решение. Поскольку 
x

x
6

5

6








′
= ,  то одной из первооб­

разных функции  f (x) = x5 является функция F x
x

( ) .=
6

6
 

Тогда согласно теореме 24.1 запись 
x

C
6

6
+ ,  где C — любое 

число, является общим видом первообразных. 
Из решения примера 1 следует, что

x dx C
x5
6

6∫ = + .

Пример  2  Найдите общий вид первообразных функции 

f x
x

( ) =
1

  на каждом из промежутков (–∞; 0) и (0; +∞).

Решение. На промежутке (0; +∞) имеет место равенство 

(ln ) ;x
x

′ =
1

 на промежутке (–∞; 0) имеют место равенства  

(ln ( )) ( ) .− ′ = − ′ =
−

x x
x x

1 1
i

Следовательно, функция y = ln x является первообразной 

функции  f x
x

( ) =
1

 на промежутке (0; +∞), а функция  

y = ln (–x) является первообразной функции f x
x

( ) =
1

  на 

промежутке (–∞; 0).

Поскольку  ln
ln , ( ; ),

ln ( ), ( ; ),
x

x x

x x
=

∈ +∞
− ∈ −∞





если

если

0

0

то на любом промежутке, не содержащем точку 0, запись

ln | x | + C, 

где C — любое число, является общим видом первообразных 

функции f x
x

( ) .=
1

 
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Пример  3  Для функции f (x) = 2 cos x найдите первообраз­

ную, график которой проходит через точку M
5

6
3

π
; .









Решение. Поскольку (2 sin x)′ = 2 cos x, то функция  
y = 2 sin x  является одной из первообразных функции 
f (x) = 2 cos x.  Следовательно, искомая первообразная име­
ет вид F (x) = 2 sin x + C, где C — некоторое число. Найдем 
это число.

Из условия следует, что F
5

6
3

π





 = . Тогда  2 3

5

6
sin .

π
+ =C  

Отсюда C = 2.
Таким образом, искомая первообразная имеет вид F (x) =  

= 2 sin x + 2. 

Замечание. Можно доказать, что функция F x
x

( ) =
+

+α

α

1

1
, 

α ∈ , α ≠ –1, является первообразной функции f(x) = xα на 
промежутке (0; +∞). Пользуясь этим, можно найти, напри­
мер, первообразную функции f(x) =  xn  на промежут­

ке (0; +∞). Поскольку x xn n=
1

, то функция F x
x

n

n

( ) =
+

+
1

1

1
1

 явля­

ется первообразной функции f на промежутке (0; +∞). 

Учитывая равенства 
x

n

x
n

n

n

n
x

n

n

n
nn

1
1

1

1

1
1

1 1

+
+

+

+
=

+
=

+
, можно записать: 

F x
n

n
xnn( ) =

+
+

1
1 .

24.1.° Определите, является ли функция F первообразной 
функции f:
1) F (x) = 3x2 + x – 2, f (x) = 6x + 1;
2) F (x) = x–4, f (x) = –4x–5 на промежутке (0; +∞);
3) F (x) = sin x + 3, f (x) = cos x + 3;
4) F (x) = cos 2x, f (x) = –sin 2x;
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24. Первообразная

5) F x x( ) ,= +2 1  f x
x

( ) =
+

1

2 1
 на промежутке I = − +∞








1

2
; ;

6) F (x) = 5x, f (x) = 5x ln 5.

24.2.° Докажите, что функция F является первообразной 
функции f на промежутке I:
1) F (x) = x4 – 2x2 + 6, f (x) = 4x3 – 4x, I = (–∞; +∞);

2) F x
x

( ) ,=
1
3

 f x
x

( ) ,= −
3
4

 I = (–∞; 0);

3) F x x( ) ,= −5 3  f x
x

( ) ,= −
3

2
 I = (0; +∞);

4) F x
x

( ) tg ,= +3 6
3

 f x
x

( ) ,
cos

=
1

3
2

 I = −







3

2

3

2

π π
; .

24.3.° Является ли функция  F x
x

( ) =
1
2
 первообразной функ­

ции  f x
x

( ) = −
2
3

 на промежутке:

1) (0; +∞);	 2) (–2; 2);	 3) (–∞; 0];	 4) (–6; 0)?

24.4.° Найдите общий вид первообразных функции:

1) f (x) = 5;	 5) f x
x

( ) =
1
7

  на промежутке (–∞; 0);

2) f (x) = x;	 6) f x x( ) =  на промежутке [1; +∞);

3) f (x) = x6;	 7) f x x( ) = 5  на промежутке (–∞; –3);

4) f (x) = 2x;	 8) f (x) = x–5 на промежутке (0; +∞).

24.5.° Найдите общий вид первообразных функции:

1) f (x) = 0;	 4) f x
x

( ) =
1
20

 на промежутке (0; +∞);

2) f (x) = x8;	 5) f x x( ) = 7  на промежутке (4; +∞);

3) f (x) = 
1

3x
; 	 6) f x x( ) = 4  на промежутке [0,5; +∞).

24.6.• Проверьте, что:

1) x x dx x x x Ccos cos sin ;= + +∫ 	 2) 
x

x
dx x C

2

2

4
4

+
= + +∫ ,

где C — произвольное число.
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§ 3.  Интеграл и его применение

24.7.• Проверьте, что функция F x
x

x
( ) =

−

−

2

3 1
 является перво­

образной функции f x
x

( )
( )

=
−

5

3 1 2
 на каждом из проме­

жутков −∞





;

1

3
 и 

1

3
; ,+∞






  и  запишите общий вид 

первообразных функции f на каждом из указанных про­
межутков.

24.8.• Для функции f найдите первообразную, график ко­
торой проходит через указанную точку:
1) f (x) = x2, A (–1; 3);	 3) f (x) = ex, C (0; –6).
2) f (x) = sin x, F (π; –1);

24.9.• Для функции f найдите первообразную, график ко­
торой проходит через указанную точку:

1) f (x) = x3, M 1
5

4
; ;







 	 3) f (x) = 3x, K 2

9

3
; .
ln











2) f (x) = cos x, N
π

6

5

2
; ;









24.10.• Для функции f найдите на промежутке I первообраз­
ную F, которая принимает данное значение в указанной 
точке:

1) f x
x

( ) ,=
1
2

 I = (0; +∞), F
1

3
9







 = − ; 	

2) f x
x

( ) ,
cos

=
1
2

 I = −







π π

2 2
; ,  F

π

3
3 3







 = ;

3) f x
x

( ) ,=
1

 I = (–∞; 0), F (–e3) = 7;

4) f x
x

( ) ,=
1
4

 I = (–∞; 0), F −





 =

1

2
3.

24.11.• Для функции f найдите на промежутке I первообраз­
ную F, которая принимает данное значение в указанной 
точке:

1) f x
x

( ) ,
sin

=
1
2

 I = (0; π), F
π

4
0







 = ; 	
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24. Первообразная

2) f x
x

( ) ,=
1

 I = (0; +∞), F (16) = 10;

3) f x
x

( ) ,=
1

 I = (0; +∞), F
e

1
2







 = − ;

4) f (x) = 2x, I = (–∞; +∞), F (5) = 1.

24.12.• Укажите на рисунке 24.2 график, который может 
быть графиком первообразной функции f (x) = cos 3.

а б в г

Рис. 24.2

24.13.• Укажите на рисунке 24.3 график, который может 
быть графиком первообразной функции f (x) = ln 2.

а б в г

Рис. 24.3

24.14.• Для функции f x
x x

( ) sin cos= −2 2

2 2
 найдите какие-ни­

будь две первообразные, расстояние между соответствую­
щими точками которых (то есть точками с равными абсцис­
сами) равно 2.

24.15.••  Докажите, что функции F x x1

1

2
2( ) sin=  и  F2  (x) =  

= –sin2 x −







π
4

  являются  первообразными  функции  

f (x) = cos 2x. При каком значении С верно равенство 
F1 (x) = F2 (x) + C?
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24.16.•• Докажите, что функции F1 (x) = sin2 x и F x x2

1

2
2( ) cos= −  

являются первообразными функции f (x) = sin  2x. При 
каком значении С верно равенство F2 (x) = F1 (x) + C?

	 25.	 Правила нахождения первообразной

При нахождении производных функций вы пользовались 
не только формулами, записанными в таблице (см. форзац 2), 
но и правилами дифференцирования. В этом пункте мы рас­
смотрим три правила нахождения первообразных.

Теорема 25.1. Если функции F и G являются соответ­
ственно первообразными функций f и g на промежутке I, 
то на этом промежутке функция y = F (x) + G (x) явля­
ется первообразной функции y = f (x) + g (x).

Доказательство .  Из условия следует, что для любо­
го x ∈ I выполняются равенства F ′ (x) = f (x) и G ′ (x) = g (x).  
Тогда для любого x из промежутка I имеем:

(F (x) + G (x))′ = F ′ (x) + G ′ (x) = f (x) + g (x). 
Из теоремы 25.1 следует, что

f x g x dx f x dx g x dx F x G x C( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,+( ) = + = + +∫ ∫ ∫
где C — произвольное число.

Аналогично можно доказать, что

f x g x dx f x dx g x dx F x G x C( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .−( ) = − = − +∫ ∫ ∫
Теорема 25.2. Если функция F является первообразной 

функции f на промежутке I и k — некоторое число, то 
на этом промежутке функция y = kF (x) является перво­
образной функции y = kf (x).

Докажите теорему 25.2 самостоятельно.

Теперь можно записать:

kf x dx k f x dx kF x C( ) ( ) ( ) ,∫ ∫= = +

где C — произвольное число.

Теорема 25.3. Если функция F является первообразной 
функции f на промежутке I и k — некоторое число, от­
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25. Правила нахождения первообразной

личное от нуля, то на соответствующем промежутке 

функция y F kx b
k

= +
1

( ) является первообразной функции 

y = f (kx + b).

Доказательство .  Используя правило нахождения 
производной сложной функции, запишем:

1 1 1

k k k
F kx b F kx b kx b f kx b k f kx b( ) ( ) ( ) ( ) ( ).+







′
= ′ + + ′ = + = +i i  

Коротко записывают:

f kx b dx F kx b C
k

( ) ( ) ,+ = + +∫
1

где C — произвольное число.

Пример  1  Найдите общий вид первообразных функции 

f x x
x

( ) = +
2
2

 на промежутке (0; +∞).

Решение. Напомним, что функция y
x

=
+

+

α

α

1

1
 является 

первообразной функции  y = xα на промежутке (0; +∞). По­
скольку на данном промежутке выполняется равенство  

x x=
1

2,  то функция y
x

=
+

+

1

2
1

1

2
1

,  то есть функция  y x=
2

3
3 ,  

является первообразной функции y x=  на промежутке 

(0; +∞). 

Поскольку 
1
2

2

x
x= − ,  то функция y

x
=

− +

− +

2 1

2 1
,  то есть функ­

ция y
x

= −
1
, является первообразной функции y

x
=

1
2

 на про­

межутке (0; +∞). Тогда по теореме 25.2 функция y
x

= −
2

 

является первообразной функции y
x

=
2
2
.  

Воспользовавшись теоремой 25.1, получаем, что функция 

y x
x

= −
2

3

23  является первообразной заданной в  условии 
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функции f. Тогда запись 
2

3

23x C
x

− +  является общим видом 

первообразных функции f. 

Решение примера 1 можно записать и так:

x dx x dx dx x dx x dx
x x

x x
+






 = + = + = +∫ ∫∫ ∫∫ −

+ − +

+

2 2

1

2
1

2 2

1

2 2

1

2
1 2

2 2 i
11

3

2 1

2

3

2

− +
+ = − +C x C

x
.

x dx x dx dx x dx x dx
x x

x x
+






 = + = + = +∫ ∫∫ ∫∫ −

+ − +

+

2 2

1

2
1

2 2

1

2 2

1

2
1 2

2 2 i
11

3

2 1

2

3

2

− +
+ = − +C x C

x
.

Пример  2  Найдите одну из первообразных функции: 
1) y = cos (2x + 1);

2) y
x

=
−

1

5 3 3( )
 на промежутке 

3

5
; .+∞








Решение. 1) Поскольку функция F (x) = sin x является 
первообразной функции f (x) = cos x, то по теореме 25.3 

функция y F kx b
k

= +
1

( ),  то есть функция y x= +
1

2
2 1sin ( ), 

является первообразной функции y = cos (2x + 1).

2) Поскольку 
1
3

3

x
x= − ,  то первообразной функции f x

x
( ) =

1
3

   

f x
x

( ) =
1
3

 является функция F x
x

( ) ,=
− +

− +3 1

3 1
 то есть F x

x
( ) .= −

1

2 2
 

Тогда первообразная функции y
x

=
−

1

5 3 3( )
 имеет вид y

x
= −







−

1

5

1

2 5 3 2
i

( )
, 

y
x

= −







−

1

5

1

2 5 3 2
i

( )
,  то есть y

x
= −

−

1

10 5 3 2( )
.  

Пример  3  Для функции  f x
x

( ) =
−

1

4 3
 найдите первообраз­

ную на промежутке −∞





; ,

3

4
 график которой проходит через 

точку M
1

2
2; .








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Решение. Согласно теореме 25.3 запись 
1

4
4 3ln ,x C− +  

где C — любое число, является общим видом первообразных 
функции f на данном промежутке.

На промежутке −∞





;

3

4
 искомая первообразная имеет вид 

F x x C( ) ln ( ) ,= − +
1

4
3 4  где C — некоторое число. Из условия 

следует, что F
1

2
2







 = . Тогда 

1

4

1

2
3 4 2ln ,−





 + =i C  отсюда C = 2.

Следовательно, F x x( ) ln ( ) .= − +
1

4
3 4 2  

Пример  4  Скорость движения материальной точки по ко­

ординатной прямой изменяется по закону v t
t

( ) .=
+

3

2 1
 

Найдите закон движения y = s (t), если s (0) = 3 (перемеще­
ние измеряется в метрах, время — в секундах).

Решение. Функция y = s (t) является первообразной функ­
ции y = v (t) на промежутке [0; +∞). Тогда можно записать

s t t C( ) ,= + +3 2 2 1
1

2
i i  то есть s t t C( ) ,= + +3 2 1

где C — некоторое число. Найдем C из условия s (0) = 3. 
Имеем:

3 2 0 1 3i + + =C , отсюда C = 0.

Тогда искомый закон движения задается формулой 

 s t t( ) .= +3 2 1  

В пункте 8 вы узнали, как найти производные произве­
дения функций, частного функций и производную сложной 
функции. Наверное, после ознакомления с материалом это­
го пункта у вас возник вопрос: как найти первообразные 

функций y = f (x) g (x),  y
f x

g x
=

( )

( )
 или y = f (g (x)), если из­

вестны первообразные функций y = f (x) и y = g (x)? К со­
жалению, общих правил нахождения первообразных таких 
функций не существует.
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25.1.° Найдите общий вид первообразных функции:
1) f (x) = 4 – 2x;

2) f (x) = 3x2 – x + 5;

3) f (x) = 5 sin x + cos x;

4) f (x) = x3 (2 – x2);

5) f (x) = 5ex – 2•3x;

6) f x x
x

( ) = −
6 3  на промежутке (–∞; 0);

7) f x
x

x
( )

sin
= +

9

42

4

 на промежутке (0; π);

8) f x
x

x( ) = +
4 3  на промежутке (0; +∞);

9) f x
x x

( ) = +
1 3
3 4

 на промежутке (–∞; 0);

10) f x x
x

( ) = −
6
5

 на промежутке (0; +∞).

25.2.° Найдите общий вид первообразных функции:
1) f (x) = x + 3;
2) f (x) = x2 + 4x – 1;

3) f x
x x

x
( ) ;=

+

+

3

2 1
 

4) f x ex x( ) ln ;= +
1

2
2 2

5) f x x
x

( ) sin
cos

= −
9
2

3  на промежутке −







π π

2 2
; ;

6)  f x x
x

( ) = −5 4 3
 на промежутке (0; +∞);

7) f x x
x

( ) = −6 2
2

2
 на промежутке (0; +∞);

8) f x
x x

( ) = +
9 8
10 9

 на промежутке (–∞; 0).
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25.3.• Найдите общий вид первообразных функции:
1) f (x) = sin 5x;

2) f x
x

( ) cos ;=2
2

 

3) f x x( ) ;= +





6

1

2

3

 

4) f x
x

( ) ;= −







7
2

4

 

5) f x
e x

( ) ;=
1
2

 

6) f (x) = 73x;

7) f x
x

( ) sin ;= − −







1

3 3 4

π

8) f x
x

( )
cos

=
1

32
 на промежутке −








π π

6 6
; ;

9) f x
x

( )
sin

=
8

42  на промежутке 0
4

; ;
π








10) f x
x

( ) =
−

1

2 1
 на промежутке 

1

2
; ;+∞








11) f x x( ) = +4  на промежутке [–4; +∞);

12) f x
x

( ) =
+

6

3 2
 на промежутке I = − +∞








2

3
; ;

13) f x
x

( )
( )

=
−

4

4 3 2
 на промежутке I = −∞






; ;

3

4

14) f x
x

( ) = −1
2

 на промежутке (–∞; 2].

25.4.• Найдите общий вид первообразных функции:

1) f x
x

( ) sin ;=
4

2) f x x( ) cos ;= −





2

6

π

3) f x e
x

( ) ;=
−5
2
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4) f x
x

( ) ;= +

1

23 5
 

5) f (x) = (2x – 3)5;

6) f x
x

( )
cos

=


 


−

1

2
4

2 π
 на промежутке −








π π

8

3

8
; ;

7) f x
x

( )
( )

=
−

3

3 1 3
 на промежутке 

1

3
; ;+∞








8) f x
x

( ) =
−

1

3
 на промежутке (–∞; 3);

9) f x
x

( )
sin

=
1

2

5

 на промежутке (0; 5p);

10) f x x( ) = +4 74  на промежутке − +∞







7

4
; .

25.5.• Для функции f на промежутке I найдите первообраз­
ную F, удовлетворяющую данному условию:
1) f (x) = 1 – 2x, I = (–∞; +∞), F (3) = 2;
2) f (x) = 3x2 – 4x, I = (–∞; +∞), F (1) = 4;

3) f x
x x

( ) sin cos ,= +
1

3 3

1

2 2
 I = (–∞; +∞), F (π) = 7;

4) f x x( ) cos ,= −







π

4
3  I = (–∞; +∞), F

π

4
2







 = ;

5) f x
x

( ) ,= −4
1
2

 I = (0; +∞), F
1

4
1







 = ;  

6) f x
x x

( ) ,= +
− +

7

4

1

4
 I = (4; +∞), F (5) = 6;

7) f x
x

( ) ,=
+

3

6 1
 I = − +∞








1

6
; ,  F (4) = 7;

8) f (x) = e3x, I = (–∞; +∞), F (0) = 1;
9) f (x) = (2 – 3x)2, I = (–∞; +∞), F (1) = 0;

10) f x
x

( ) ,
cos

=






−

4

6
6

2 π
 I = −








π π

18 9
; ,  F ( ) .0

2 3

9
= −
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25.6.• Для функции f на промежутке I найдите первообраз­
ную F, график которой проходит через данную точку:
1) f (x) = 3 – 6x, I = (–∞; +∞), A (–1; 0);
2) f (x) = 4x3 – 6x2 + 1, I = (–∞; +∞), B (1; 5);

3) f x x
x

( ) ,= −2
1

 I = (0; +∞), C (4; 10);

4) f (x) = 2 sin 3x, I = (–∞; +∞), D
π

3
0; ;









5) f x
x

( ) ,=
−

2

2
2

 I = (4; +∞), E (6; 12);

6) f (x) = e2x + 1, I = (–∞; +∞), M −







1

2
4; ;

7) f x
x e

( ) ,=
−

1

4 3 2
 I

e
= +∞








3

4

2

; ,  K (e2; 6);

8) f x
x

( ) ,
sin

=
1

8
2

 I = (0; 8π), N (2π; –3).

25.7.• Для функции f(x) = 4x3 + 4x найдите первообразную F, 
один из нулей которой равен –1. Найдите остальные нули 
этой первообразной.

25.8.• Для функции f(x) = x2 – 12 найдите первообразную F, 
один из нулей которой равен 3.

25.9.• Функции F1 и F2 являются первообразными функции f 
на промежутке (–∞; +∞). График функции F1 проходит 
через точку A, а функции F2 — через точку B. График 
какой из функций, F1 или F2, расположен выше, если:

1) f (x) = 5x4 – 3x2 – 2, A (1; 2), B (0; 5);	

2) f (x) = (2x – 1)2, A (2; 6), B (–1; 1)?

25.10.• Функции F1 и F2 являются первообразными функции  

f x
x

( ) =
−

1

5 1
 на промежутке 

1

5
; .+∞






  График функции F1 

проходит через точку M (1; 9), а функции F2 — через точ­
ку N (10; 8). График какой из функций, F1 или F2, располо­
жен выше?
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25.11.• Скорость материальной точки, которая двигается по 
координатной прямой, изменяется по закону v  (t) = t2 + 
+ 2t – 3. Запишите формулу зависимости ее координаты 
от времени, если в начальный момент времени t = 0 точка 
находилась в начале координат (скорость движения изме­
ряется в метрах в секунду).

25.12.• Тело двигается по координатной прямой со скоростью, 
которая определяется в любой момент времени t по фор­
муле v (t) = 6t2 + 1. Найдите формулу, которая выражает 
зависимость координаты точки от времени, если в момент 
времени t = 3 с тело находилось на расстоянии 10 м от на­
чала координат (скорость движения измеряется в метрах 
в секунду).

25.13.• Задайте формулой функцию, определенную на промежут­
ке (–∞; +∞), график которой проходит через точку A (–1; 6), 
а угловой коэффициент касательной, проведенной к этому 
графику в точке с абсциссой x, равен 6x2 – 5x4.

25.14.• Задайте формулой функцию, определенную на проме­
жутке (0; +∞), график которой проходит через точку  
B (4; –5), а угловой коэффициент касательной, проведенной 

к этому графику в точке с абсциссой x, равен 
3

1
x
+ .

25.15.•• Найдите:

1) sin ;2 x dx∫   2) sin cos ;5 3x x dx∫   3) sin sin .
7

3

5

3

x x
dx∫

25.16.•• Найдите:

1) cos ;22x dx∫ 	 2) cos cos .x x dx8∫
25.17.•• Для функции f (x) = 2x2 + 3x найдите такую первооб­

разную, что прямая y = 5x – 2 является касательной к ее 
графику.

25.18.••  Для функции f  (x) = x2 – 4 найдите такую перво­
образную, что прямая y = –3 является касательной к ее 
графику.

25.19.•• Для функции f(x) = –2x + 5 найдите такую первооб­
разную, что ее график имеет только одну общую точку с 
прямой y = 2.
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25.20.••  Для функции f(x) = x + 1 найдите такую первооб­
разную, что ее график имеет только одну общую точку 
с прямой y = –4.

25.21.••  Вася Ошибочкин ищет первообразную функции 
y = cos x2  так:
1) делает замену x2 = t и получает функцию y = cos t;
2) далее ищет первообразную функции y = cos t и получает 

y = sin t;
3) потом  вместо  t  подставляет  значение  t = x2  и  де­

лает  вывод,  что  каждая  первообразная  имеет  вид  
y = sin x2 + С, где C — некоторое число.

В чем состоит ошибка Васи?

	 26.	 Площадь криволинейной трапеции. 
Определенный интеграл

Рассмотрим функцию f, которая непрерывна на отрез­
ке [a; b] и принимает на этом промежутке неотрицательные 
значения. Фигуру, ограниченную графиком функции f и пря­
мыми y = 0, x = a и x = b, называют криволинейной трапецией.

На рисунке 26.1 приведены примеры криволинейных 
трапеций.

а б в

Рис. 26.1

Рассмотрим теорему, которая позволяет вычислять пло­
щади криволинейных трапеций.

Теорема 26.1. Площадь S криволинейной трапеции, 
ограниченной графиком функции y = f (x) и  прямыми 
y = 0, x = a и x = b (a < b), можно вычислить по формуле

S = F (b) – F (a),
где F — любая первообразная функции f на отрезке [a; b].
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Доказательство . Рассмотрим функцию y = S (x), где  
x ∈ [a; b], которая определена таким правилом.

Если x = a, то S (a) = 0; если x ∈ (a; b], то S (x) — это 
площадь криволинейной трапеции, показанной штриховкой 
на рисунке 26.2.

Докажем, что S′ (x) = f (x) для всех x ∈ [a; b].
Пусть x0 — произвольная точка отрезка [a; b] и œx — при­

ращение аргумента в точке x0, Ограничимся рассмотрением 
случая, когда œx > 0 (случай, когда œx < 0, рассматривают 
аналогично).

Имеем: œS = S (x0 + œx) – S (x0).
Получаем, что œS — это площадь криволинейной трапе­

ции, заштрихованной на рисунке 26.3.

Рис. 26.2 Рис. 26.3 Рис. 26.4

На отрезке AB как на стороне построим прямоугольник, 
площадь которого равна ∆S (рис. 26.4). Длины сторон этого 
прямоугольника равны ∆x и f (t), где t — некоторая точка 
промежутка [x0; x0 + ∆x]. Тогда ∆S = f  (t)•∆x. Отсюда 
∆

∆

S

x
f t= ( ).

Если ∆x → 0, то t → x0. Поскольку функция f непрерыв­
на в точке x0, то lim

t x→ 0

 f (t) = f (x0). Отсюда, если ∆x → 0, то 

f (t) → f (x0). Имеем 

 ′ = = =
→ →

S x f t f x
x x

S

x
( ) lim lim ( ) ( ).0 0 0 0∆ ∆

∆

∆

Поскольку x0 — произвольная точка области определения 
функции y = S (x), то для любого x ∈ [a; b] выполняется ра­
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венство S′ (x) = f (x). Получили, что функция y = S (x) явля­
ется одной из первообразных функции f на отрезке [a; b].

Пусть F — некоторая первообразная функции f на отрезке 
[a; b]. Тогда по основному свойству первообразной можно 
записать

F (x) = S (x) + C,

где C — некоторое число.
Имеем: 

F (b) – F (a) = (S (b) + C) – (S (a) + C) = S (b) – S (a) = S (b).

По определению функции y = S (x) искомая площадь S 
криволинейной трапеции равна S(b). Следовательно,

  
S = F (b) – F (a).

  


Пример  1  Найдите площадь S фигуры, ограниченной 

графиком функции f (x) = sin x и  прямыми y = 0, x =
π

3
  

и  x =
π

2
.

Решение. На рисунке 26.5 изображена криволинейная 
трапеция, площадь которой требуется найти.

Рис. 26.5

Одной из первообразных функции f (x) = sin x на отрезке 
π π

3 2
;






 является функция F (x) = –cos x. Тогда

 S F F= 





 −







 = − + =

π π π π

2 3 2 3

1

2
cos cos .  
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Пример  2  Найдите площадь S фигуры, ограниченной гра­
фиком функции f(x) = 4x – x2 и прямой y = 0.

Решение. График функции f  
пересекает прямую y = 0 в  точках 
x1 = 0 и  x2 = 4 (рис. 26.6). Тогда 
фигура, площадь которой требует­
ся найти, является криволинейной 
трапецией, ограниченной графиком 
функции f и прямыми y = 0, x = 0, 
x = 4.

Одной из первообразных функ­
ции f на отрезке [0; 4] является 

функция  F x x
x

( ) .= −2 2
3

3
 Тогда

S F F= − = − =( ) ( ) .4 0 2 42
34

3

32

3
i  

Определение. Пусть F — первообразная функции f на 
промежутке I, числа a и b, где a < b, принадлежат проме-
жутку I. Разность F (b) – F (a) называют определенным 
интегралом функции f на отрезке [a; b].

Определенный интеграл функции f на отрезке [a; b] обо­

значают f x dx
a

b

( )∫  (читают: «интеграл от a до b эф от икс де 

икс»). Следовательно,

	 f x dx F b F a
a

b

( ) ( ) ( )∫ = − 	 (1)

где F — произвольная первообразная функции f на проме­
жутке I. 

Например, функция F (x) = x3 является первообразной 
функции f (x) = 3x2 на промежутке (–∞; +∞). Тогда для про­
извольных чисел a и b, где a < b, можно записать:

3 2 3 3x dx F b F a b a
a

b

∫ = − = −( ) ( ) .

Заметим, что значение разности F (b) – F (a) не зависит 
от того, какую именно первообразную функции f выбрали. 

Рис. 26.6
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Действительно, каждую первообразную G функции f на про­
межутке I можно представить в виде  G (x) = F (x) + C, где 
C — некоторая постоянная. Тогда 

G (b) – G (a) = (F (b) + C) – (F (a) + C) = F (b) – F (a).

Равенство (1) называют формулой Ньютона–Лейбница.
Следовательно, для вычисления определенного интеграла 

f x dx
a

b

( )∫  по формуле Ньютона–Лейбница надо:

1) найти любую первообразную F функции f на отрезке  [a; b];
2) вычислить значение первообразной F в  точках x = b 

и x = a;
3) найти разность F (b) – F (a).
При вычислении определенных интегралов разность  

F (b) – F (a) обозначают F x
a

b
( ) .|

Используя такое обозначение, вычислим, например,  

cos .x dx
0

6
π

∫  Имеем: 

cos sin sin sin .|x dx x
0

6

0

6

6

1

2
0

π
π π

∫ = = − =  

Пример  3  Вычислите ( ) .x x dx4 2

1

2

2+ −∫
Решение. Имеем: 

( )x x dx x
x x4 2

1

2 5 3

1

2 5 3 5 3

2 2 2 2
5 3

2

5

2

3

1

5

1
+ − = + −







 = + −







 − +∫ i

33

8

15
2 1 6−







 =i .

( )x x dx x
x x4 2

1

2 5 3

1

2 5 3 5 3

2 2 2 2
5 3

2

5

2

3

1

5

1
+ − = + −







 = + −







 − +∫ i

33

8

15
2 1 6−







 =i . 

Если функция f имеет первообразную F на отрезке [a; b] 
и c ∈ (a; b), то из формулы Ньютона–Лейбница следует такое 
свойство определенного интеграла:

f x dx f x dx f x dx
a

b

a

c

c

b

( ) ( ) ( ) .∫ ∫ ∫= +
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Действительно,

f x dx F b F a F b F c F c F a f x dx f x
a

b

c

b

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫= − = −( )+ −( ) = + ddx
a

c

∫ .

f x dx F b F a F b F c F c F a f x dx f x
a

b

c

b

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫= − = −( )+ −( ) = + ddx
a

c

∫ .

Если каждая из функций f и g имеет первообразную на 
отрезке [a; b], то, используя теоремы 25.1 и 25.2, можно до­
казать (сделайте это самостоятельно) такие свойства опреде­
ленного интеграла:

1) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ;f x g x dx f x dx g x dx
a

b

a

b

a

b

+ = +∫ ∫ ∫

2)  kf x dx k f x dx
a

b

a

b

( ) ( ) ,∫ ∫=  где k — некоторое число.

Формула Ньютона–Лейбница позволяет установить связь 
между определенным интегралом и площадью S криволи­
нейной трапеции, ограниченной графиком функции y = f (x) 
и прямыми y = 0, x = a и x = b (a < b). 

Используя теорему 26.1, можно записать:

S f x dx
a

b

= ∫ ( )

Заметим, что в  этой формуле рассматриваются непре­
рывные функции  f, которые на отрезке [a; b] принимают 
только неотрицательные значения. Однако определенный 
интеграл можно использовать для вычисления площадей 
более сложных фигур.

Рассмотрим непрерывные на отрезке [a;  b] функции f 
и g такие, что для всех x ∈ [a; b] выполняется неравенство  
f (x) l g (x).  

Покажем, как найти площадь S фигуры Ф, ограничен­
ной графиками функций f и  g и  прямыми x = a и  x = b  
(рис. 26.7).

Перенесем фигуру Ф вверх на c0 единиц так, чтобы полу­
ченная фигура Ф1 находилась выше оси абсцисс (рис. 26.8). 
Фигура Ф1 ограничена графиками функций y = f (x) + c0 
и y = g (x) + c0 и прямыми x = a, x = b.
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Рис. 26.7 Рис. 26.8

Поскольку фигуры Ф и Ф1 имеют равные площади, то 
искомая площадь S равна разности Sf – Sg,
где Sf — площадь криволинейной трапеции, ограниченной 

графиком функции y = f (x) + c0 и прямыми y = 0, 
x = a и x = b (рис. 26.9, а);

Sg — площадь криволинейной трапеции, ограниченной 
графиком функции y = g (x) + c0 и прямыми y = 0, 
x = a и x = b (рис. 26.9, б)

а б
Рис. 26.9

Таким образом, используя свойства определенного инте­
грала, можем записать:

S S S f x c dx g x c dx f x c g x cf g
a

b

a

b

= − = +( ) − +( ) = +( )− +( )(∫ ∫( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 )) = −( )∫ ∫dx f x g x dx
a

b

a

b

( ) ( ) .

S S S f x c dx g x c dx f x c g x cf g
a

b

a

b

= − = +( ) − +( ) = +( )− +( )(∫ ∫( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 )) = −( )∫ ∫dx f x g x dx
a

b

a

b

( ) ( ) .
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Следовательно, если функции f и g непрерывны на от­
резке [a; b] и для всех x ∈ [a; b] выполняется неравенство 
f (x) l g (x),  то площадь S фигуры, ограниченной графика­
ми функций f и g и прямыми x = a и x = b, можно вычислить 
по формуле

S f x g x dx
b

= −∫ ( ( ) ( ))
a

Пример  4  Найдите площадь S 
фигуры, ограниченной графика­
ми функций f (x) = –x2 + 6x – 6 
и g (x) = x2 – 2x.

Решение. На рисунке 26.10 изо­
бражена фигура, площадь которой 
требуется найти.

Решив уравнение f (x) = g (x), 
устанавливаем, что графики функ­
ций f и g пересекаются в двух точ­
ках с абсциссами x = 1 и x = 3.

Тогда искомая площадь

S f x g x dx x x dx x x
x

= − = − + − = − + −






 =∫ ∫( ( ) ( )) ( )

1

3
2

1

3 3
2

1

3

2 8 6 4 6
2

3

= − + −






 − − + −







 =

2 3

3

2 1

3

8

3

3
2

3
24 3 6 3 4 1 6 1

i
i i

i
i i . 

Рис. 26.10
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26. Площадь криволинейной трапеции. Определенный интеграл

26.1.° Найдите площадь криволинейной трапеции, изобра­
женной на рисунке 26.11.

а б

в г

д е

ж з
Рис. 26.11
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26.2.° Найдите площадь криволинейной трапеции, изобра­
женной на рисунке 26.12. 

а б

в г

д е
Рис. 26.12

26.3.° Вычислите определенный интеграл:

1) x dx
5

7

∫ ; 	 4) x dx4

1

2

−
∫ ; 	 7) 

dx

x16

100

∫ ;

2) dx
3

8

∫ ; 	 5) sin ;x dx
0

3
π

∫  	 8) 
dx

x
e

e

2

3

∫ ;

3) x dx2

3

0

−
∫ ; 	 6) 

dx

xcos
;

2

4

3

π

π

∫ 	 9) 
dx

x2
1

10

∫ ;
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10) 3
2

3
x dx

−
∫ ;	 13) ( ) ;3 2

0

6

x x dx−∫

11) x dx3

1

8

∫ ; 	 14) ( sin cos ) .4 2
0

2

x x dx+∫
π

12) ( ) ;2 4
4

2

x dx+
−

−

∫
26.4.° Вычислите определенный интеграл:

1) 2
4

2

dx
−

−

∫ ; 	 4) 
dx

xsin
;

2

4

2

π

π

∫ 	 7) 
dx

x

e

1
∫ ;

2) x dx3

1

2

∫ ; 	 5) 
dx

x4
1

3

∫ ;	 8) x dx
4

9

∫ ;

3) cos ;x dx
0

2
π

∫ 	 6) e dxx

0

4

∫ ; 	 9) ( ) .1 5 4

1

1

−
−
∫ x dx

26.5.• Найдите площадь криволинейной трапеции, ограни­
ченной:
1) параболой  y = x2 + 1 и прямыми y = 0, x = 0, x = 2;

2) косинусоидой y = cosx и прямыми y = 0, x = −
π

6
,  x =

π

2
;

3) графиком функции y = –x3 и прямыми y = 0, x = –2;
4) параболой y = 3 – 2x – x2 и прямыми y = 0, x = –2, x = 0;

5) гиперболой  y
x

=
1

2
 и прямыми y = 0,  x =

1

4
,  x = 2;

6) параболой y = 2x – x2 и осью абсцисс;

7) синусоидой y = sin 2x и прямыми y = 0,  x =
π

12
,  x =

π

4
;

8) графиком функции y
x

=
−

1

1 2( )
 и прямыми y = 0, x = –1, 

x = 0;
9) графиком функции y = ex + 1 и прямыми y = 0, x = 0, 

x = –2;

10) графиком функции y x= −5  и прямыми y = 0, x = –4.
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26.6.• Найдите площадь криволинейной трапеции, ограни­
ченной линиями:
1) y = x2 – 1, y = 0, x = 2;	
2) y = –x2 – 4x, y = 0, x = –3, x = –1;	

3) y
x

= −
8
,  y = 0, x = –4, x = –2;	

4) y
x

=
+

1

2 2( )
,  y = 0, x = –1, x = 1;

5) y x= +4,  y = 0, x = –3, x = 5;

6) y
x

= 





 −

1

3
1,  y = 0, x = –2, x = –4.

26.7.• Докажите, что криволинейные трапеции, закрашен­
ные на рисунке 26.13, равновелики.

26.8.• Вычислите определенный интеграл:

1) ( ) ;4 4 33

1

3

x x dx− +∫  	 7) 
dx

x3 21

1

−−
∫ ;

2) cos ;
x

dx
3

2

3
2

π

π

∫ 	 8) sin cos ;
x

x dx
6

5
0

2

+





∫

π

 

3) 
3

22

6

3 dx

xsin
;

π

π

∫ 	 9) sin ;
ππ

3
3

0

2

−





∫ x dx

4) ( ) ;x dx−
−
∫ 3 2

2

1

 	 10) e dx
x

−

−
∫ 6

6

0

;

5) ( ) ;5 3 5

1
5

1

x dx−∫ 	 11) 
dx

x( )
;

4 1 3
1

1
2

+−

−

∫

6) 
dx

x3 22

6

−∫ ;	 12) 
x

dx
4

23

12

116

−∫ .  

26.9.• Вычислите определенный интеграл:

1) 
4
2

2

1

4

2 3
x

x x dx+ −





∫ ;  	 2) sin ;

x
dx

44
3

4

π

π

∫      3) 
dx

x
cos

;
20

2 3
−








∫ π

π

Рис. 26.13

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



267

26. Площадь криволинейной трапеции. Определенный интеграл

4) ( ) ;2 1 4

0

1

x dx−∫  	 7) 
dx

x3 10

3

+∫ ;

5) 
dx

x3 44

7

+∫ ; 	 8) 
dx

x( )
;

6 5 2
1

7
6

−∫

6) e dxx−∫ 2

3

4

ln

ln

; 	 9) 7 3
1

4

x dx−∫ .

26.10.• Найдите площадь фигуры, ограниченной линиями:
1) y = x2, y = 4;	   9) y = x2 + 2x + 1, y = x + 3;

2) y = 2x2, y = 2x;	 10) y = –x2 + 2x, y = x2;

3) y = ex, y = 1, x = 2;	 11) y = x3, y = x2;

4) y
x

=
4
, y = 1, x = 1;	 12) y = ex, y = e, x = 0;

5) y
x

=
4
, y = 4, x = 4;	 13) y

x
=
7
, x + y = 8;

6) y = x2 – 4x + 5, y = 5;	 14) y
x

=
2
2
,  y = 2x, x = 2;

7) y = 2 + x – x2, y = 2 – x;	 15) y = sin x, y = cos x, x = 0, x =
π

4
.

8) y = x2 + 2, y = x + 4;

26.11.• Найдите площадь фигуры, ограниченной:
1) графиком функции y = x3 и прямыми y = 8, x = 1;
2) параболой y = 0,5x2 и прямой y = –x;
3) параболой y = 4 – x2 и прямой y = 3;
4) параболой y = 6 + x – x2 и прямой y = 6 – 2x;
5) параболами y = x2 – 4x + 4 и y = 4 – x2;

6) гиперболой y
x

=
3

 и прямыми y = 3, x = 3;

7) графиком функции y = e–x и прямыми y = e, x = 0;

8) гиперболой y
x

=
5

 и прямой x + y = 6.

26.12.•• При каком положительном значении a определенный 

интеграл ( )6 2
0

−∫ x dx
a

 принимает наибольшее значение?
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26.13.•• При каких значениях a площадь фигуры, ограниченной 
линиями y = x2, y = 0, x = a, равна 9?

26.14.•• При каких значениях a площадь фигуры, ограниченной 
линиями y = 2x3, y = 0, x = a, равна 8?

26.15.•• При каком значении a прямая x = a разбивает фигуру, 

ограниченную графиком функции y
x

=
2

 и прямыми y = 0, 

x = 3, x = 12, на две равновеликие фигуры?

26.16.•• При каком значении a прямая x = a разбивает фигуру, 
ограниченную графиком функции y = –x3 и прямыми y = 0, 
x = –2, на две равновеликие фигуры?

26.17.•• При каких значениях a выполняется неравенство:

1) ( ) , ;4 2 3 0
0

− < >∫ x dx a
a

где    

2) 0 2 6
0 2 6

0 2

19

0 2
, , log ?

log ,

,
ln ,

x
a

dx a∫ > >где

26.18.•• При каких положительных значениях a выполняется 

неравенство 
1 1

22
1
2

1 1 5
x

dx a
a

+





 > >∫ , , ?где

26.19.•• Вычислите определенный интеграл:

1) tg2

0

12

3x dx

π

∫ ; 	 3) cos cos ;3
0

2

x x dx

π

∫

2) 2 2
0

4
sin ;

x
dx

−
∫
π

	 4) 
e x

x e

x

x
dx

+
∫

3

3
1

2

.

26.20.•• Вычислите определенный интеграл:

1) ctg2

5
4

15
4

5

x
dx

π

π

∫ ;	 3) sin7x x dxcos ;3

2

4

−

−

∫
π

π

2) cos2

2

2

2x dx
−

∫
π

π

;	 4) 
x e

x e

x

x
dx

2

2
2

1 −

−

−

∫ .

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



269

26. Площадь криволинейной трапеции. Определенный интеграл

26.21.•• Найдите площадь фигуры, ограниченной линиями:
1) y = x2 – 3x – 4, y = 0, x = 0, x = 3;	

2) y = –x2, y = x – 2;	

3) y = x2 – 4, y = 4 – x2;	

4) y = x2 – 2x, y = x;

5) y = 3 sin x, y = –2 sin x, x = 0, x =
2

3

π
;

6) y
x

= −
4

2, y = 2, x = 2, x = 4.

26.22.••  Найдите площадь фигуры, ограниченной линиями:
1) y = x2 – 4x, y = x – 4;

2) y = 3 – x2, y = 2x;		

3) y = cos x, y = –2 cos x, x = −
π

6
,   x =

π

2
;

4) y = 4 – x2, y = x2 – 2x.

26.23.•• Найдите площадь фигуры, ограниченной:

1) графиком функции y = 
2 1

2 1 1

2− <
−





x x

x x

, ,

,

если

если l
 и прямыми 

y = 0, x = –1, x = 2;

2) графиком функции y = 
cos , ,

,

x x

x x

если

если

−

− <







π

2
0

1 0 1

m m

m
 и пря­

мой y = 0.

26.24.•• Найдите площадь фигуры, ограниченной:

1) графиком функции y = 
x x

x x

+ < −

+ −





3 1

1 12

, ,

,

если

если l
 и прямыми 

y = 0, x = –2, x = 0;

2) графиком функции y = 
x x

x x

+ −

<







2 2 0

2 2 0
4

, ,

cos ,

если

если

m m

m
π   

и прямой y = 0.
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§ 3.  Интеграл и его применение

26.25.•• Найдите площадь фигуры, ограниченной параболой 

y x= +
1

2
2 1,  прямой, которая касается этой параболы 

в точке с абсциссой x0 = 2, и осями координат.

26.26.•• Найдите площадь фигуры, ограниченной осью аб­
сцисс, графиком функции y = 2x3 и  прямой, которая 
касается этого графика в точке с абсциссой x0 = 1.

26.27.•• Вычислите определенный интеграл, используя его 
геометрический смысл:

1) 1 2

1

1

−
−
∫ x dx; 	 4) 5 4 2

5

1

− −
−
∫ x x dx; 

2) 9 2

3

0

−
−
∫ x dx; 	 5) x dx

−
∫
4

1

;

3) 8 2

4

8

x x dx−∫ ; 	 6) x dx−∫ 2
0

5

.

26.28.•• Вычислите определенный интеграл, используя его 
геометрический смысл:

1) 25 2

5

5

−
−
∫ x dx; 	 3) 6 52

1

5

x x dx− −∫ ;

2) 12 2

0

2 3

−∫ x dx; 	 4) x dx+
−
∫ 1
2

2

.

26.29.* Вычислите определенный интеграл ln .x dx
e

1
∫

26.30.* Вычислите определенный интеграл arcsin .x dx
0

1

∫

	 27.	 Вычисление объемов тел

В предыдущем пункте вы узнали, как с помощью инте­
грирования можно вычислять площадь криволинейной тра­
пеции. Напомним, что если фигура ограничена графиками 
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27. Вычисление объемов тел

функций f и g и прямыми x = a и x = b (рис. 27.1), то ее 
площадь можно вычислить по формуле

S f x g x dx
a

b

= −∫ ( ( ) ( )) .

Рассмотрим функцию  l (x) = f (x) – g (x). Величина   
l (x0) =  f (x0) – g (x0) равна длине отрезка, по которому верти­
кальная прямая x = x0 пересекает данную фигуру (рис. 27.2). 
Следовательно, можно записать:

S l x dx
a

b

= ∫ ( ) .

Оказывается, что последнюю формулу можно обобщить 
для решения задач на вычисление объемов пространствен­
ных тел. 

l

y

a

z

x

x
0

0

b

S(x
0
)

Рис. 27.1 Рис. 27.2 Рис. 27.3

В пространственной прямоугольной декартовой системе 
координат рассмотрим тело Ф, объем которого равен V. 
Пусть плоскость x = x0 пересекает тело Ф по фигуре с пло­
щадью S (x0), а проекцией тела Ф на ось абсцисс является 
отрезок [a; b] (рис. 27.3). Если y = S (x) — непрерывная на 
отрезке [a; b] функция, то объем тела Ф можно вычислить 
по формуле

V S x dx
a

b

= ∫ ( )

Эту формулу можно доказать, используя идею доказа­
тельства теоремы 26.1. 

Покажем, как с помощью полученной формулы вывести 
формулу объема пирамиды. 
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§ 3.  Интеграл и его применение

Пусть дана пирамида с высотой OM, равной h, и основа­
нием, площадь которого равна S (рис. 27.4). Докажем, что 

объем пирамиды равен V Sh=
1

3
. Введем систему координат 

так, чтобы вершина пирамиды O совпала с началом коорди­
нат, а высота пирамиды OM принадлежала положительной 
полуоси абсцисс (рис. 27.5). Тогда основание пирамиды ле­
жит в плоскости x = h. Поэтому проекцией пирамиды на ось 
абсцисс является отрезок [0; h].

O

A

B
M

C

D
x

z

y

x
0

O

A

B
h

M

C

D

Рис. 27.4 Рис. 27.5

Пусть плоскость x = x0 пересекает пирамиду по много­
угольнику с площадью S (x0). Понятно, что плоскость сече­
ния параллельна плоскости основания пирамиды. Поэтому 
многоугольник, образованный в  сечении, подобен много­
угольнику основания пирамиды. При этом коэффициент 

подобия равен 
x

h
0 . Воспользовавшись теоремой об отношении 

площадей подобных фигур, можно записать: 

S x

S

x

h

( )
.0 0

2

2
=

Отсюда S x S
x

h
( ) .0

0

2

2
=  Теперь можно записать:

V S x dx S dx x dx Sh
h h h h

x

h

S

h

S

h

x S

h

h
= = = = = =∫ ∫ ∫( ) .

0 0

2

0 0

2

2 2 2

3

2

3

3 3

1

3
i i
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27. Вычисление объемов тел

Пример     Фигура, ограниченная графиком функции f (x) = 
= x2 + 1 и прямыми x = 0, x = 1, y = 0 (рис. 27.6), враща­
ется вокруг оси абсцисс, образуя тело объема V (рис. 27.7). 
Найдите V.

Решение. При пересечении образовавшегося тела плоско­
стью x = x0, где x0 ∈ [0; 1], получаем круг (рис. 27.8), радиус 
которого равен f(x0). Тогда площадь этого круга равна 

S x f x x x x( ) ( ) .0
2

0 0
2 2

0
4

0
21 2 1= = +( ) = + +( )π π π

Поэтому

V S x dx x x dx x
x x

= = + + = + +






 = + +

∫ ∫( ) ( )
0

1
4 2

0

1 5 3

0

1

2 1 1
5

2

3

1

5

2

3
π π π






 =

28

15

π
.

V S x dx x x dx x
x x

= = + + = + +






 = + +

∫ ∫( ) ( )
0

1
4 2

0

1 5 3

0

1

2 1 1
5

2

3

1

5

2

3
π π π






 =

28

15

π
.  

0 1

1

x

z

y A

0
x

z

y

x
0

Рис. 27.6 Рис. 27.7 Рис. 27.8

Вообще, имеет место такое утверждение.
Если при вращении фигуры, ограниченной графиком не­

прерывной и неотрицательной на отрезке [a; b] функции f 
и прямыми x = a, x = b, y = 0, вокруг оси абсцисс образуется 
тело объема V, то

V f x dx
a

b

= ∫ 2 ( )
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§ 3.  Интеграл и его применение

27.1.● Найдите объем тела, образованного вращением вокруг 
оси абсцисс фигуры, ограниченной линиями:
1) y = 2x + 1, x = 1, x = 0, y = 0;	
2) y = x2 + 1, x = 1, x = 2, y = 0;	

3) y x= ,  x = 1, x = 4, y = 0;

4) y = x2, y = x;

5) y
x

=
1
, y = 0, x =

1

2
,  x = 2, y = x.

27.2.● Найдите объем тела, образованного вращением вокруг 
оси абсцисс фигуры, ограниченной линиями:

1) y x= cos ,  y = 0, x = −
π

4
,  x =

π

4
;      

2) y = x – x2, y = 0;        

3) y x= ,  y = 1, x = 2.

27.3.● В шаре радиуса R на расстоянии 
R

2
 от центра шара 

проведена плоскость, которая разбивает шар на две части. 
Найдите объемы этих частей.

27.4.● Докажите, что объем шара радиуса R равен 
4

3
3πR .

27.5.● Выведите формулу для вычисления объема конуса.

Когда сделаны уроки

«Разумом он превзошел род человеческий»

Эти величественные слова написаны потомками о знаме­
нитом английском ученом — физике и математике Исааке 
Ньютоне. В истории науки рядом с И. Ньютоном стоит еще 
одна гигантская фигура — немецкого ученого Готфрида 
Вильгельма Лейбница, который оставил после себя неиз­
гладимый след в философии, математике, юриспруденции, 
логике, дипломатии, истории, политологии. Среди огромного 
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«Разумом он превзошел род человеческий»

Исаак Ньютон
(1643–1727)

Готфрид Вильгельм  
Лейбниц

(1646–1716)

научного наследия этих гениальных ученых особое место 
занимают результаты, связанные с созданием дифференци­
ального и интегрального исчисления — науки о производных 
и первообразных. 

Надо подчеркнуть, что Ньютон и Лейбниц создавали свои 
теории в  те времена, когда привычные для нас понятия 
и  термины либо вообще не существовали, либо не имели 
точного смысла. Попробуйте представить себе учебник по 
алгебре, в котором нет терминов «множество», «функция», 
«действительное число», «предел» и т. п. Более того, многие 
удобные современные обозначения тогда еще не стали обще­
употребительными. Некоторые из них Ньютону и Лейбницу 
пришлось самим изобретать, обобщать и  приспосабливать 
к потребностям. Например, Лейбниц начал обозначать опе­
рацию умножения точкой (до того использовали символы:  
, ×, ∗, Μ и т. д.), операцию деления — двоеточием (ранее 
часто использовали букву D); Ньютон распространил обо­
значение для степени an на случай целых и дробных значений 

n, а обозначение  x  обобщил до xn .  Термин «функция» 

и символ интеграла « ∫ » впервые встречаются в трудах Лейб­

ница.
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§ 3.  Интеграл и его применение

Вообще, историю развития математики можно смело раз­
делить на эпохи до и после появления производной и инте­
грала. Открытия Ньютона и  Лейбница дали возможность 
ученым быстро и  просто решать задачи, которые раньше 
считались абсолютно неприступными. 

Приведем показательный пример. В  первой половине 
XVII века выдающийся итальянский математик Бонавенту­
ра Кавальери предложил новый метод для вычисления пло­
щадей. Пользуясь этим методом, Кавальери смог вычислить 
площадь S криволинейной трапеции, ограниченной графи­
ком функции y = xn, осью абсцисс и вертикальной прямой 
x = 1, при некоторых значениях n (рис. 27.9). Настойчиво 
работая более 10 лет, с помощью крайне сложных и громозд­
ких рассуждений Кавальери смог решить задачу только для 
натуральных значений n, меньших 10. 

Нечего и  говорить, что, используя формулу Ньютона–
Лейбница, искомую площадь можно найти в  одну строку 
не только для натуральных, а и для всех положительных 
значений n:

S x dxn
nx

n n n n
= = = − =∫

+

+ + + +0

1 1

0

1

1

1

1

0

1

1

1
.

Однако в те времена метод, предложенный 
Кавальери, имел необычайно важное значение, 
поскольку до XVII века в течение нескольких 
тысяч лет все попытки ученых решить такую 
или подобную задачи были вообще безрезуль­
татными.  

Для своих расчетов Кавальери сформулировал такой 
принцип:

если все прямые, параллельные между со­
бой, пересекают фигуры F1 и F2 по отрезкам 
одинаковой длины (рис. 27.10), то такие 
фигуры имеют равные площади.

Ознакомившись  с  этим  принципом,  
в  1644 году выдающийся итальянский ма­
тематик и  физик Эванджелиста Торричел­
ли писал: «Без сомнений, геометрический 
принцип Кавальери — удивительное по своей 

Рис. 27.9

Рис. 27.10
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экономии средство для нахождения теорем… Это — дей­
ствительно царская дорога среди зарослей математического 
терновника».

Например, из принципа Кавальери следует, что прямо­
угольник и параллелограмм с одинаковыми стороной и вы­
сотой имеют равные площади (рис. 27.11). Однако принцип 
Кавальери работает и для более сложных фигур. Например, 
рассмотрим две фигуры: единичный квадрат и «криволиней­
ный четырехугольник» ABCD, ограниченный линиями  

y x= ,  y x= +1,  x = 0, x = 1 (рис. 27.12). Понятно, что 

каждая вертикальная прямая пересекает обе фигуры по от­
резкам единичной длины. Тогда из принципа Кавальери 
следует, что площадь «криволинейного четырехугольника» 
ABCD равна площади единичного квадрата, то есть единице. 
В справедливости этого вывода вы можете убедиться само­
стоятельно, вычислив площадь «криволинейного четырех­
угольника» ABCD с помощью формулы Ньютона–Лейбница. 

Рис. 27.11 Рис. 27.12

Идеи, близкие к сформулированному принципу Кавалье­
ри, натолкнули Ньютона и Лейбница на создание удобной 
общей теории, которая позволяет просто и быстро строить 
касательные к сложнейшим кривым, находить наибольшие 
и наименьшие значения функций, вычислять площади раз­
нообразных фигур, решать многие другие важные и сложные 
задачи.

«Разумом он превзошел род человеческий»
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§ 3.  Интеграл и его применение

Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 3

1. Какая из данных функций является первообразной функ­
ции f (x) = x4?

А) F (x) = 4x3;   Б) F x
x

( ) ;=
5

5
  В) F (x) = x5;  Г) F x

x
( ) .=

5

4
2. В каком из данных случаев функция F является перво­

образной функции f?
А) f (x) = sin x, F (x) = cos x;	

Б) f (x) = 2x, F (x) = 2x ln 2; 

В) f (x) = x, F (x) = 1;

Г) f (x) = cos x, F (x) = sin x.

3. Укажите общий вид первообразных функции f x
x

( ) =
4
5

 

на промежутке (0; +∞).

А) −
1
4x
; 	 В) − +

20
6x

C; 	

Б) − +
1
4x

C; 	 Г) − +
2

3 6x
C.

4. Какая из данных функций является первообразной функ­

ции f x
x

( ) =
1

 на промежутке (–∞; –1]?

А) F (x) = –1 – ln x;	 В) F (x) = ln (x – 1);

Б) F (x) = ln (1 – x);	 Г) F (x) = ln (–x) – 1.

5. Укажите общий вид первообразных функции f (x) = e6x.

А) e6x + С;	 В) 
e

x
C

x6 1

6 1

+

+
+ ; 	

Б) 6e6x + С;	 Г) 
1

6
6e Cx + .

6. Функция F является первообразной функции f (x) = x – 3. 
Через какую из данных точек проходит график функ­
ции F, если F (2) = 5?

А) (0; 8);	 Б) (–2; 17);	 В) (1; 5,5);	 Г) (4; 4).
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 Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 3

7. Какая из данных функций является первообразной функ­
ции f (x) = 7x?

А) F x
x

( ) ;
ln

=
7

7
	 В) F (x) = 7x;

Б) F (x) = 7x ln 7;	 Г) F x
x

x
( ) .=

+

+

7

1

1

8. Вычислите интеграл x dx2

0

3

∫ .

А) 27;	 Б) 9;	 В) 6;	 Г) 3.

9. Вычислите интеграл sin .3

9

3

x dx
π

π

∫

А) 
1

2
; 	 Б) −

1

2
; 	 В) 1

1

2
; 	 Г) −1

1

2
.

10. Вычислите интеграл 
dx

x
sin

.
22

3 2
π

π

∫

А) 
2 3

3
;	 Б) 2 3; 	 В) 

3

3
; 	 Г) 3.

11. Вычислите интеграл 
dx

x2 72

6

−−
∫ .

А) –4;	 Б) 4;	 В) –2;	 Г) 2.

12. Вычислите интеграл ( ( ) ) ,f x dx+
−
∫ 1
1

4

 если f x dx( ) .
−
∫ =
1

4

2

А) 3;	 Б) 5;	 В) 7;	 Г) 9.

13. На рисунке изображен график функции y = f (x). Най­

дите значение выражения ′ − ′
−
∫ ∫f x dx f x dx( ) ( ) .
6

0

0

4

А) 0;
Б) 2;       
В) 1;     
Г) найти невозможно.
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14. Вычислите площадь закрашенной фигуры, изображенной 
на рисунке.

А) 
π
6

;	

Б)  
1

2
; 	

В) 
3

2
;

Г) 1.
15. Найдите площадь криволинейной трапеции, ограничен­

ной линиями y = 6x – x2, y = 0, x = 1, x = 3.

А) 12
2

3
; 	 Б) 14

1

3
;	 В) 14

2

3
;	 Г) 15

1

3
.

16. Значение какого из данных интегралов равно площади 
закрашенной фигуры, изображенной на рисунке?

А) 
x

dx
20

4

∫ ; 	

Б) x dx
0

4

∫ ; 	

В) x dx
x

−





∫ 20

4

; 	

Г) 
x

x dx
20

4

−





∫ .

17.  Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями 
y = x2,  y = 2 – x.
А) 3,5;	 Б) 4;	 В) 4,5;	 Г) 5.

18. При каком значении a прямая x = a разбивает фигуру, 

ограниченную графиком функции y
x

=
10

 и  прямыми 

y = 0, x = 2, x = 8, на две равновеликие фигуры?
А) 4;          Б) 5;         В) 10;        Г) такого значения не существует.
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	 28.	 Комбинаторные правила суммы 
и произведения

Сколькими способами ученики вашего класса могут стать 
друг за другом в  очереди в  буфет? Сколькими способами 
можно выбрать в  вашем классе старосту и  его заместите­
ля? Сколькими способами могут распределиться золотые, 
серебряные и  бронзовые медали на чемпионате мира по 
футболу?

Отвечая на эти вопросы, надо подсчитать, сколько различ­
ных комбинаций, образованных по определенному правилу, 
можно составить из элементов данного конечного множества. 
Область математики, которая занимается решением подоб­
ных задач, называют комбинаторикой.

В основе решения большинства комбинаторных задач ле­
жат два правила: правило суммы и правило произведения.

Рассмотрим  такой  пример.  Туриста  заинтересовали 
5 маршрутов в Крыму и 7 маршрутов в Карпатах. Выясним, 
сколькими способами он может организовать свой отпуск, 
имея время только на один маршрут.

Поскольку всего имеется 5 + 7 = 12 различных маршру­
тов, то один из них можно выбрать 12 способами. 

Обобщением этого примера является следующее пра­
вило.

Правило суммы. Если элемент a можно выбрать m спо-
собами, а элемент b можно выбрать k способами, то выбор 
«a или b» можно осуществить m + k способами.

Обратимся снова к примеру с выбором маршрутов. Если 
у туриста есть время на два маршрута и он хочет побывать 
сначала в Крыму, а затем в Карпатах, то он может организо­
вать свой отдых 35 способами. Действительно, если выбрать 
один маршрут в Крыму, то парой к нему может быть любой 
из 7 карпатских маршрутов. Так как маршрутов в Крыму 5, 
то количество пар (маршрут в Крыму; маршрут в Карпатах) 
равно 7 + 7 + 7 + 7 + 7 = 7•5 = 35.

Эти соображения иллюстрирует следующая таблица:
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  Карпатские маршруты

1 2 3 4 5 6 7

К
р
ы

м
ск

и
е 

м
ар

ш
р
у
ты

1 (1; 1) (1; 2) (1; 3) (1; 4) (1; 5) (1; 6) (1; 7)

2 (2; 1) (2; 2) (2; 3) (2; 4) (2; 5) (2; 6) (2; 7)

3 (3; 1) (3; 2) (3; 3) (3; 4) (3; 5) (3; 6) (3; 7)

4 (4; 1) (4; 2) (4; 3) (4; 4) (4; 5) (4; 6) (4; 7)

5 (5; 1) (5; 2) (5; 3) (5; 4) (5; 5) (5; 6) (5; 7)

Обобщением этого примера является такое правило.

Правило произведения. Если элемент a можно вы-
брать m способами и после каждого такого выбора элемент 
b можно выбрать k способами, то выбор «a и b» в указанном 
порядке, то есть выбор упорядоченной пары (a; b), можно 
осуществить mk способами.

Пример  1  Сколько четырехзначных чисел можно составить 
из цифр 1, 2, 3, 4, причем так, чтобы в каждом числе все 
цифры были разными?

Решение. Первой цифрой в таком четырехзначном числе 
может быть любая из четырех цифр: 1, 2, 3 или 4. Имеем: 
4 варианта.

Поскольку все цифры в этом четырехзначном числе долж­
ны быть разными, то какой бы ни была первая цифра, второй 
цифрой числа может быть любая из трех оставшихся цифр. 
Следовательно, для каждого из 4 вариантов первой цифры 
существует 3 варианта для второй цифры. Используя правило 
произведения, имеем, что первые две цифры четырехзнач­
ного числа можно выбрать 4•3 = 12 способами.

Рассуждая аналогично, можно утверждать, что для каждо­
го из этих 12 вариантов выбора первых двух цифр существует 
два варианта выбора третьей цифры. Действительно, если 
в качестве первых двух цифр выбраны, например, цифры 1 
и 2, то третьей цифрой может быть любая из двух цифр 3 или 
4. Используя правило произведения, приходим к выводу, что 
первые три цифры можно выбрать 4•3•2 = 24 способами.

Поскольку все цифры в четырехзначном числе должны 
быть разными, то первые три цифры числа однозначно опре­
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деляют последнюю четвертую цифру. Поэтому из цифр 1, 2, 
3, 4 можно составить  4•3•2•1 = 24 четырехзначных числа 
так, чтобы в каждом числе все цифры были различными.

Ответ: 24.

При решении примера 1 нам пришлось вычислять произ­
ведение 4•3•2•1. В комбинаторных задачах произведение 
последовательных натуральных чисел от 1 до n встречается 
так часто, что получило специальное название «факториал» 
и обозначение n! (запись «n!» читают: «эн факториал»):

n! = 1•2•3•...•n.
Например, 3! = 1•2•3 = 6, 5! = 1•2•3•4•5 = 120.

Пример  2  Для защиты информации на компьютере исполь­
зуют пароль — последовательность букв и цифр длиной от 3 
до 5 символов (пароль может содержать несколько одинако­
вых символов). Сколько различных паролей можно создать, 
используя 26 букв и 10 цифр?

Решение. Рассмотрим количество различных паролей из 
трех символов. Первым символом можно выбрать любую букву 
или любую цифру. Следовательно, имеем 36 вариантов. Ана­
логично для выбора второго и третьего символов существует 
по 36 вариантов. Используя правило произведения, имеем, что 
существует 363 различных паролей из трех символов. 

Таким же образом доказываем, что количество паролей из 
четырех символов равно  364, а паролей из пяти символов — 365.

Поэтому, используя правило суммы, получаем, что общее 
количество паролей составляет 363  + 364  +  365. 

 Задача      Докажите, что количество подмножеств про­
извольного n-элементного множества M равно 2n.

Решение. Пронумеруем все элементы множества M. Имеем:
M = {a1, a2, ..., an}.

Рассмотрим конечные последовательности, содержащие 
n членов и состоящие из нулей и единиц.
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Каждому подмножеству A множества M поставим в со­
ответствие одну из таких последовательностей, выбранную 
по правилу:

если •• ak ∈ A, то на k-м месте в последовательности стоит 
число 1;

если •• ak ∉ A, то на k-м месте в последовательности стоит 
число 0.
Например,

A = {a2, a4} → 0, 1, 0, 1, 0, 0, ..., 0

B = {a3} → 0, 0, 1, 0, 0, 0, ..., 0

C = {an} → 0, 0, 0, 0, 0, 0, ..., 0, 1

M → 1, 1, 1, ..., 1

∅  → 0, 0, 0, ..., 0

Ясно, что каждому подмножеству множества M соответ­
ствует единственная последовательность и наоборот, каждая 
последовательность является соответствующей единственно­
му подмножеству множества M. Следовательно, количество 
подмножеств множества M равно количеству рассматривае­
мых последовательностей.

При конструировании последовательностей любой член 
можно выбрать только двумя способами: записать 0 или за­
писать 1. Следовательно, можно сконструировать 2 2 2 2i i i  ...

n

n

множителей

=  

различных последовательностей. 

28.1.•  Из города A в  город B ведут 
4 дороги, а из города B в город C 
ведут 3 дороги (рис. 28.1). Сколь­
кими способами можно проехать 
из города A в город C?

28.2.• Кафе предлагает в меню 3 первых блюда, 6 вторых блюд 
и 5 третьих блюд. Сколько существует способов выбрать 
обед из трех блюд (по одному блюду каждого вида)?

Рис. 28.1
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28.3.• Будем рассматривать слоги из двух букв, первая из 
которых является согласной, а вторая — гласной. Сколько 
таких различных слогов можно составить из букв слова:
1) сабля;	 2) шаровары?

28.4.• В корзине лежат 10 яблок и 7 груш. Антон выбирает 
яблоко или грушу. После этого Максим выбирает яблоко 
и грушу. В каком случае у Мак­
сима больше возможностей для 
выбора: когда Антон взял яблоко 
или когда Антон взял грушу?

28.5.•  На рисунке 28.2 показана 
схема дорог, ведущих из города A 
в город B. Сколькими способами 
можно проехать из города A в го­
род B?

28.6.• Кафе предлагает в меню 3 различных салата, 6 раз­
личных мясных блюд и 5 различных десертов. Сколько 
существует способов выбрать обед из двух блюд разного 
вида?

28.7.• На вершину горы ведет 5 маршрутов. Сколькими спо­
собами альпинист может подняться на гору и спуститься 
с нее? Ответьте на этот вопрос также при условии, что 
подъем и спуск должны проходить по разным маршрутам.

28.8.• Сколько пятизначных чисел можно составить из цифр 
1, 2, 3, 4, 5, причем так, чтобы в каждом числе все цифры 
были различными?

28.9.• Сколько пятизначных чисел, все цифры которых раз­
личны, можно составить из цифр 1, 2, 3, 4, 5, если эти 
числа должны начинаться:
1) с цифры 1;	 2) с записи «34»?

28.10.• Сколько четырехзначных чисел можно записать с по­
мощью цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6?

28.11.• Сколько существует трехзначных чисел, все цифры 
которых нечетные?

28.12.• Сколько четырехзначных чисел можно записать с по­
мощью цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5?

Рис. 28.2
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28.13.• Сколько существует трехзначных чисел, все цифры 
которых четные?

28.14.• Сколько существует семизначных телефонных номе­
ров, которые не начинаются с цифры 0?

28.15.• Монету бросают 4 раза. Сколько различных последо­
вательностей гербов и цифр можно получить?

28.16.• Игральный кубик бросают 3 раза. Сколько различных 
последовательностей очков можно получить?

28.17.• Сколько трехзначных четных чисел можно записать 
с помощью цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6?

28.18.• Сколько трехзначных нечетных чисел можно записать 
с помощью цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6?

28.19.• Сколько пятизначных чисел, все цифры которых должны 
быть различными, можно составить из цифр 0, 1, 2, 3, 4?

28.20.• Сколько четных пятизначных чисел можно составить 
из цифр 1, 2, 3, 4, 5 так, чтобы в каждом числе цифры 
были различными?

28.21.•  Сколько существует пятизначных чисел, которые 
делятся нацело на 5?

28.22.•  Сколько существует семизначных чисел, которые 
делятся нацело на 25?

28.23.•• Сколькими способами можно поставить на шахмат­
ную доску две ладьи (белую и черную) так, чтобы они не 
били друг друга?

28.24.•• В книжном магазине есть 4 различных издания поэмы 
«Энеида», 3 различных издания пьесы «Наталка Полтав­
ка» и 2 различных издания пьесы «Москаль-чаривнык». 
Кроме того, есть 5 различных книг, в которых содержатся 
поэма «Энеида» и пьеса «Наталка Полтавка», и 6 раз­
личных книг, в  которых содержатся пьесы «Наталка 
Полтавка» и «Москаль-чаривнык». Сколькими способами 
можно сделать покупку, которая содержала бы по одному 
экземпляру каждого из этих произведений?

28.25.•• Сколько существует семизначных чисел, все цифры 
которых имеют одинаковую четность?
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28.26.•• Для шифрования сообщений используют цифры 0, 1, 
2, 3. Слово в сообщении содержит от одной до пяти цифр. 
Какое наибольшее количество различных слов может со­
держать сообщение?

28.27.•• Сколькими способами можно распределить заказ на 
печатание 10 различных учебников между двумя книж­
ными фабриками?

28.28.•• У ученика есть 7 книг по математике, 4 книги по 
физике и 2 книги по астрономии. Сколькими способами 
он может расставить эти книги на полке так, чтобы книги 
по одному предмету стояли рядом?

28.29.•• Пять мальчиков и пять девочек садятся в ряд на 10 
стульев. Сколькими способами они могут расположиться 
так, чтобы мальчики сидели на стульях с четными номе­
рами, а девочки — на стульях с нечетными номерами?

28.30.•• Сколько существует пятизначных чисел, в  записи 
которых есть хотя бы одна нечетная цифра?

28.31.•• Сколько существует пятизначных чисел, в  записи 
которых есть хотя бы одна четная цифра?

28.32.•• Сколько существует пятизначных чисел, содержащих 
хотя бы две одинаковые цифры?

28.33.•• Игральный кубик бросают три раза. Сколько раз­
личных последовательностей очков, среди которых есть 
хотя бы одна шестерка, можно получить?

28.34.•• Среди 10 человек двое знакомы. Сколькими способа­
ми можно посадить этих людей на 10 стульев так, чтобы 
знакомые сидели рядом?

28.35.•• Сколько пятизначных чисел можно записать с по­
мощью цифр 1, 2, 3, 4, 5 так, чтобы цифры в числе не 
повторялись и четные цифры не стояли рядом?

28.36.•• Будем считать словом любую конечную последова­
тельность букв русского алфавита. Сколько различных 
слов можно образовать, переставляя буквы слова: 1) мо­
локо; 2) математика; 3) комбинаторика?

28.37.* Сколько натуральных делителей имеет число 24•53•76?
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Вы знаете, что при записи множества его элементы пишут 
в произвольном порядке. Например, {a, b, c} = {c, a, b}. Од­
нако в комбинаторике рассматривают также упорядоченные 
множества.  Например, запись (b, а, c) задает трехэлементное 
упорядоченное множество, в котором на первом месте стоит 
элемент b, на втором — элемент а, а на третьем — элемент c. 
Запись (c, b, а) задает другое упорядоченное множество из 
тех же самых элементов а, b и c.

Определение. Перестановкой конечного множества M 
называют любое упорядоченное множество, образованное из 
всех элементов множества M.

Например,  существует  6  перестановок  множества  
M = {a, b, c}. Выпишем их:

 (a, b, c), (a, c, b), (b, a, c), (b, c, a), (c, a, b), (c, b, a).
Перестановки данного конечного множества отличаются 

только порядком следования элементов.
Теперь задачу о количестве способов, которыми ученики 

вашего класса могут выстроиться друг за другом в очереди 
в буфет, можно сформулировать так: «Сколько существует 
перестановок множества учеников вашего класса?»

Количество перестановок n-элементного множества M обо­
значают символом Pn, используя первую букву французского 
слова permutation — перестановка. Например, рассматривая 
множество M = {a, b, c}, мы установили, что P3 = 6.

Если M = {a}, то существует только один способ упорядо­
чения этого множества: a — это первый элемент. Поэтому 
P1 = 1.

Докажем, что для любого натурального n справедлива 
формула

Pn = n! 

Пусть множество M состоит из n элементов. Записать лю­
бую перестановку множества M — это фактически присвоить 
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каждому элементу этого множества некоторый номер от 1 
до n. Поэтому количество перестановок множества M равно 
количеству способов нумерации его элементов.

Выберем некоторый элемент a этого множества. Суще­
ствует n способов присвоить этому элементу номер. Далее 
выберем некоторый элемент b из множества M. Так как 
элементу a номер уже присвоен, то существует n – 1 спо­
соб присвоить номер элементу b. Понятно, что следующий 
элемент можно пронумеровать n – 2 способами и т. д. Для 
последнего невыбранного элемента множества M существует 
только один способ присвоить ему номер, так как к этому 
моменту n – 1 элемент уже получили свои номера.

Следовательно, по правилу произведения можно записать:
Pn = n•(n – 1)•(n – 2)•...•2•1, то есть

Pn = n!

Пример  1  Сколькими способами можно расположить на 
шахматной доске 8 одинаковых ладей так, чтобы они не 
били друг друга?

Решение. Для того чтобы ладьи не могли бить друг дру­
га, на каждой горизонтали и на каждой вертикали должна 
стоять только одна ладья (рис. 29.1).

Рис. 29.1

Пусть a1 — номер вертикали, на которой стоит ладья 
с первой горизонтали, a2 — номер вертикали, на которой 
стоит ладья со второй горизонтали, ..., a8 — номер вертика­
ли, на которой стоит ладья с восьмой горизонтали.
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1 Международная федерация футбольных ассоциаций.

Ясно, что (a1, a2, ..., a8) — некоторая перестановка множе­
ства {1, 2, ..., 8}. Каждой такой перестановке соответствует 
определенное расположение ладей, соответствующее условию 
задачи, и наоборот, каждому допустимому расположению ла­
дей соответствует определенная перестановка этого множества.

Следовательно, искомое количество способов равно P8, то 
есть 8!. 

Рассмотрим еще несколько типовых комбинаторных задач. 

Пример  2  По правилам FIFA1 в финальной части чемпио­
ната мира по футболу участвуют 32 команды. Сколькими 
способами могут быть распределены золотые, серебряные 
и бронзовые медали (три призовых места) между командами?

Решение. На первое место может попасть любая из 32 ко­
манд, на второе место — любая из остальных 31 команды, на 
третье — любая из оставшихся 30 команд. По правилу про­
изведения количество возможных вариантов распределения 
мест равно 32•31•30 = 29 760. 

Решив эту задачу, мы выяснили, сколько существует 3-эле‑ 
ментных упорядоченных подмножеств данного 32-элементного 
множества. Каждое из таких упорядоченных подмножеств 
называют размещением из 32 элементов по 3 элемента.

Определение. Любое k-элементное упорядоченное под-
множество данного n-элементного множества называют 
размещением из n элементов по k элементов.

Количество всех возможных размещений из n элементов 
по k элементов обозначают символом An

k , используя первую 

букву французского слова arrangement — размещение.
Результат, полученный в задаче о распределении призо­

вых мест, позволяет сделать вывод, что
 A32

3  = 32•31•30 = 29 760.

Докажем, что при любых натуральных n и k таких, что 
k m n, справедлива формула

	 A n n n n kn
k = − − − +( ) ( ) ... ( )1 2 1i i 	 (1)

Рассмотрим n-элементное множество и сформируем его 
k-элементное упорядоченное подмножество.
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Существует n способов выбора первого элемента подмно­
жества. Второй элемент подмножества можно выбрать уже 
только n  –  1 способами. После выбора первого и  второго 
элементов остается n – 2 способа для выбора третьего эле­
мента подмножества. Вообще, выбор k-го элемента можно 
осуществить n – k + 1 способами.

Следовательно, по правилу произведения можно записать:
An

k  = n(n – 1)(n – 2)•...•(n – k + 1).

Так как существует только одно n-элементное подмноже­
ство данного n-элементного множества, то число An

n  — это 

количество перестановок n-элементного множества, то есть

A Pn
n

n=

Этот факт подтверждает формула (1). Действительно, при 
k = n получим:

A n n n n n nn
n = − − − + =( ) ( ) ... ( ) !1 2 1i i

По определению принято считать, что 0! = 1. Эта догово­
ренность позволяет формулу (1) записать компактнее.

Умножим и разделим выражение, стоящее в правой части 
формулы (1), на (n – k)! (это возможно, так как (n – k)! ≠ 0). 
Имеем:

An
k n n n n k n k

n k

n

n k
= =

− − − + −

− −

( ) ( ) ... ( ) ( ) !

( ) !

!

( ) !
.

1 2 1i i
 

Получаем формулу

An
k n

n k
=

−

!

( )!

Пример  3  Сколько существует правильных дробей, числи­
тель и знаменатель которых — простые числа, меньшие 30?

Решение. Множество {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29} 
состоит из всех простых чисел, меньших 30. Количество 
2-элементных упорядоченных подмножеств этого множества 
равно количеству обыкновенных дробей, отличных от еди­
ницы, числитель и знаменатель которых — указанные про­
стые числа. Половина из этих дробей — правильные. Следо­

вательно, искомое число равно 
1

2
10
2 45A = .  
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Рассмотрим такие две задачи. Сколькими способами 
в классе, в котором 30 учащихся, можно выбрать старосту 
и его заместителя? Сколькими способами в этом классе мож­
но назначить двух дежурных?

Ответ на первый вопрос вам известен: это количество 
2-элементных упорядоченных подмножеств 30-элементного 
множества, то есть A30

2 . Чтобы ответить на второй вопрос, надо 

определить количество 2-элементных подмножеств 30-эле­
ментного множества (именно подмножеств, а не упорядочен­
ных подмножеств). Каждое из таких подмножеств называют 
сочетанием (комбинацией) из 30 элементов по 2 элемента.

Определение. Любое k-элементное подмножество за-
данного n-элементного множества называют сочетанием 
(комбинацией)  из n элементов по k элементов.

Количество всех возможных сочетаний из n элементов по 
k элементов обозначают символом Cn

k , используя первую 

букву французского слова combinaison — комбинация.
Так, задачу о количестве способов назначения дежурных 

можно сформулировать так: чему равно C30
2 ?

Вычислим значение Cn
k  для нескольких очевидных слу­

чаев. Например, C nn
1 = , Cn

n =1.  Действительно, существует 

n одноэлементных подмножеств и одно n-элементное под­
множество заданного n-элементного множества.

Поскольку любое множество имеет только одно подмноже­
ство, не содержащее ни одного элемента (речь идет о пустом 
множестве), то

Cn
0 1= .

Также понятно, что 

C0
0 1= .

Докажем, что при любых натуральных n и k таких, что 
k m n, справедлива формула

	 A C Pn
k

n
k

k= i 	 (2)

Рассмотрим некоторое n-элементное множество. Количе­
ство его k-элементных подмножеств равно Cn

k . Из каждого 
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такого подмножества можно образовать k! упорядоченных 
k-элементных подмножеств. Следовательно, количество всех 
k-элементных упорядоченных подмножеств данного n-эле­
ментного множества равно C kn

k i !, то есть A C Pn
k

n
k

k= i .

Из формулы (2) получаем, что Cn
k n

k

k

A

P
= .

Отсюда 

	 Cn
k n

n k k
=

−

!

( )! !
	 (3)

Отметим, что эта формула остается справедливой и для 
случаев, когда k = 0 или n = 0. Действительно,

Cn

n

n

n

n
0

0 0
1= = =

−

!

( ) ! !

!

!
,

C0
0 0

0 0 0
1= =

−

!

( ) ! !
.

Пример  4  Докажите, что

	 C Cn
k

n
n k= − 	 (4)

Решение. Эту формулу можно доказать с помощью фор­
мулы (3). Убедитесь в этом самостоятельно.

У формулы (4) есть и другое, комбинаторное, доказатель­
ство. Выбирая k-элементное подмножество A n-элементного 
множества M, мы тем самым однозначно задаем (n – k)-
элементное подмножество M \ A. Следовательно, количество 
способов выбора k-элементного подмножества равно количе­
ству способов выбора (n – k)-элементного подмножества, то 
есть справедлива формула (4). 

29.1.°  Сколькими способами можно расставить на полке 
7 различных книг?

29.2.°  В школе 20 классов и  20 классных руководителей. 
Сколькими способами можно распределить классное ру­
ководство между учителями?
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29.3.° Сколькими способами могут сесть в автомобиль 5 че­
ловек, если каждый из них может быть водителем?

29.4.° В футбольной команде, состоящей из 11 игроков, надо 
выбрать капитана и его заместителя. Сколькими способа­
ми это можно сделать?

29.5.° Комиссия, состоящая из 15 человек, должна выбрать 
председателя, его заместителя и  секретаря. Сколькими 
способами это можно сделать?

29.6.° В 9 классе изучают 12 предметов. Дневное расписание 
содержит 6 уроков. Сколькими способами можно соста­
вить дневное расписание так, чтобы все 6 уроков были 
разными?

29.7.° В финальной части чемпионата Европы по футболу 
участвуют 16 команд. Сколькими способами могут рас­
пределиться золотые, серебряные и бронзовые награды?

29.8.° В классе 32 учащихся. Каждые двое учащихся обме­
нялись друг с другом фотографиями. Сколько всего было 
подарено фотографий?

29.9.° В классе 29 учащихся. Сколькими способами можно 
сформировать команду из 5 учащихся для участия в ма­
тематической олимпиаде?

29.10.°  Дан правильный n-угольник. Сколько существует 
четырехугольников с вершинами, содержащимися среди 
вершин данного n-угольника?

29.11.° На плоскости отметили 10 точек так, что никакие три 
из них не лежат на одной прямой. Сколько существует 
треугольников с вершинами в этих точках?

29.12.• Сколько различных шестизначных чисел можно со­
ставить из цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 так, чтобы цифры не 
повторялись и крайние цифры были четными?

29.13.• Среди 20 рабочих 7 штукатуров. Сколькими способами 
можно составить бригаду из 5 человек так, чтобы в нее 
входили ровно 2 штукатура?

29.14.• Для школьной лотереи подготовили 100 билетов, из 
которых 12 — выигрышные. Первый ученик наугад вы­
бирает 10 билетов. Сколько существует вариантов выбора, 
при которых он выберет ровно 3 выигрышных билета?
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29.15.• На прямой отметили 12 точек, а на параллельной ей 
прямой — 7 точек. Сколько существует треугольников 
с вершинами в этих точках?

29.16.• Прямая и  окружность не имеют общих точек. На 
окружности отметили 9 красных точек, а на прямой — 
15 синих точек. Известно, что ни одна прямая, проходя­
щая через две красные точки, не содержит синих точек. 
Сколько существует треугольников с вершинами в этих 
точках?

29.17.•  В классе 30 учащихся, из которых 13 юношей 
и 17 девушек. Сколькими способами можно сформировать 
команду из 7 учащихся этого класса, в которую должна 
входить по крайней мере одна девушка?

29.18.•  Для подготовки к  экзамену предложен список из 
80 вопросов. Ученик знает ответы только на 15 из них. 
Экзаменационный билет состоит из 6 различных вопросов 
данного списка. Сколько различных экзаменационных 
билетов можно составить так, чтобы ученик мог ответить 
хотя бы на один вопрос билета?

29.19.•• Сколькими способами можно разбить 12 спортсменов 
на 3 команды по 4 спортсмена в каждой?

29.20.•• Сколькими способами можно разложить 20 различ­
ных шаров в 4 одинаковых ящика так, чтобы каждый 
ящик содержал по 5 шаров?

29.21.•• Сколькими способами можно m белых и n черных 
шаров (m l n) разложить в ряд так, чтобы никакие два 
черных шара не лежали рядом?

29.22.••  Пять ящиков пронумерованы числами от 1 до 5. 
Сколькими способами можно разложить в  эти ящики 
17 одинаковых шаров так, чтобы ни один ящик не ока­
зался пустым?

29.23.•• Сколькими способами натуральное число n можно 
представить в виде суммы k натуральных слагаемых (сум­
мы, отличающиеся порядком слагаемых, будем считать 
разными)?
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	 30.	 Частота и вероятность случайного события

Напомним основные сведения о частоте и вероятности слу­
чайного события, с которыми вы ознакомились в 9 классе.

Нам нередко приходится проводить наблюдения, опыты, 
участвовать в экспериментах или испытаниях. Часто подоб­
ные исследования заканчиваются некоторым результатом, 
который заранее предсказать нельзя.

Если эксперимент проведен n раз и  интересующее нас 

событие состоялось m раз, то величину 
m

n
 называют часто-

той случайного события. 
Вероятность случайного события приближенно равна 

частоте этого события, найденной при проведении большого 
количества испытаний (наблюдений).

Такую оценку вероятности случайного события называют 
статистической.

Для нахождения вероятности некоторых событий не 
обязательно проводить испытания или наблюдения. До­
статочно руководствоваться жизненным опытом и здравым 
смыслом.

Пример  1  Пусть в коробке лежат 15 бильярдных шаров, 
пронумерованных числами от 1 до 15. Какова вероятность 
того, что вынутый наугад шар будет иметь номер, кратный 3?

Решение. Понятно, что в этом испытании есть 15 равно-
возможных результатов. Из них существуют 5, которые нас 
устраивают: когда вынимают шары с номерами 3, 6, 9, 12, 
15. Поэтому естественно считать, что вероятность события 

«вынули шар с номером, кратным 3» равна 
5

15

1

3
= . 

Решение многих вероятностных задач можно описать 
такой схемой.

Пусть при испытании можно получить один из •• n равно­
возможных результатов.
Рассматривается некоторое событие •• A, к которому при­
водят m результатов. Будем называть их благоприят
ными.
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Вероятность события •• A можно вычислить по формуле:

p A
m

n
( ) =

Событие, которое при данном комплексе условий обя­
зательно состоится при любом испытании, называют до-
стоверным. Вероятность такого события считают равной 1. 
Событие, которое при данном комплексе условий не может 
состояться ни при каком испытании, называют невозмож-
ным. Вероятность такого события считают равной 0.

Заметим, что вероятность p (A) любого события A удо­
влетворяет неравенству

0 m p (A) m 1.

Для вычисления вероятности случайного события нам 
приходилось подсчитывать количество равновозможных 
результатов в данном эксперименте и количество благопри­
ятных результатов.

Часто эти подсчеты связаны с нахождением количества 
различных комбинаций, которые по некоторому правилу 
можно составить из элементов данного конечного множества. 
Поэтому применение правил комбинаторики — эффективный 
прием для решения многих задач теории вероятностей. 

Рассмотрим примеры.

Пример  2  На торговом лотке лежат 28 яблок — 15 желтых 
и 13 красных. Покупатель купил 3 яблока, которые продавец 
взял наугад. Какова вероятность того, что все купленные 
яблоки желтые?

Решение. Первое яблоко продавец может выбрать 28 спо­
собами, второе — 27, третье — 26 способами. Используя 
комбинаторное правило произведения, имеем, что продавец 
может выбрать 3 яблока n = 28•27•26 равновозможными 
способами. 

Вычислим, сколько среди этих способов таких, когда все 
три яблока — желтые. Первое желтое яблоко можно выбрать 
15 способами, второе — 14, третье — 13 способами. Используя 
комбинаторное правило произведения, имеем, что продавец 
может выбрать 3 желтых яблока m = 15•14•13 способами. 
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Следовательно, вероятность случайного события A — вы­

брать три желтых яблока — равна p A( ) .= =
15 14 13

28 27 26

5

36

i i

i i
 

Пример  3  В двух урнах лежат шары, которые отличаются 
только цветом. В первой урне лежат два белых и три чер­
ных шара, а во второй — три белых и два черных шара. 
Из каждой урны наугад достают по одному шару. Какова 
вероятность того, что хотя бы один из двух шаров окажется 
белым?

Решение. Этот опыт имеет три результата: либо оба вы­
нутых шара белые, либо оба черные, либо один шар белый, 
а  другой — черный. Однако эти результаты не являются 
равновозможными (подумайте, почему). Для того чтобы 
иметь возможность в данном опыте рассматривать равновоз­
можные результаты, пронумеруем все 10 шаров.

Поскольку в каждой урне лежит по 5 шаров, то из них 
можно составить 5•5 = 25 таких пар, что шары в парах взя­
ты из разных урн. Поскольку шары пронумерованы, то мы 
можем считать, что все 25 пар шаров различны. Шары из 
урн берут наугад. Поэтому в данном эксперименте существует 
25 равновозможных результатов.

Поскольку в первой урне лежат 3 черных шара, а во вто­
рой — 2 черных, то существует 3•2 = 6 пар шаров черного 
цвета. Поэтому количество пар шаров, среди которых есть по 
крайней мере один белый, равно 25 – 6 = 19. Следовательно, 
количество результатов, благоприятных для события «хотя 
бы один из шаров окажется белым» (событие A), равно 19.

Итак, p A( ) .=
19

25
 

Пример  4  Опыт состоит в одновременном бросании четырех 
игральных кубиков. Найдите вероятность того, что:

1) выпадет ровно одна шестерка (событие A);
2) выпадут четыре разные цифры (событие B);
3) не выпадет ни одной шестерки (событие C);
4) выпадет хотя бы одна шестерка (событие D).
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Решение. Пронумеруем кубики числами от 1 до 4. Любой 
результат эксперимента будем записывать в виде (a, b, c, d), 
где a, b, c и d — количества очков, которые выпали соответ­
ственно на первом, втором, третьем и четвертом кубиках.
Всего может образоваться 6•6•6•6 = 64 таких четверок. 

Ни один из результатов не имеет преимущества. Поэтому 
в  данном опыте существует 64 равновозможных результа­
тов.

1) Единственная выпавшая шестерка может стоять на 
любом из четырех мест. Пусть, например, она стоит на 
первом месте. На остальных трех местах могут стоять 
любые цифры от 1 до 5. Тогда количество четверок вида 
(6, b, c, d) равно 5•5•5 = 53. Общее количество благо­
приятных вариантов равно 4•53. Следовательно,

 p A( ) .=
4 5

6

3

4

i

2) В  этом случае любые выпавшие четыре различные 
цифры образуют 4-элементное упорядоченное под­
множество множества {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Следова­
тельно, количество результатов, благоприятных для 
наступления события B, равно 6•5•4•3. Отсюда

p B( ) .=
6 5 4 3

64

i i i

3) На каждом из четырех мест может стоять любая 
из цифр от 1 до 5. Отсюда количество результатов, 
благоприятных для наступления события C, равно 
5•5•5•5 = 54. Получаем 

p C( ) .=
5

6

4

4

4) Количество всех результатов равно 64. Количество 
всех результатов, где нет ни одной шестерки, рав­
но  54. Тогда 64 – 54 — это количество всех резуль­
татов, содержащих хотя бы одну шестерку. Отсюда 

 p D( ) .=
−6 5

6

4 4

4
 
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Пример  5  Контролер в партии из 20 деталей наугад выби­
рает 5 деталей для проверки. Если среди выбранных деталей 
нет ни одной бракованной, то он принимает всю партию. 
Какова вероятность того, что контролер примет партию де­
талей, содержащую 7 бракованных?

Решение. Поскольку контролер выбирает из 20 деталей 
5 деталей наугад, то данный эксперимент имеет C20

5  равно­
возможных результатов.

Поскольку в партии из 20 деталей 7 бракованных, то каче­
ственных — 13. Контролер пропускает эту партию (событие A), 
если 5 деталей будут выбраны из 13 качественных деталей. 
Следовательно, количество результатов, благоприятных для 

наступления события A, равно C13
5 . Отсюда p A

C

C
( ) .= 13

5

20
5

 

Заметим, что при решении этой задачи можно было рас­
суждать иначе. Если контролер будет выбирать детали для 
проверки последовательно, то есть иметь дело с упорядочен­
ным множеством, то данный эксперимент будет иметь A20

5  

равновозможных результатов, среди которых A13
5  будут бла­

гоприятными. 

Пример  6  В соревнованиях по баскетболу участвуют 18 ко­
манд, из которых 5 команд считаются фаворитами. С помо­
щью жеребьевки команды делят на две группы A и B, по 9 ко­
манд в каждой. Какова вероятность попадания в одну группу:

1) пяти команд-фаворитов (событие M);
2) ровно двух команд-фаворитов (событие K)?
Решение. Каждую из групп можно образовать C18

9  спо­
собами.

1) Пусть 5 команд-фаворитов попали в группу A. Тогда 
для доформирования этой группы до 9 команд надо выбрать 
4 команды из 13 оставшихся команд. Это можно сделать C13

4  

способами. Поскольку пять команд-фаворитов могут попасть 
как в группу A, так и в группу B, то количество результатов, 
благоприятных для события M, равно 2•C13

4 . Следовательно,  

p M
C

C
( ) .=

2 13
4

18
9
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2)  Понятно, что каждую из групп, содержащих две 
команды-фаворита, можно образовать C C5

2
13
7i  способами. 

Отсюда p K
C C

C
( ) .=

2 5
2

13
7

18
9

i i
 

30.1.° Вероятность купить бракованный электроприбор равна 
0,007. Верно ли, что в любой партии из 1000 электропри­
боров есть 7 бракованных?

30.2.° Вероятность попасть в мишень составляет 75 %. Может 
ли быть так, что в серии из 100 выстрелов было 98 по­
паданий в мишень?

30.3.° В ящике стола лежат 8 синих и 12 красных каранда­
шей. Какова вероятность взять наугад из ящика: 1) ручку; 
2) карандаш?

30.4.° Из цифр 2, 4, 6, 8 образуют трехзначное число. Какова 
вероятность того, что это число будет делиться нацело:  
1) на 5; 2) на 2?

30.5.° Какова вероятность того, что, переставив буквы в слове 
«математика», получим слово «литература»?

30.6.• Эксперимент состоит в бросании двух монет. Проведи­
те этот эксперимент 50 раз. Найдите частоту случайных 
событий A, B, C:
1) A — выпали два герба;
2) B — выпали один герб и одна цифра;
3) C — выпали две цифры.

	 Можно ли на основании сделанных наблюдений предпо-
ложить, что событие B более вероятно, чем событие C? 
Можно ли на основании этих наблю­
дений гарантировать, что событие B 
более вероятно, чем событие C?

30.7.• Проведите серию, состоящую из 200 
экспериментов, в  которых подбрасы­
вают крышку от бутылки с напитком 
(рис. 30.1). Найдите частоту события Рис. 30.1

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



303

30. Частота и вероятность случайного события

«крышка упала эмблемой напитка вниз». Оцените ве­
роятность события «крышка упала эмблемой напитка 
вверх».

30.8.• В 2010 году 9788 учащихся г. Киева принимали уча­
стие во внешнем независимом оценивании по математике, 
данные о котором приведены в таблице (см. с. 304).
Оцените вероятность события:
1) 	выбранный наугад учащийся Голосеевского района по­

лучил результат от 136 до 150 баллов;
2) 	выбранный наугад учащийся Печерского района по­

лучил результат более 183 баллов;
3) 	учащийся, выбранный наугад среди тех, которые по­

лучили результат от 195,5 до 200 баллов, учится в Со­
ломенском районе;

4) 	выбранный наугад участник тестирования учится 
в Шевченковском районе;

5) 	выбранный наугад участник тестирования получил 
результат более 150 баллов.

30.9.• В таблице (см. с. 305) приведены данные о количестве 
дней 2009 года, в которые в г. Харькове на 12:00 были 
зафиксированы данная температура и  данный уровень 
влажности воздуха.
Подсчитайте частоту наблюдения в 2009 году:
1) 	температуры воздуха в диапазоне от 11 °С до 20 °С сре­

ди тех дней, когда зафиксированная влажность была 
не более 40 %;

2) 	влажности воздуха в диапазоне от 71 % до 80 % среди 
тех дней, когда зафиксированная температура была 
меньше 0 °С;

3) 	температуры воздуха в диапазоне от 11 °С до 30 °С и одно­
временно влажности воздуха в диапазоне от 41 % до 70 %.

30.10.• Во время эпидемии гриппа было обследовано 80 000 жи­
телей. Оказалось, что среди них частота больных грип­
пом составила 12,3 %. Кроме того, было выяснено, что 
среди заболевших 2245 человек делали прививки против 
гриппа. Оцените вероятность события «наугад выбранный 
человек среди тех, кто болен гриппом, делал прививки 
против гриппа».
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30.11.• Учитель математики наблюдал за учеником Петром 
Ленивцевым в течение 175 учебных дней. Оказалось, что 
частота опозданий Петра в школу составляет 20 %. Кро­
ме того, учитель заметил, что частота получения плохой 
оценки Петром в дни опозданий составляет 40 %. Найдите 
количество плохих оценок, которые получил Петр в дни, 
когда он опоздал в школу.

30.12.•  Какова вероятность того, что, вызывая учащегося 
к доске в вашем классе, учитель вызовет мальчика?

30.13.• Из множества {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} наугад выбирают 
одно число. Какова вероятность того, что это число:
1) равно 2;	 4) кратно 4;
2) равно 5;	 5) не делится нацело на 3;
3) является нечетным;	 6) кратно 11?

30.14.• В коробке было 17 карточек, пронумерованных чис­
лами от 1 до 17. Из коробки наугад взяли одну карточку. 
Какова вероятность того, что на ней записано число:
1) 12;	 3) кратное 3;	 5) двузначное;
2) четное;	 4) не кратное 5;	 6) простое?

30.15.• В коробке лежат a синих, b желтых и c красных ша­
риков. Какова вероятность того, что выбранный наугад 
шарик окажется: 1) желтым; 2) синим; 3) не красным?

30.16.• В мешке Деда Мороза лежат n плюшевых мишек, 
m  конфет и  k мандаринов. Какова вероятность того, 
что выбранный наугад подарок окажется: 1)  мишкой; 
2) съедобным; 3) не конфетой?

30.17.• Из множества {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} наугад сначала вы­
бирают четную цифру, а затем нечетную. Какова вероят­
ность того, что эти цифры образуют число 27?

30.18.• Из букв А, Б, В, Г, Д, Е последовательно наугад выбира­
ют три разные буквы. Какова вероятность того, что эти бук­
вы, записанные в порядке выбора, образуют слово «ДВА»? 

30.19.• Из слова «ГОРА» последовательно наугад выбирают 
3 разные буквы. Какова вероятность того, что, последо­
вательно записав выбранные три буквы, составят слово 
«РОГ»?
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30.20.• У ученика есть учебники по геометрии за 7, 8, 9, 10 
и 11 классы. Какова вероятность того, что они расставлены 
на полке в порядке возрастания номера класса, если при 
последней уборке ученик расставил книги наугад?

30.21.•• На полке лежат 12 тетрадей, из которых 5 в клеточку. 
Какова вероятность того, что выбранные наугад 2 тетради 
будут в клеточку?

30.22.•• В коллекции Андрея 40 монет разных стран, среди ко­
торых 6 украинских. Андрей взял наугад 3 монеты. Какова 
вероятность того, что все эти монеты будут украинскими?

30.23.•• На двух параллельных прямых отметили точки — 8 на 
одной прямой и 12 на другой. Из этих 20 точек наугад вы­
бирают три. Какова вероятность того, что три выбранные 
точки являются вершинами треугольника?

30.24.••  На торговом лотке лежат яблоки — 20 желтых 
и  9  красных. Покупатель приобрел 3 яблока, которые 
продавец выбрал наугад. Какова вероятность того, что все 
купленные яблоки одного цвета?

30.25.•• В ящике стола лежат карандаши и ручки. Известно, 
что карандашей на 12 штук меньше, чем ручек. Сколько 
карандашей лежит в  ящике, если вероятность того, что 
выбранный наугад предмет:

1) является ручкой, равна 
5

8
; 	

2) является карандашом, равна 
1

6
?

30.26.••  Подарочный комплект содержит 12 зеленых и  не­
сколько красных воздушных шариков. Сколько красных 
шариков в комплекте, если вероятность того, что выбран­
ный наугад шарик:

1) окажется зеленым, равна 
3

7
; 	

2) окажется красным, равна 
2

5
?
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30.27.••  Тридцать карточек пронумерованы натуральными 
числами от 1 до 30. Наугад выбирают две из них. Какова 
вероятность того, что: 
1) произведение номеров выбранных карточек будет про­

стым числом;
2) произведение номеров выбранных карточек будет не­

четным числом;
3) сумма номеров выбранных карточек будет нечетным 

числом;
4) номера выбранных карточек будут последовательными 

натуральными числами?

30.28.•• Семнадцать карточек пронумерованы натуральными 
числами от 7 до 21. Наугад выбирают две из них. Какова 
вероятность того, что сумма номеров выбранных карточек 
будет нечетным числом?

30.29.•• Для школьной лотереи подготовлено 100 билетов, из 
которых 9 выигрышные. Ученик выбрал наугад 7 биле­
тов. Какова вероятность того, что среди выбранных будут 
2 выигрышных билета и 5 невыигрышных билетов?

30.30.•• В партии из 200 кирпичей есть 5 бракованных. Какова 
вероятность того, что из 8 выбранных наугад кирпичей этой 
партии 2 будут бракованными, а 6 — качественными?

30.31.•• На двух параллельных прямых отметили точки — 
16 на одной прямой и 10 на другой. Из этих 26 точек 
наугад выбирают четыре. Какова вероятность того, что 
эти четыре выбранные точки являются вершинами четы­
рехугольника?

30.32.•• Найдите вероятность появления ровно 6 гербов при 
подбрасывании 9 монет.

30.33.•• Найдите вероятность того, что в серии из 10 бросков 
монеты герб первый раз появится на четвертом броске.

30.34.•• Что более вероятно при четырех бросках игрального 
кубика: появление по крайней мере одной шестерки или 
отсутствие шестерок вообще?
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30.35.•• Опыт состоит в одновременном подбрасывании четы­
рех игральных кубиков. Найдите вероятность того, что 
выпадут:
1) две пятерки и две тройки;
2) четыре разные цифры;
3) ровно три единицы;
4) только цифры, которые больше четверки.

30.36.•• Игральный кубик бросают три раза подряд. Найдите 
вероятность того, что:
1) выпадут единица, двойка и пятерка в произвольном 

порядке;
2) не выпадет ни одной шестерки;
3) выпадут только тройки или двойки;
4) первая шестерка выпадет при втором бросании кубика.

30.37.•• На каждой из 10 тарелок фруктов лежат по одному 
яблоку, персику, апельсину, груше и  сливе. С каждой 
тарелки наугад взяли по одному плоду. Какова вероят­
ность того, что среди взятых плодов не будет ни яблока, 
ни груши?

30.38.•• Каждый из 10 тестовых вопросов имеет 4 варианта 
ответов. Ученик отвечает на тестовые вопросы наугад. 
Какова вероятность того, что он даст ровно 7 правильных 
ответов?

30.39.•• Найдите вероятность того, что ни один из 5 наугад 
выбранных человек не родился в воскресенье.

30.40.•• В ящике лежат 20 красных, 10 желтых и 5 зеленых 
яблок. Наугад берут 7 яблок. Какова вероятность того, что 
среди взятых яблок 2 красных, 4 желтых и 1 зеленое?

30.41.•• Для игры было подготовлено 24 карточки — 12 штук 
из синей бумаги, 8 из желтой и 4 из красной. Наугад вы­
бирают 9 карточек. Какова вероятность того, что среди 
выбранных карточек 4 синие, 3 желтые и 2 красные?

30.42.••  На складе магазина хранятся 100 пакетов муки 
с надписью 1 кг, среди которых 15 пакетов весят больше 
1,02 кг, 12 пакетов — меньше 0,98 кг, а масса остальных 
пакетов составляет от 0,98 кг до 1,02 кг. Из этой партии 
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наугад выбирают 5 пакетов. Какова вероятность того, что 
среди выбранных будет три пакета массой больше 1,02 кг 
и два пакета массой от 0,98 кг до 1,02 кг?

30.43.•• На двух параллельных прямых отметили точки — 
n на одной прямой и m на другой, n l 2, m l 2. Найдите 
вероятность того, что четыре выбранные наугад точки 
являются вершинами четырехугольника.

30.44.•• Прямая и окружность не имеют общих точек. На 
окружности отметили n красных точек, а на прямой — 
m синих точек, n > 1, m > 1. Известно, что ни одна прямая, 
проходящая через две красные точки, не содержит синих 
точек. Найдите вероятность того, что три выбранные 
наугад точки являются вершинами треугольника.

30.45.••  На трех параллельных прямых l1, l2, l3 отметили 
точки — n точек на прямой l1, m точек на l2 и k точек 
на l3. Среди данных точек наугад выбирают три точки. 
Найдите вероятность того, что каждой из прямых l1, l2, 
l3 принадлежит по одной из выбранных точек.

30.46.•• Для подготовки к зачетной работе предложены 45 за­
дач. Ученик может решить только 35 задач. Работа состоит 
из 5 задач, выбранных случайным образом, и будет зачте­
на, если правильно решить по крайней мере 4 задачи. Ка­
кова вероятность того, что ученик сдаст зачетную работу?

30.47.•• В конверте у девочки лежат 50 фотографий, среди 
которых четыре одинаковые. Девочка собирается подарить 
одну из этих четырех фотографий подруге. Для этого она 
наугад достает из конверта 8 фотографий. Какова веро­
ятность того, что среди них будет по крайней мере одна 
искомая фотография?

30.48.••  Опыт состоит в  подбрасывании монеты. Для ста­
тистической оценки вероятности события А, состоящем 
в том, что выпал герб, опыт планируется провести 10 раз 
и вычислить частоту события А. Какова вероятность того, 
что вычисленная при этом частота события А окажется 
меньшей, чем 0,3?

30.49.•• Опыт состоит в подбрасывании 7 монет. Какова ве­
роятность того, что выпадет не более 2 гербов? 
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	 31.	 Статистический анализ данных

В 9 классе вы ознакомились с элементами математиче­
ской статистики — науки о получении, обработке и анализе 
данных, характеризующих массовые явления.

В статистике совокупность собранных данных, на осно­
вании которых проводят исследование, называют выборкой. 
Фактически сбор данных — это некоторое испытание, кото­
рое проводят несколько раз. 

Например, для проведения эффективной рекламной кам­
пании некоторая фирма решила составить психологический 
портрет своего типового клиента. Для этого запланировано 
опросить некоторое количество наугад выбранных клиентов 
фирмы (случайный выбор клиента — это некоторое испытание).

В таких случаях говорят, что множество всех клиентов 
фирмы образует генеральную совокупность, а множество тех 
клиентов, которые будут опрошены, образует выборку.

Вообще, множество всех возможных результатов некото­
рого испытания в статистике принято называть генеральной 
совокупностью. Соотношение между генеральной совокупно­
стью и выборкой проиллюстрировано на рисунке 31.1.

Рис. 31.1

Одна из главных задач статистики состоит в том, чтобы на 
основании анализа данных выборки сделать вывод обо всей 
генеральной совокупности. Анализируя собранные данные, 
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выделяют один или несколько общих показателей, которые 
характеризуют наиболее важные особенности генеральной 
совокупности. Например, если выборка состоит из число­
вых данных, то разность между наибольшим и наименьшим 
значениями данных выборки называют размахом выборки. 
Важными показателями выборки также являются среднее 
значение, медиана и мода. Напомним и уточним соответ­
ствующие определения.

Пусть выборка состоит из числовых данных x1, x2, ..., xn. 
Средним значением этой выборки (выборочным средним) 

называют число x
x x x

n
n=

+ + +1 2 … .

Например, в  таблице представлены результаты высту­
плений украинских школьников на Международных мате­
матических олимпиадах в течение 2001–2010 гг. (команда 
участников на Международных математических олимпиадах 
состоит не более чем из 6 человек).

Год 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010

Количество 
медалей

6 4 6 6 6 5 6 6 6 6

Для данной выборки среднее значение равно 

x = = =
+ + + + + + + + +6 4 6 6 6 5 6 6 6 6

10

57

10
5 7, .

Поскольку за год можно завоевать не более 6 медалей, то 
выборочное среднее 5,7 свидетельствует о том, что команда 
Украины достойно выступает на этом престижном форуме.

Обратите внимание на то, что среднее значение выборки 
определяют только в  случае, когда собранными данными 
являются числа.

Рассмотрим выборку, состоящую из таких данных, ко­
торые можно сравнивать друг с  другом. Если количество 
данных нечетно и они упорядочены x1 m x2 m ... m x2n – 1, то 
медианой данной выборки называют xn, то есть то из данных, 
которое в списке x1, x2, ..., x2n – 1 расположено посередине.

Например, во многих университетах Украины внедрена 
система оценивания знаний студентов не по числовой шка­

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



313

31. Статистический анализ данных

ле, а по шкале букв: A, B, C, D, E, F  (A — наивысшая, 
F — самая низкая оценка). Пусть при опросе 9 студентов 
о результатах сдачи ими последнего экзамена была получена 
такая выборка (последовательность оценок):

F, F, D, D, C, C, C, B, A.
Видим, что посередине расположена буква C. Значит, 

медианой данной выборки является оценка «C».
Если выборка состоит из четного количества данных: x1 m 

m x2 m ... m x2n, то медианой данной выборки называют лю­
бое из данных xn или xn + 1, то есть те два данных, которые 
расположены посередине в списке x1, x2, ..., x2n.

Например, если к 9 приведенным выше оценкам студентов 
добавить еще одну оценку E, то получим такую последова­
тельность:

F, F, E, D, D, C, C, C, B, A.
Видим, что посередине находятся буквы D и C. Значит, 

медианой данной выборки являются оценки D и C. 
Обратите внимание на то, что в приведенных примерах 

нахождения медианы выборки исследуемые данные не яв­
ляются числами.

Если исследуемыми данными являются числа, то в случае 
четного количества данных x1 m x2 m ... m x2n медианой вы­

борки допускается считать и величину 
x xn n+ +1

2
.  Например, 

если рассмотреть выборку из четырех числовых данных: 
1, 2, 3, 7,

то число 
2 3

2
2 5

+
= ,  можно считать медианой этой выборки.

Пусть выборка состоит из данных x x xn1 2, , , .…  Модой 

данной выборки называют то из данных, которое встречает­
ся в списке x x xn1 2, , ,…  чаще всего. Если таких наиболее 

частых данных несколько, то каждое из них является модой 
данной выборки. Например, если выборка состоит из пяти 
различных данных: 1, 2, 3, 4, 5, то каждое из этих пяти 
чисел является модой данной выборки.

Обратим внимание на то, что моду выборки можно опре­
делить для данных любой природы, в отличие от данных, 
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необходимых для нахождения среднего значения (числовые 
данные) или медианы (данные, которые можно сравнивать 
друг с другом).

Рассмотрим пример. Пусть в выборах в школьный парла­
мент участвуют три партии: «За математику», «За современ­
ную музыку» и «За красавиц девушек». Опросив 30 наугад 
выбранных учащихся, выяснили, что партию «За математи­
ку» поддерживает 7 человек, «За современную музыку» — 
14 человек, «За красавиц девушек» — 9 человек. Это означа­
ет, что среди 30 полученных данных, образующих выборку, 
наибольшую поддержку имеет партия «За современную му­
зыку». Поэтому эта партия является модой данной выборки.

Заметим, что в приведенном примере невозможно найти 
ни среднее значение, ни медиану выборки.

Несмотря на то, что описанные выше обобщающие пока­
затели (среднее значение, медиана, мода) по-разному харак­
теризуют выборку, порой их недостаточно для того, чтобы 
дать корректную оценку всей генеральной совокупности. 

Пусть требуется определить средний уровень заработной 
платы в Украине. По информации одного из статистических 
исследований известны такие данные о  заработной плате 
в трех регионах Украины. 

Регион Украины  
Уровень заработной платы 

населения в январе 2011 года

Центральный регион  
Украины

2319 грн

Юго-Восточный регион 
Украины

2410 грн

Западный регион Украины 1934 грн

Если для трех приведенных данных x1 = 2319, x2 = 2410, 
x3 = 1934 вычислить среднее значение, медиану и моду вы­
борки  x1, x2, x3, то получим такие значения:

Среднее значение = 
2319 2410 1934

3
2221

+ +
= ,  

Медиана = 2319,
Мода = 2319, или 2410, или 1934.

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



315

31. Статистический анализ данных

На самом деле ни одно из этих значений не отображает 
корректно или, как еще говорят, адекватно средний уровень 
заработной платы в Украине. Причина состоит в  том, что 
в различных регионах живет и работает разное количество 
людей. Так, в центральном регионе Украины работает около 
7 млн человек, в юго-восточном — 10 млн, а в западном — 
5 млн. Это означает, что жители центрального региона за­
работали 7x1 млн грн, юго-восточного — 10x2 млн грн, а за­
падного — 5x3 млн грн. Следовательно, в январе 2011 года 
граждане Украины всего заработали 7x1 + 10x2 + 5x3 млн грн. 
Поскольку общее количество работающего населения Украи­
ны составляет около 7 + 10 + 5 = 22 млн человек, то среднюю 
заработную плату в Украине можно оценить так: 

7 10 5

22
1 2 3 2273

x x x+ +
≈  грн.

Величину 
7 10 5

22
1 2 3x x x+ +

 называют средним взвешенным 

значением чисел x1, x2, x3 с весовыми коэффициентами 7, 
10 и 5 соответственно.

Вообще, средним взвешенным значением чисел x1, x2, ..., xn  
с положительными весовыми коэффициентами m1, m2, ..., mn 
называют число

x
m x m x m x

m m m
n n

n

=
+ + +

+ + +
1 1 2 2

1 2

…

…
.

Если среди данных выборки встречаются одинаковые, 
то для вычисления среднего значения выборки удобно вос­
пользоваться средним взвешенным значением. 

Например, пусть выборка состоит из 100 числовых дан­
ных, среди которых 40 раз встречается число x1 = 2, 50 раз — 
число x2 = 3, 10 раз —  число x3 = 4. Тогда среднее значение 
данной выборки из 100 чисел будет равным среднему взве­
шенному значению чисел x1 = 2, x2 = 3 и x3 = 4 с весовыми 
коэффициентами m1 = 40, m2 = 50, m3 = 10. Действительно,

x =

+ + + + + + + + + + +2 2 2 3 3 3 4 4 4
40 50 1

… … …     
слагаемых слагаемых 00 1 1 2 2 3 3

100

40 2 50 3 10 4

40 50 10

слагаемых
  

i i i
= =

+ +

+ +

+ +m x m x m x

m11 2 3+ +m m
.
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x =

+ + + + + + + + + + +2 2 2 3 3 3 4 4 4
40 50 1

… … …     
слагаемых слагаемых 00 1 1 2 2 3 3

100

40 2 50 3 10 4

40 50 10

слагаемых
  

i i i
= =

+ +

+ +

+ +m x m x m x

m11 2 3+ +m m
.

Пример  1  В некотором городе для определения величины 
расходов одного человека на лекарственные средства был 
проведен опрос 1000 человек, среди которых 400 были 
младше 20 лет, а 600 — старше 20 лет. Выяснилось, что 
люди, которые младше 20 лет, в среднем тратят за месяц 
на лекарственные средства 22 грн, а люди, которые старше 
20 лет, — 47 грн. Что в данном статистическом исследовании 
является генеральной совокупностью? Что является выбор­
кой? Оцените уровень расходов на лекарственные средства 
в месяц для одного человека.

Решение. В данном статистическом исследовании мно­
жество всех жителей города является генеральной совокуп­
ностью, а 1000 опрошенных человек образуют выборку.

Найдем среднее значение этой выборки:

x =

+ + + + + + + +22 22 22 47 47 47 47
400 600

... ...
слагаемых слагае

  
ммых

  

1000
37= .

То же самое среднее значение выборки можно вычислить 
как среднее взвешенное значение чисел 22 и 47 с весовыми 
коэффициентами 400 и 600 соответственно. Имеем:

x = =
+400 22 600 47

1000
37

i i
.  

Число 37 показывает, что среди опрошенных людей сред­
ний уровень расходов составляет 37 грн в месяц. 

Среднее взвешенное значение в статистике часто исполь­
зуют тогда, когда собранные данные не являются равноцен­
ными, то есть некоторые данные имеют бóльшую важность 
(значимость), а некоторые — меньшую.

Например, если в условии примера 1 дополнительно из­
вестно, что часть людей в возрасте до 20 лет составляет 24 % 
всех жителей этого города, то ответ на поставленный в задаче 
вопрос следует изменить.
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Полученные 1000 данных не являются равноценными. 
Дело в  том, что соотношение людей в  возрасте до 20 лет 
и после 20 лет в нашей выборке не соответствует их соотно­
шению в этом городе. Поэтому для расчетов надо подобрать 
весовые коэффициенты таким образом, чтобы они отобра­
жали реальное распределение населения города по этим 
возрастным группам.

Поскольку в этом городе части людей в возрасте до 20 лет 
и после 20 лет составляют 24 % и 76 % соответственно, то 
надо вычислить среднее взвешенное значение чисел 22 грн 
и 47 грн с весовыми коэффициентами 24 и 76. Имеем:

y = =
+24 22 76 47

100
41

i i
.

Величину 41 грн можно считать оценкой среднего уровня 
расходов на лекарственные средства для одного человека 
в месяц в этом городе.

31.1.° Запишите фамилии учащихся, которые были опрошены 
учителем на вашем последнем уроке во время проверки 
домашнего задания. Что является генеральной совокупно­
стью и выборкой в статистическом исследовании учителя 
по проверке домашнего задания?

31.2.° Результатом работы компьютерной программы, которая 
моделирует статистическое исследование, является неко­
торое целое число в диапазоне от –128 до 128. В резуль­
тате пяти последовательных запусков программа выдала 
такие результаты: 62, –15, 31, 103, –22. Что в данном 
статистическом исследовании является генеральной со­
вокупностью? Что является выборкой? Найдите размах 
выборки.

31.3.° Учащихся опросили об их любимом предмете в шко­
ле. Какие статистические показатели (среднее значение, 
среднее взвешенное значение, медиана, мода) можно 
определить для собранных данных?
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31.4.° По заказу предприятий легкой промышленности про­
ведено исследование, результатами которого являются раз­
меры одежды в международном формате (символы: XS, S, 
M, L, XL, XXL, XXXL). Какие статистические показатели 
(среднее значение, среднее взвешенное значение, медиана, 
мода) можно определить для собранных данных?

31.5.° Пользуясь таблицей средних температур воздуха в ян­
варе в некоторых городах мира, вычислите размах, среднее 
значение, медиану и моду данной выборки.

Город
Темпе

ратура, °C Город
Темпе

ратура, °C

Амстердам 3 Москва –10

Афины 8 Найроби 27

Буэнос-Айрес 23 Нью-Йорк 0

Гонконг 24 Рио-де-Жанейро 30

Иерусалим 8 Рим 8

Киев –6 Сингапур 27

Монреаль –11 Токио 3

31.6.° Пользуясь таблицей урожайности семян подсолнечника 
в Украине, вычислите размах, среднее значение, медиану 
и моду данной выборки.

Год
Урожайность,  

ц/га
Год

Урожайность,  
ц/га

1991 15 2003 11

1993 13 2004 9

1995 14 2005 13

1997 12 2006 14

1999 10 2007 12

2001 9 2008 15

2002 12 2009 15
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31.7.° В чемпионате Украины по футболу 2009–2010 гг. ко­
манда «Шахтер» сыграла 30 матчей, в которых один раз 
забила 5 голов, 3 раза — 4 гола, 6 раз — 3 гола, 9 раз — 
2 гола, 9 раз — один гол и в 2 матчах не забила ни одного 
гола. Вычислите, сколько в среднем команда «Шахтер» 
забивала мячей в одном матче.

31.8.° Студент за время обучения в институте получил 45 оце­
нок, среди которых 7 пятерок, 22 четверки и 16 троек. 
Вычислите средний балл студента.

31.9.• На ученических олимпиадах, определяя рейтинг ко­
манд, индивидуальные результаты участников оценивают 
таким образом: диплом первой степени приносит команде 
5 баллов, диплом второй степени — 3 балла, диплом тре­
тьей степени — 1 балл, диплом участника олимпиады — 
0 баллов. В таблице представлены данные о результатах 
некоторой олимпиады. Найдите моду, медиану и среднее 
значение командных баллов, набранных участниками 
олимпиады.

Количество баллов, которые 
участник принес команде

Количество 
участников 

5 14

3 29

1 46

0 88

31.10.• На внешнем независимом оценивании школьников 
по математике 2010 года было предложено тестовое за­
дание:

«Решите неравенство  10 – 3x > 4. 

А Б В Г Д

(–2; +∞) (2; +∞) (–3; +∞) (–∞; –2) (–∞; 2) »

На диаграмме приведены данные о количестве учащих­
ся, которые решали это задание. Найдите моду ответов 
учащихся. За правильный ответ насчитывался 1  балл, 
а за неправильный ответ — 0 баллов. Вычислите среднее 
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значение и медиану количества баллов, которое набрали 
участники тестирования за это задание.

31.11.• Телефонная компания хочет получить информацию 
о количестве телефонных звонков, которые делает человек 
в течение суток. Данные о 100 людях представлены на 
диаграмме. Вычислите размах, среднее значение, медиану 
и моду этой выборки.

31.12.• На диаграмме приведены данные о количестве книг, 
которые прочли в течение месяца 50 опрошенных школь­
ников. Вычислите размах, среднее значение, медиану 
и моду данной выборки.
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31.13.• В некотором лицее одиннадцатиклассники, которые 
учатся в классах физического, экономического и фило­
логического профилей, написали контрольную работу 
по математике по одинаковым текстам. Оказалось, что 
средний балл учащихся физического профиля равен 8,9, 
экономического — 7,7, а филологического — 7,1. 

1) 	Оцените средний балл учащихся этого лицея за кон­
трольную работу по математике. 

2) 	Как надо изменить ответ, если дополнительно известно, 
что в классе физического профиля 23 учащихся, эко­
номического — 25 учащихся, а в двух классах фило­
логического профиля — 46 учащихся?

31.14.• В школе опросили некоторых мальчиков и девочек 
о времени, которое они тратят на помощь родителям по 
домашнему хозяйству. Оказалось, что мальчики в среднем 
тратят 1,1 ч в сутки, а девочки — 1,7 ч в сутки.

1) 	Пользуясь этими данными, оцените среднее время, ко­
торое тратит учащийся этой школы в сутки на помощь 
родителям.

2) 	Как надо изменить ответ, если дополнительно известно, 
что в школе учатся 400 девочек и 560 мальчиков?

31.15.• В таблице приведены данные о частоте выпадения 
герба при подбрасывании монеты в опытах, проведенных 
некоторыми учеными.

Исследователь Частота выпадения герба

Жорж Бюффон 0,5069

Огастес де Морган 0,5005

Уильям Джевонс 0,5068

Всеволод Романовский 0,4923

Карл Пирсон 0,5005

Уильям Феллер 0,4979

1) 	На основании этих данных оцените вероятность вы­
падения герба при подбрасывании монеты. 
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2) 	Каким будет ответ, если дополнительно учесть данные 
о количестве подбрасываний монеты в этих опытах?

Исследователь
Количество  

подбрасываний монеты

Жорж Бюффон 4040

Огастес де Морган 4092

Уильям Джевонс 20 480

Всеволод Романовский 80 640

Карл Пирсон 24 000

Уильям Феллер 10 000

Ответ дайте с точностью до сотых процента.

31.16.•  В таблице приведены размеры процентных ставок 
некоторых банков Украины по срочным депозитам на­
селения в национальной валюте и суммы вкладов в этих 
банках.

Номер 
банка 

в выборке
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Размер 
процентной 
ставки, %

11 17,2 11,3 14,5 14 14 11,9 15,8 12 15,5

Сумма 
вкладов, 
млн грн

2242 783 42 4793 2222 239 296 1204 2768 5564

1) 	Оцените среднее значение выборки размера процентной 
ставки банков.

2) 	Какую среднюю прибыль (в процентах) получают вклад­
чики этих банков от вкладов в национальной валюте?

Ответ дайте с точностью до сотых процента.
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31.17.• В третьем столбце таблицы приведены данные Между­
народного валютного фонда о внутреннем валовом продук­
те (ВВП) некоторых стран в 2010 году на душу населения 
в денежном эквиваленте. 
1) Пользуясь данными только третьего столбца, оцените 

средний уровень ВВП в 2010 году на душу населения 
в мире.

2) Как надо изменить ответ, если учесть информацию 
о количестве населения соответствующих стран (чет­
вертый столбец таблицы)? Ответ дайте с точностью до 
сотен долларов США.

№ Страна
ВВП на душу 

населения, тыс. 
долларов США

Количество 
населения,

млн

1 Гамбия 2,0 1,8

2 Греция 28,8 11,3

3 Индонезия 4,4 237,6

4 Китай 7,5 1341,0

5 Коста-Рика 10,7 4,6

6 Латвия 14,3 2,2

7 Люксембург 80,3 0,5

8 Россия 15,8 141,9

9 США 47,1 311,0

10 Украина 6,7 45,8
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Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 4

1. В коробке лежат 15 шариков: 10 синих и 5 зеленых. Какова 
вероятность того, что наугад взятый из коробки шарик 
окажется желтым?
А) 1;	 Б) 0,5;	 В) 0;	   Г) –1.

2. Пусть вероятность события A равна p (A). В каком случае 
событие A называют достоверным?
А) p (A) = 0;	 Б) p (A) > 0;	 В) p (A) > 0,99;   Г) p (A) = 1.

3. Вероятность купить бракованную пару сапог некоторой 
известной фирмы составляет 0,023. Сколько бракованных 
пар обуви гарантированно содержит партия из 1000 пар 
сапог этой фирмы?
А) меньше 23;	 В) ровно 23;
Б) больше 23;	 Г) ответ дать невозможно.

4. При проведении экзит-пола было опрошено 15 тысяч изби­
рателей, среди которых 600 проголосовали «Против всех». 
Оцените вероятность события, при котором избиратель 
голосует «Против всех».  
А) 4 %;	 Б) 0,04 %;	 В) 25 %;	 Г) 0,25 %.

5. Набирая номер телефона, абонент забыл вторую цифру 
номера. Какова вероятность того, что он с первой попытки 
наберет правильный номер?
А) 0,01;	 Б) 0,1;	 В) 0,5;	 Г) 1.

6. В классе учатся 18 девочек и 12 мальчиков. Наугад выби­
рают одного учащегося для участия в школьном собрании. 
Какова вероятность того, что будет выбран мальчик?

А) 
2

3
; 	 Б) 

1

2
; 	 В) 

3

5
; 	 Г) 

2

5
.

7.  Футболист с  вероятностью 0,95 попадает в  ворота при 
выполнении одиннадцатиметрового штрафного удара. Ка­
кова вероятность того, что при выполнении такого удара 
футболист не попадет в ворота?

А) 0;	 Б) 0,05;	 В) 
1

0 95,
; 	 Г) (0,95)2.

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



325

Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 4

8. Карточки, на которых написаны числа 1, 3, 5, 7, наугад 
последовательно выкладывают в ряд. Какова вероятность 
того, что последней положат карточку с числом 5?

А) 
1

24
; 	 Б) 

1

12
; 	 В) 

1

6
;	 Г) 

1

4
.

9.  Какова вероятность того, что при подбрасывании двух 
игральных кубиков на одном из них выпадет единица, 
а на другом — тройка?

А) 
2

6
;	 Б) 

1

6
;	 В) 

2

36
; 	 Г) 

1

36
.

10. Чему равна медиана совокупности данных: 2, 2, 3, 4, 5, 6, 13?
А) 5;	 Б) 4;	 В) 3;	 Г) 2.

11. При подбрасывании монеты 20 раз подряд выпал герб. 
Какова вероятность того, что при следующем подбрасы­
вании снова выпадет герб?

А) 0,5;	 Б) 
1

21
; 	 В) 

1

221
; 	 Г) 0.

12. По данным Всеукраинской переписи населения 2001 года 
возрастной состав населения характеризовался такими 
данными:

Возраст
Количество постоянного населения,

тыс. человек

0–9 4533,3

10–19 7308,1

20–29 6891,6

30–39 6621,2

40–49 7298,7

50–59 5245,3

60–69 5522,2

70–79 3740,0

80 и старше 1060,8

	 Какая возрастная группа определяла моду возрастного 
состава населения Украины в 2001 году?
А) 0–9;	 Б) 10–19;	 В) 40–49;      Г) 80 и старше.
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13. Одновременно подбросили три монеты. Какова вероят­
ность того, что ровно на двух из этих монет выпадет герб?

А) 
2

3
; 	 Б) 

1

8
; 	 В) 

3

8
; 	 Г) 

1

3
.

14. В  совокупных расходах некоторой украинской семьи 
33 % занимают расходы на продукты питания, 25 % — 
коммунальные услуги, 42 % — остальные расходы. Какая 
из данных круговых диаграмм соответствует структуре 
расходов этой семьи?

А) Б) В) Г)

15. В ящике лежат яблоки трех сортов: 20 желтых, 10 зеле­
ных и 30 красных. Какое наименьшее количество яблок 
надо достать из ящика наугад, чтобы гарантированно взять 
по крайней мере одно желтое и два красных яблока?
А) 3;	 Б) 13;	 В) 32;	 Г) 41.

16. Игральный кубик бросают два раза. Какова вероятность 
того, что выпадут числа, сумма которых равна 8? 

А) 
1

36
; 	 Б) 

3

36
; 	 В) 

5

36
; 	 Г) 

7

36
.

17. Монету подбрасывают до тех пор, пока не выпадет герб. 
Найдите такое натуральное значение k, что вероятность 

подбросить монету k раз равна 
1

8
.

А) 1;	 Б) 2;	 В) 3;	 Г) 4.

18. В ящике лежат 7 красных, 2 синих и 3 зеленых шара. 
Наугад берут 6 шаров. Какова вероятность того, что среди 
выбранных будут 4 красных и 2 зеленых шара? 

А) 
5

44
; 	 Б) 

3

55
; 	 В) 

3

77
; 	 Г) 

1

132
.
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	 32.	О  появлении посторонних корней  
и потере решений уравнений

Вы знаете, что далеко не каждое преобразование уравне­
ния сохраняет неизменным множество его корней. В одном 
случае это множество может сузиться, то есть корни будут 
потеряны, в другом — расшириться, то есть появятся по­
сторонние корни.

Приведем несколько примеров.

При переходе от уравнения log•• 2(x – 1)2 = 0 к уравнению 
2log2(x – 1) = 0 теряется корень x = 0.

Возведение обеих частей уравнения •• x  = –x в квадрат 
приводит к появлению постороннего корня x = 1.

Заменяя уравнение log•• x4 = 2 уравнением x2 = 4, получаем 
посторонний корень x = –2.

Метод решения уравнения, при котором данное уравнение 
заменяют на уравнение-следствие, а затем полученные кор­
ни подвергают проверке, называют методом следствий. Его 
применяют тогда, когда выполнить проверку несложно. 

Однако так бывает не всегда. Например, число 
− +2 6 11

7
 

является корнем уравнения 2 5 2 2 1x x x− + + = + , но что­
бы в этом убедиться, надо провести довольно большую вы­
числительную работу.

Для подобных ситуаций возможен другой путь решения — 
метод равносильных преобразований. С этим методом вы 
ознакомились в 10 классе.

Подчеркнем, что, применяя как метод следствий, так 
и метод равносильных преобразований, важно знать причины 
потери корней и появления посторонних корней. Рассмотрим 
некоторые из этих причин.
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Изменение области определения уравнения
Вне области определения уравнения корней нет (рис. 32.1). 

Поэтому преобразование уравнения, при котором расширя­
ется область его определения, может 
привести к появлению посторонних 
корней.

Например, областью определения 
уравнения logx 4 = 2 является мно­
жество (0; 1) ∪ (1; +∞). Пользуясь 
определением логарифма, получаем 
уравнение x2 = 4, областью определе­
ния которого является множество R. 
Расширение области определения 
исходного уравнения привело к по­
явлению постороннего корня x = –2.

Пример  1  Решите уравнение 

 
sin cos

sin cos
cos sin .

3 3
2 2

x x

x x
x x

+

+
= −

Решение. Если дробь в левой части данного уравнения 
сократить на (sin x + cos x), то получим уравнение sin2 x –  
– sin x cos x + cos2 x = cos2 x – sin 2x. При таком преоб­
разовании область определения исходного уравнения рас­
ширяется на множество чисел, которые являются корнями 
уравнения sin x + cos x = 0. Поэтому на самом деле данное 
в условии уравнение равносильно системе

sin sin cos cos cos sin ,

sin cos .

2 2 2 2

0

x x x x x x

x x

− + = −
+ ≠





Найдем корни уравнения системы. Имеем:

sin2 x – sin x cos x + sin 2x = 0;

sin2 x – sin x cos x + 2 sin x cos x = 0;

sin x (sin x + cos x) = 0.

Поскольку  sin x + cos x ≠ 0, то получаем  sin x = 0. Отсю­
да x = πn, n ∈ . Осталось заметить, что при x = πn значение 
выражения sin x + cos x отлично от нуля.

Ответ: πn, n ∈ .

Рис. 32.1
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Если расширение области определения уравнения может 
привести к появлению посторонних корней, то ее сужение — 
возможная причина потери корней.

Например, областью определения уравнения log2(x – 1)2 =  
= 0 является множество (–∞; 1) ∪ (1; +∞), а областью опреде­
ления уравнения 2 log2 (x – 1) = 0 является множество (1; +∞). 
Множество (–∞; 1) содержит корень x = 0 первого уравнения. 
Поэтому при переходе от уравнения log2 (x – 1)2 = 0 к урав­
нению 2 log2 (x – 1) = 0 этот корень потерян.

Часто причиной изменения множества корней уравнения 
является применение равенств, правая и левая части которых 
имеют разные области определения.

Приведем примеры таких равенств:

x
xy

y
= ;••

x x= ( )2 ;••  

xy x y= i ;••

tg ( ) ;
tg tg

tg tg
x y

x y

x y
+ =

+

−1
••

sin ;2
1 2

x
x

x
=

+

2 tg

tg
••

log•• a x
2 = 2 loga x.

В каждом из этих равенств область определения выра­
жения, стоящего в правой части, является подмножеством 
области определения выражения, стоящего в левой части. 
Поэтому применение этих равенств слева направо может 
привести к потере корней, а справа налево — к появлению 
посторонних корней.

Пример  2  Решите уравнение ( ) ( )x x− −1 32  = x – 1.

Решение. Областью определения данного уравнения яв­
ляется множество {1} ∪ [3; +∞). Очевидно, число 1 является 
корнем данного уравнения.

Однако применение формулы ab a b= i  приводит 
к уравнению

x x x− − = −1 3 1,
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область определения которого — множество [3; +∞). Поэтому 
число 1 не является корнем полученного уравнения, то есть 
такой переход ведет к потере этого корня.

Решим данное уравнение методом равносильных пере­
ходов.

Данное в условии уравнение равносильно системе

( ) ( ) ( ) ,

.

x x x

x

− − = −



1 3 1

1

2 2

l

Отсюда 
( ) ( ) ,

;

x x

x

− − =



1 4 0

1

2

l
 

x

x

=
=






1

4

,

.

Ответ: 1; 4.

Умножение обеих частей уравнения на выражение, 
содержащее переменную
Иногда бывает целесообразным умножить обе части урав­

нения на некоторое выражение. Рассмотрим последствия 
такого преобразования.

Перейдем от уравнения

f (x) = g (x)
к уравнению

f (x) ϕ (x) = g (x) ϕ (x).

При таком переходе множество корней уравнения может 
измениться под влиянием двух факторов: области определе­
ния функции ϕ и множества корней уравнения ϕ (x) = 0.

Например, если обе части уравнения x2 = 4 умножить 

на выражение x +1 и перейти к уравнению x x x2 1 4 1+( ) = +( ), 

x x x2 1 4 1+( ) = +( ),  то тем самым теряем корень –2. Если же обе 

части этого уравнения умножить на x , то теряем корень 
–2 и одновременно получаем посторонний корень 0.

Следовательно, если при решении уравнения возникла 
потребность умножить обе его части на выражение ϕ (x), то 
надо учитывать как область определения этого выражения, 
так и множество корней уравнения ϕ (x) = 0.
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Пример  3  Решите уравнение

 1 1 1 2 5+ +( ) + + −( ) =x x x x.
Решение. Умножим обе части данного уравнения на вы­

ражение 1 1+ −x . Поскольку ( )( ) ,1 1 1 1+ + + − =x x x  то 

получим:

	 x x x x x1 2 5 1 1+ + −( ) = + −( ). 	 (1)

Это преобразование не изменяет области определения 
исходного уравнения. Появление же посторонних корней 

возможно за счет корней уравнения 1 1+ −x  = 0. Следова­
тельно, полученное уравнение (1) — следствие уравнения, 
данного в условии. 

Уравнение (1) равносильно совокупности
x

x x x

=

+ + − = + −






0

1 2 5 1 1

,

.

Решим второе уравнение совокупности. Его следствием 
будет уравнение 2x – 5 = –1. Отсюда x = 2.

Осталось выполнить проверку. Легко убедиться, что чис­
ло 2 является корнем данного в условии уравнения, а чис­
ло 0 — нет.

Ответ: 2.

Переход от уравнения f (x) = g (x) 
к уравнению ϕ (f (x)) = ϕ (g (x))
Почему уравнения

	 x = 2x – 1   и   2x = 22x – 1	 (2)
равносильны, а уравнения 
	 x = 2x – 1   и   sin x = sin (2x – 1)	 (3)
не являются равносильными?

Дело в том, что свойства функции  y = 2t  отличаются от 
свойств функции y t= sin .

Если определенная на  функция y = ϕ (t) обратима, то 
равенство t1 = t2 выполняется тогда и  только тогда, когда 
ϕ (t1) = ϕ (t2). Поэтому в этом случае уравнения f (x) = g (x) 
и ϕ (f (x)) = ϕ (g (x)) равносильны.

Если же определенная на  функция y = ϕ (t) не являет­
ся обратимой, то из равенства ϕ (t1) = ϕ (t2) не обязательно 
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следует, что t1 = t2. Поэтому уравнение ϕ (f (x)) = ϕ (g (x))
является следствием уравнения f (x) = g (x).

Так, уравнения (2) равносильны, потому что функция 
ϕ  (t) = 2t обратима. Поскольку функция ϕ (t)  = sin t не 
является обратимой, то уравнения (3) не являются равно­
сильными.

Вы знаете, что возведение обеих частей уравнения в чет­
ную степень приводит к уравнению-следствию, а возведение 
в нечетную степень — к равносильному уравнению.

Это связано с тем, что функция y = x2k, k ∈ , не является 
обратимой, а функция y = x2k – 1, k ∈ , — обратимая.

Функция y = x2k, k ∈ , обратима на множестве [0; +∞). 
В 10 классе вы пользовались этим фактом в виде такой тео­
ремы.

Теорема 32.1. Если для любого x ∈ M выполняются 
неравенства f (x) l 0 и g (x) l 0, то уравнения f (x) = g (x) 
и (f (x))2k = (g (x))2k, k ∈ , равносильны на множестве M.

Эту теорему вы использовали при решении иррациональ­
ных уравнений.

Рассмотрим пример, в котором появление постороннего 
корня связано с необратимостью функции y = sin t.

Пример  4  Решите уравнение 

 arcsin arccos ( ).x x3 5 2( ) = −

Решение. Поскольку определенная на  функция  y = sin t 

не является обратимой, то уравнение sin  (arcsin  (x 3 )) = 
= sin (arccos (5x – 2)) — следствие данного. Поэтому решение 
уравнения должно завершиться проверкой корней. Следова­
тельно, можно не бояться далее переходить к новым урав­
нениям-следствиям.

Напомним, что имеют место равенства sin  (arcsin a) = a 

и sin (arccos a) =  1 2− a . Поэтому можно записать:

x 3  =  1 5 2 2− −( )x .

Отсюда 3x2 = 1 – (5x – 2)2. 
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Далее имеем: 28x2 – 20x + 3 = 0; 
x

x

=

=










1

2

3

14

,

.

Проверим полученные корни.

При  x =
1

2
 имеем: arcsin arcsin ;x 3

3

2 3
( ) = =

π
 

arccos ( ) arccos arccos .5 2 2
5

2

1

2 3
x − = −






 = =

π
 

Следовательно, число 
1

2
 — корень исходного уравнения.

При x =
3

14
 имеем: arcsin arcsin ;x 3

3 3

14 2
( ) = <

π

arccos ( ) arccos arccos .5 2 2
15

14

13

14 2
x − = −






 = −






 >

π

Следовательно, число 
3

14
 не является корнем исходного 

уравнения.

Ответ: 
1

2
.

32.1.° Равносильны ли уравнения:
1) x – 5 = 0  и  x (x – 5) = 0;

2) 
6

0
x

=   и  x2 = –4;

3) x + 1 = 1 + x  и  
x

x

2

2

1

1
1

+

+
= ;

4) x100 = 1  и  x1000 = 1;

5) 
x

x
=1  и  x = x;

6) 
x

x

2 1

1
0

−

+
=   и  x – 1 = 0;
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7) 
x

x

2 9

2
0

−

+
=   и  x2 – 9 = 0;

8) x x+( ) = +2 2 5
2

 и x + 2 = 2x + 5;

9) ( ) ( )x x− − =1 3 0  и  x x− − =1 3 0i ;

10) sin x = 2 и 2x = –1;

11) sin x = 0 и cos x = 1; 

12) cos x = 0 и sin2 x = 1;

13) 
1 tg

tg

−

+
= −

2

21
1

x

x
 и cos 2x = –1;

14) log3 x
2 = 2 и log3 x = 1;

15) log5 (x
2 – 1) = log5 (x – 1) и log5 (x + 1) = 0;

16) 
log ( )

log
x

x

x +
=

1

2
1  и log2 (x + 1) = 1?

32.2.° Равносильны ли уравнения:
1) x2 = x  и  x = 1;

2) 
( ) ( )2 1 2 1

2
0

x x− +
=   и  4x2 – 1 = 0;

3) x2 + 1 = 0  и  
3

1
0

x −
= ;

4) 
x

x

+

+
=

1

1
1   и  

x

x

2

2

1

1
1

+

+
= ;

5) 
x

x

+

+
=

1

1
0   и  

x

x

2

2

1

1
0

−

−
= ;

6) cos x = –1,2  и  ex = 0;

7) cos x = 0  и  sin x = 1;

8) 
2 tg

tg

x

x1 2
0

+
=   и  sin 2x = 0;

9) x x2 1 0( )− =   и  x x − =1 0;

10) log
x

x2

2 1=   и  logx x = 1?
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32.3.° Будет ли в результате данного преобразования получено 
уравнение, равносильное данному:
1) 	в уравнении 3 (2x – 1) – 5 (4x + 2) = 1 раскрыть скобки 

и привести подобные слагаемые;

2) 	в  уравнении x
x x

2 1

7

1

7
49+ − =

− −
 разность 

1

7

1

7x x− −
−  

заменить на нуль;

3) 	в уравнении 
x

x
x

2 1

1
3 5 0

−

−
+ − =  сократить дробь;

4) 	обе части уравнения x3 = x разделить на x;
5) 	обе части уравнения (x + 1) (x2 + 4) = x2 + 4 разделить 

на x2 + 4;

6) 	обе части уравнения 
x

x

2

2=  умножить на x;

7) 	обе части уравнения 2x + 1 = 5  умножить на x + 1 ?

32.4.° Какое из двух уравнений является следствием другого:

1) x2 = x  и  x = 1;

2) 
x

x
=1  и  0x = 0;

3) x3 = 1  и  x2 = 1;

4) | x | = 1  и  x3 = 1;

5) 
x

x x

2

6

36

6− −
=   и  x2 = 36;

6) x2 = 4  и  x
x x

2 1

2

1

2
4− = −

+ +
;

7) 
x

x

2 1

1
0

−

+
=  и  x2 – 1 = 0;

8) x x2 2 3− =   и x2 – 2 = 3x;

9) x x x2 1( )− =   и  x x x− =1 ;

10) x x+ =3  и  x + 3 = x2;

11) sin x = 3  и  log2 x = 1;

12) lg (x2 – 1) = lg (x – 1)2  и  x2 – 1 = (x – 1)2;

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



337

32. О появлении посторонних корней и потере решений уравнений 

13) 
2 tg

tg

x

x1 2
0

−
=   и  tg 2x = 0;

14) 
1

2
0

logx

=   и  log2 x = 0?

32.5.° Какое из двух уравнений является следствием другого:

1) 
x

x

2

1=   и  x2 = x;

2) (x + 1)2 = 1 и x2 + 12 = 1;

3) 
x

x x

2

8

64

8+ +
=   и  x2 = 64;

4) x
x x

2 1

3

1

3
9+ = +

+ +
  и  x2 = 9;

5) x x x2 1 5− − =   и  x2 – x – 1 = 5x;

6) x x2 4 2− = +   и  x x x− + = +2 2 2;

7) x x+ = −7   и  x + 7 = x2;

8) cos x = –2  и  ex x2 11 1− − = ;

9) log3 | x + 2 | = 1  и  logx | x + 2 |•log3 x = 1?

32.6.• Как может измениться (расшириться или сузиться) 
множество корней данного уравнения, если:
1) уравнение ( | x | + 3) f (x) = 2 | x | + 6  заменить на урав­

нение f (x) = 2;
2) уравнение (tg2 x + 1) f (x) = tg2 x + 1 заменить на урав­

нение f (x) = 1;

3) уравнение 
f x

x

( )
2 1

0
+

=  заменить на уравнение f (x) = 0;

4) уравнение 
f x

x

( )

lg2 1
0

+
=  заменить на уравнение f (x) = 0;

5) уравнение (x + 1) f (x) = x + 1 заменить на уравнение 
f (x) = 1;

6) уравнение x f x x−( ) = −1 1( )  заменить на уравнение 

f (x) = 1;
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7) уравнение 
f x

x

g x

x

( ) ( )

+
=

+1 1
 заменить на уравнение f (x) = g (x);

8) уравнение f(x) = g(x) заменить на уравнение 
(x + 1) f (x) = (x + 1) g (x);

9) уравнение log2 f (x) = 0 заменить на уравнение f (x) = 1;
10) уравнение logx f (x) = 0 заменить на уравнение f (x) = 1?

32.7.• Решите уравнение:

1) 
x

x x

x

x x

x

x

+

−

−

+

+

−
− =

5

5

5

2 10

25

2 502 2 2
; 	

2) 
9 12

64

1

4

1

4 163 2

x

x x x x

+

− − + +
− = .

32.8.• Решите уравнение:

1) 
4 24

5 45

3

5 15

3

32 2 2

y

y

y

y y

y

y y

+

−

+

−

−

+
+ = ;

2) 
y

y y

y

y y

+

+ +

+

− +
− =

2

8 1

1

4 2

3

8 4 23 2
.

32.9.• Решите уравнение:

1) x x2
2

2 5 0+ −( ) − = ; 	 2) 2 9 1 27 02
2

x x+ +( ) − = .

32.10.• Решите уравнение:

1) x x2
2

3 8 0− +( ) − = ; 	 2) x x2
2

4 2 13 0− +( ) − = .

32.11.• Решите уравнение:

1) 
sin

;
2

1 2
0

x

x+
=

tg
	 3) 

2 3

1

2

0
sin sin

cos
.

x x

x

+

−
=

2) 
sin

cos
;

x

x1
0

+
=

32.12.• Решите уравнение:

1) 
sin

;
2

1 2
0

x

x+
=

ctg
	 2) 

sin

sin
cos .

2

1
2

x

x
x

−
=

32.13.•• Решите уравнение 

 16 9 3 2 8 02− +( ) =x x xsin sin .π π
32.14.•• Решите уравнение 

 25 4 3 02

2
− +






 =x x

x
sin cos .π

π
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32.15.•• Решите уравнение:

1) 2 4 2 7 10 3 32 2x x x x x− + + − + = − ;	

2) x x x+ +( ) + −( ) =1 1 10 4 .

32.16.•• Решите уравнение:

1) x x x x x2 23 2 1 4 3+ − + − + = − ; 	

2) x x x x x+ +( ) + + + −( ) =1 1 1 72 .

32.17.•• Решите уравнение:

1) 
1

0
+ +

=
cos sin

cos
;

x x

x
	 2) 

cos cos

sin

.
x

x

x

+ −
=

3

2

8

2
0

32.18.•• Решите уравнение:

1) 
sin sin

cos
;

2 22

3 1
0

x x

x

−

−
= 	 2) 

cos cos

sin

.
x x

x

+ +

−
=

3 2

1
2

0

32.19.•• Решите уравнение:

1) tg ctg
5

4

2

3
2 5

π π
+






 = −x xcos ;  

2) tg ctg2 2
3

2
x x x+ = −sin .

32.20.•• Решите уравнение tg sin ctg .2 2
9

2
x x x− = −

32.21.•• Решите уравнение logx cos 2πx = 0.

32.22.•• Решите уравнение log sin .x

xπ

2
0=

32.23.•• Решите уравнение log sin log sin .9 32x x=

32.24.•• Решите уравнение log sin log sin .4 22x x= −

32.25.•• Решите уравнение arccos arcsin ( ).x x3 3 2( ) = −

32.26.•• Решите уравнение arcsin x = arccos (3x – 1).
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	 33.	 Основные методы решения уравнений

В таблице приведены схемы решения некоторых типовых 
уравнений.

Тип уравнения
Условие, равносильное  

данному уравнению

| f (x) | = | g (x) |
f x g x

f x g x

( ) ( ),

( ) ( )

=
= −






| f (x) | = g (x)

f x g x

f x g x

g x

( ) ( ),

( ) ( ),

( )

=
= −












 l0

f x g x( ) ( )= f x g x

g x

( ) ( ),

( )

=

 l0

f x g x( ) ( )= f x g x

g x

( ) ( ),

( )

=



2

0l

af (x) = ag (x), a > 0, a ≠ 1 f (x) = g (x)

loga f (x) = loga g (x),  
a > 0, a ≠ 1

f x g x

g x

( ) ( ),

( )

=
>



 0

Часто решение уравнений сводится к решению типовых 
уравнений, приведенных в  таблице. Это иллюстрируют 
упражнения №№ 33.1, 33.2. К  тем уравнениям, которые 
не сводятся к  типовым, применяют специальные методы 
и приемы. Рассмотрим некоторые из них.
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33. Основные методы решения уравнений

Метод разложения на множители
Хорошо, если удается левую часть уравнения f(x) = 0 

представить в виде произведения нескольких выражений. 
Как правило, этот шаг полезен, поскольку позволяет вме­
сто данного уравнения решить совокупность более простых 
уравнений.

Рассмотрим примеры.

Пример  1  Решите уравнение x3 – 6x2 + 11x – 6 = 0.
Решение. Очевидно, что число 1 является корнем данного 

уравнения. Тогда левую часть уравнения можно представить 
в виде произведения (x – 1) Q (x), где Q (x) — квадратный 
трехчлен. Для нахождения Q (x) разделим «уголком» много­
член x3 – 6x2 + 11x – 6 на двучлен x – 1:

   x3 – 6x2 + 11x – 6 x – 1

   x3 –  x2 x2 – 5x + 6

       –5x2 + 11x – 6
       –5x2 +  5x

                  6x – 6
                  6x – 6

                         0
Получили, что Q (x) = x2 – 5x + 6.
Имеем: (x – 1) (x2 – 5x + 6) = 0.

Это уравнение равносильно совокупности 
x

x x

− =

− + =






1 0

5 6 02

,

.
 

Отсюда 

x

x

x

=
=
=









1

2

3

,

,

.

Ответ: 1; 2; 3.

Пример  2  Решите уравнение

 3 2 2 2 2 6 2
2 23 3x x x xx x− + = + −− −i i .

Решение. Имеем: 

3 2 2 2 2 6 2 0
2 23 3x x x xx x− − + − − =− −i i ;

–

–

–
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2 3 2 2 3 2 0
2 3x x x x x− − −( ) − − −( ) = ;  

3 2 2 2 0
2 3x x x− −( ) − =−( ) .

Ошибочным было бы считать, что это уравнение равно­
сильно совокупности

3 2 0

2 2 0
2 3

x x

x

− − =

− =





 −

,

.

Действительно, корень –2 второго уравнения совокупно­
сти не входит в область определения исходного уравнения. 
На самом деле исходное уравнение равносильно системе

  

3 2 0

2 2 0

2

2 3

x x

x

x

− − =

− =
















−

,

,

.l

Отсюда  

3 2

2 2

2

2 3

x x

x

x

− =

=
















−

,

,

;l

 

9 18

3 1

2

2

2

x x

x

x

− =

− =














,

,

;l

 

x

x

x

x

x

=
=
=
= −























3

6

2

2

2

,

,

,

,

.l
Ответ: 2; 3; 6.

Метод замены переменной

Пример  3  Решите уравнение 

x4 – 8x3 + 15x2 + 4x – 2 = 0.

Решение. Преобразуем данное уравнение так:

x4 – 8x3 + 16x2 – x2 + 4x – 2 = 0;

(x2 – 4x)2 – (x2 – 4x) – 2 = 0.

Сделав замену x2 – 4x = t, получаем уравнение t2 – t – 2 = 0. 

Отсюда 
t

t

=
= −






2

1

,

;
 

x x

x x

2

2

4 2

4 1

− =

− = −






,

.

Ответ: 2 6+ ; 2 6− ; 2 3+ ; 2 3− .
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Пример  4  Решите уравнение 
2

4 2

3

2

5

42 2

x

x x

x

x x− + + +
+ = − .

Решение. Поскольку число 0 не является корнем данного 
уравнения, то, разделив числитель и знаменатель каждой 
из дробей левой части уравнения на x, получаем уравнение, 
равносильное данному:

2

4

3

1

5

42 2
x x

x x
− + + +

+ = − .

Сделаем замену x t
x

+ =
2

.  Тогда

2

4

3

1

5

4
0

t t− +
+ + = ;  

t t

t t

2 12

4 1
0

+ −

− +
=

( ) ( )
;

 
t t

t t

2 12 0

4 1 0

+ − =
− + ≠





,

( ) ( ) ;
 

t

t

= −
=






4

3

,

.

Имеем: 
x

x

x

x

+ = −

+ =










2

2

4

3

,

;

 
x x

x x

2

2

4 2 0

3 2 0

+ + =

− + =






,

.

Ответ: − +2 2 ; − −2 2 ; 1; 2.

Пример  5  Решите уравнение 

 sin sin .
sin sin

2
2

4 2
3 2 0x x

x x
+ + −







 − =

Решение. Пусть sin .
sin

x t
x

− =
2

 Тогда

sin .
sin

2
2

24
4

x t
x

− + =  

Отсюда sin .
sin

2
2

24
4x t

x
+ = +  Исходное уравнение прини­

мает вид t2 + 4 + 3t – 2 = 0.

Отсюда t2 + 3t + 2 = 0; 
t

t

= −
= −






1

2

,

.
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Получаем, что исходное уравнение равносильно совокуп­

ности

sin ,

sin .

sin

sin

x

x

x

x

− = −

− = −










2

2

1

2

Отсюда 
sin sin ,

sin sin ;

2

2

2 0

2 2 0

x x

x x

+ − =

+ − =




    

sin ,

sin ,

sin ,

sin .

x

x

x

x

=
= −

= − −

= − +











1

2

1 3

1 3

Поскольку | sin x | m 1, то получаем 
sin ,

sin .

x

x

=

= −






1

3 1

Отсюда   
x k

x k kk

= +

= − −( ) + ∈









π
π

π

2
2

1 3 1

,

( ) arcsin , .
 

Пример  6  Решите уравнение

 ( ) ( ) ( ) ( ) .2 7 7 2 323 23 3− + + − + − =x x x x

Решение. Пусть 23 − =x a,  73 + =x b.  Тогда

a b ab

a b

2 2

3 3

3

9

+ − =

+ =







,

;
    

a b ab

a b a b ab

2 2

2 2

3

9

+ − =

+ + − =







,

( ) ( ) ;
    

( ) ,

;

a b ab

a b

+ − =
+ =





2 3 3

3

ab

a b

=
+ =





2

3

,

;
   

a

b

a

b

=
=





=
=















1

2

2

1

,

,

,

.

    

Теперь можно записать:   

2 1

7 2

2 2

7 1

3

3

3

3

− =

+ =







− =

+ =


















x

x

x

x

,

,

,

;

     
x

x

=
= −






1

6

,

.

Ответ: 1; –6. 
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Применение свойств функций

Поиск области определения функции f может быть клю­
чом к решению уравнения f (x) = 0.

Пример  7  Решите уравнение

 x x x x x2
3

24 3 1 4 3 1− + +( ) + − − =log .

Решение. Применение любых приемов, связанных с пре­
образованием левой части данного уравнения, вряд ли приве­
дет к успеху. Вместе с тем нахождение области определения 
уравнения — путь вполне естественный.

Имеем:  

x x

x x

x

2

2

4 3 0

4 3 0

0

− +

− −
>









l

l

,

,

.

Решив эту систему, получим, что областью определения 
рассматриваемого уравнения является двухэлементное мно­
жество {1, 3}. Проверка показывает, что число 1 не подходит, 
а число 3 является корнем исходного уравнения.

Ответ: 3.

Пусть функции f и g таковы, что для любого x ∈ D (f) o 
o D (g)  выполняются неравенства f (x) m a и g (x) l a, где 
a — некоторое число. Тогда уравнение f (x) = g (x) равно­
сильно системе

f x a

g x a

( ) ,

( ) .

=
=





С помощью этих очевидных соображений можно решить 
целый ряд уравнений.

Пример  8  Решите уравнение 

 log ( cos ) sin .2
25 3 4

4
+ = +






x x

π

Решение. Поскольку cos 4x l –1, то 5 + 3 cos 4x l 2. 
Отсюда log2 (5 + 3 cos 4x) l 1.

В то же время  sin .2

4
1x +








π
m
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Поэтому исходное уравнение равносильно системе

log ( cos ) ,

sin .

2

2

5 3 4 1

1
4

+ =

+





 =








x

x
π

Отсюда 

cos ,

cos ;

4 1

02

4

x

x

= −

+





 =






π   

x n

x k k

n
= + ∈

= + ∈










π π

π
π

4 2

4

, ,

, .





Ответ:  
π

π
4

+ k,  k ∈ .

Вы знаете, что если функция f является возрастающей 
(убывающей), то уравнение f(x) = a имеет не более одного 
корня. Если удается корень угадать, то решение такого 
уравнения завершено.

Пример  9  Решите уравнение 2x – sin x = 0.
Решение. Рассмотрим функцию f (x) = 2x – sin x.  Име­

ем: f ′ (x) = 2 – cos x. Поскольку для любого x ∈  выпол­
няется неравенство f ′ (x) > 0, то функция f возрастает на . 
Следовательно, уравнение f (x) = 0 имеет не более одного 
корня. Очевидно, что число 0 является корнем данного 
уравнения.

Ответ: 0.

Пример  10  Решите уравнение 4 1 4 12x x− + −  = 1.

Решение. Рассмотрим функцию f (x) =  4 1 4 12x x− + − .  

Легко определить, что  D f( ) ; .= +∞






1

2

Каждая из функций g (x) =  4 12x −  и h (x) =  4 1x −  яв­
ляется возрастающей на D (f). Следовательно, функция f 
также возрастает на D (f).

Очевидно, что число 
1

2
 является корнем исходного урав­

нения. Этот корень единственный.

Ответ: 
1

2
.
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33. Основные методы решения уравнений

33.1.• Решите уравнение:

1) | x2 – 7x + 3 | = | x – 4 |;	 4) 3 7 7x x+ = − ;
2) | x2 – 3x – 1 | = x – 1;	 5) 72x + 3 = 73 – x;

3) 4 5 3 2 22 2x x x x− = − − ; 	 6) log3 (x
2 – 7) = log3 (–x – 1).

33.2.• Решите уравнение:
1) | x2 – 2x – 5 | = | x – 1 |;
2) | x2 + 6x – 16 | = 8 – 4x;		

3) 2 3 1 2 32 2x x x x− + = + − ;

4) 2 5 2x x+ = + ;

5) 2 28 2 12 2− −=x x ;
6) lg (x2 + 2x – 10) = lg (3x + 2).

33.3.• Решите уравнение:

1) x3 – 7x – 6 = 0;	     3) x4 – 9x2 + 4x + 12 = 0.

2) x4 – 5x3 + 8x2 – 7x + 3 = 0;	

33.4.• Решите уравнение:
1) x3 + x2 + x + 6 = 0;	 2) x4 + 2x3 – 3x2 – 4x + 4 = 0.

33.5.• Решите уравнение:

1) (x2 + 5x)2 – 2 (x2 + 5x) – 24 = 0;

2) (x2 + 2x + 2) (x2 + 2x – 4) = –5;	

3) 
3 9

2

12

3

2

2
3

x x

x x

−

−
− = ;

4) 
1

2

1

1

1

122x x x( ) ( )
.

+ +
− =

33.6.• Решите уравнение:
1) (x2 + 8x + 3) (x2 + 8x + 5) = 63;

2) 
x

x

x

x

4

2

2

2

4

2
5 0

( )
;

− −
− − = 	

3) 
3

1 2
23

+ +
= − −

x x
x x ;

4) 
6

1 2

8

1 4
1

( ) ( ) ( ) ( )
.

x x x x+ + − +
+ =
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33.7.• Решите уравнение:

1) 4 5 2 6
2 22 2 1x x x x+ − + − −− =i ; 		 3) 4 8 3 2

2 2

1

tg x x+ = i cos .

2) 2 2 3
2 2sin cos ;x x+ = 	

33.8.• Решите уравнение:

1) 4 17 2 256 0
2 2 2x x x x− − +− + =i ; 	 2) 2 3 2 42 2cos cos .x x= −i

33.9.•• Решите уравнение

 x xx x x x9 3 3 3 6 18
2 2 2 23 3 2 3 1 3 1− − − + − +−( ) = − + − .

33.10.•• Решите уравнение:
1) (x – 4) (x – 5) (x – 6) (x – 7) = 1680;	
2) x (x + 3) (x + 5) (x + 8) = 100.

33.11.•• Решите уравнение:
1) (x – 4) (x + 2) (x + 8) (x + 14) = 1204;	
2) (x + 3) (x + 1) (x + 5) (x + 7) = –16.

33.12.•• Решите уравнение:
1) (2x2 – 5x + 2) (2x2 + 7x + 2) = –20x2;	
2) (x + 2) (x + 3) (x + 8) (x + 12) = 4x2.

33.13.•• Решите уравнение:
1) 4 (x + 5) (x + 6) (x + 10) (x + 12) – 3x2 = 0;	
2) (x – 4) (x + 5) (x + 10) (x – 2) = 18x2.

33.14.•• Решите уравнение:

1) 4 12 472
2

12 4
x x

x x
+ + + = ; 	 2) 2

2

3

2

18

4

32

2

x

x

x

x
−






 = + + .

33.15.•• Решите уравнение:

1) 3 5 162
2

5 3
x x

x x
+ + + = ; 	 2) x

x

x

x
2

2

36 112

5 2

3
+ = −






.

33.16.•• Решите уравнение:

1) 
4

4 8 7

3

4 10 72 2
1

x

x x

x

x x− + − +
+ = ; 	

2) 
x x

x x

x

x x

2

2 2

10 15

6 15

4

12 15

− +

− + − +
= .

33.17.•• Решите уравнение:

1) 
3

1 4

2

1

8

32 2

x

x x

x

x x+ − + +
− = ;   2) 

x x

x x

x x

x x

2

2

2

2

5 4

7 4

4

4

13

3
0

+ +

− +

− +

+ +
+ + = .
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33. Основные методы решения уравнений

33.18.•• Решите уравнение:
1) 2 (x2 + x + 1)2 – 7 (x – 1)2 = 13 (x3 – 1);

2) 4 12 1 27 12x x x x+ + = +( ).

33.19.•• Решите уравнение:

1) x4 + 5x2 (x + 1) = 6 (x + 1)2;	    2) 6 5 3 3 02x x x x− + + + = .

33.20.•• Решите уравнение:
1) 3 sin2 x + 2 sin x cos x = 2;  2) 5 cos3 x = sin x – cos x.

33.21.•• Решите уравнение  22 cos2 x + 4 sin 2x = 7.

33.22.•• Решите уравнение:
1) tg4 x + ctg4 x + tg2 x + ctg2 x = 4; 	
2) 18 cos2 x + 5 (3 cos x + cos–1 x) + 2 cos–2 x + 5 = 0.

33.23.•• Решите уравнение:
1) tg3 x + tg2 x + ctg2 x + ctg3 x = 4;	

2) 4 4 112
2

1 2
sin sin .

sin sin
x x

x x
+ + + =

33.24.•• Решите уравнение 
sin 2x + 3 (sin x + cos x) + 1 = 0.

33.25.•• Решите уравнение 
sin 2x + 4 sin x – 4 cos x – 1 = 0.

33.26.•• Решите уравнение:

1) x x+ − − =8 8 24 4 ; 	 2) x x− + − =2 1 53 .

33.27.•• Решите уравнение:

1) 18 5 64 5 44 4+ + − =x x ; 	 2) 2 1 13 − = − −x x .

33.28.•• Решите уравнение:

1) 2 8 18
2

24

3
cos ;

x x
x x

−
= − +

2) 5 sin x – 12 cos x = x2 – 2x + 14. 

33.29.•• Решите уравнение:

1) sin ;
πx

x x
6

2 6 10= − + 	 2) sin 2x = x – x2 – 1.

33.30.•• Решите уравнение:

1) cos cos ;2 2
5

2
x

x
+ = 	 2) sin cos .6 2

12

5
x

x
+ = −

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



350

§ 5.  Уравнения и неравенства. Обобщение и систематизация

33.31.•• Решите уравнение:

1) cos cos ;
13

6

5

6
1

x x
= 	 2) sin cos .2 2

8

3
x

x
+ =

33.32.•• Решите уравнение 
(4x – x2 – 3) log2 (cos

2 πx + 1) = 1.

33.33.•• Решите уравнение 
2– | x – 2 | log2 (4x – x2 – 2) = 1.

33.34.•• Решите уравнение:

1) x x x3 2 1 12+ − = ; 	 2) 
17

1 22x

x

+
= .

33.35.•• Решите уравнение:

1) 2 5 2 7 13x x x+ − + + = ; 	 2) x x x2 5 15 2 44+ + + = .

33.36.•• Решите уравнение cos x – 2x = 1.

33.37.•• Решите уравнение sin x – cos x = 2x – 1.

	 34.	 Основные методы решения неравенств

В таблице приведены схемы решения некоторых типовых 
неравенств.

Тип неравенства
Условие, равносильное 
данному неравенству

| f (x) | < g (x)
f x g x

f x g x

( ) ( ),

( ) ( )

<
> −





| f (x) | > g (x)
f x g x

f x g x

( ) ( ),

( ) ( )

>
< −






f x g x( ) ( )> f x g x

g x

( ) ( ),

( )

>

 l0
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34. Основные методы решения неравенств

Тип неравенства
Условие, равносильное 
данному неравенству

f x g x( ) ( )< f x g x

g x

f x

( ) ( ( )) ,

( ) ,

( )

<
>









2

0

0l

f x g x( ) ( )> g x

f x

g x

f x g x

( ) ,

( ) ,

( ) ,

( ) ( ( ))

<



>















0

0

0
2

l

l

af (x) > ag (x), a > 1 f (x) > g (x)

af (x) > ag (x), 0 < a < 1 f (x) < g (x)

loga f (x) > loga g (x), a > 1
f x g x

g x

( ) ( ),

( )

>
>



 0

loga f (x) > loga g (x), 0 < a < 1
f x g x

f x

( ) ( ),

( )

<
>



 0

Часто решение неравенств сводится к решению типовых 
неравенств, приведенных в  таблице. Это иллюстрируют 
упражнения №№ 34.1–34.10. К тем неравенствам, которые 
не сводятся к  типовым, применяют специальные методы 
и приемы. Рассмотрим некоторые из них.

Метод равносильных преобразований

Пример  1  Решите неравенство ( ) .x x2 9 2 0− − l
Решение. Заметим, что ошибочными являются следую­

щие соображения: «Поскольку при x l 2 выполняется не­

равенство x −2 0l ,  то исходное неравенство равносильно 

системе 
x

x

l

l

2

9 02

,

.−





 Отсюда x ∈ [3; +∞)». Несложно увидеть, 

что при таком «решении» теряется решение x = 2. 
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Правильным решением данного неравенства является, 
например, переход к совокупности:

( ) ,

( ) .

x x

x x

2

2

9 2 0

9 2 0

− − =

− − >







Решением уравнения совокупности являются числа 2 и 3, 
множеством решений неравенства — промежуток (3; +∞).

Ответ:  [3; +∞) Ÿ {2}.

Пример  2  Решите неравенство 5 1 2 1x x− − + > .
Решение. Сразу возводить обе части неравенства в ква­

драт не является рациональным шагом, поскольку этот пере­
ход требует учитывать такое дополнительное условие:

 5 1 2 0x x− − + l .  

Данное в  условии неравенство целесообразно записать 
так: 

5 1 1 2x x− > + + .
Поскольку обе части последнего неравенства могут при­

нимать только неотрицательные значения, то можно перейти 
к равносильному неравенству:

5 1 1 2
2 2

x x−( ) > + +( ) .
Далее получаем:

5 1 1 2 2 2x x x− > + + + +( );

2 1 2( ) ;x x− > +

4 1 2

1

2 0

2( ) ,

,

;

x x

x

x

− > +
>
+







 l  

4 9 2 0

1

2x x

x

− + >
>





,

.

Отсюда  x > 2.
Ответ: (2; +∞).

Метод интервалов 
Пусть нули функции и ее точки разрыва разбивают об­

ласть определения функции на некоторые промежутки 
(рис. 34.1). Тогда из следствия из теоремы Больцано–Коши 
(см. пункт 5) следует, что эти промежутки являются про­
межутками знакопостоянства функции. Определить знак 
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34. Основные методы решения неравенств

функции на каждом из таких промежутков можно с помо­
щью «пробных точек».

Рис. 34.1

Эти соображения являются основой для решения широко­
го класса неравенств.

Пример  3  Решите неравенство 2 1 13 − > − −x x .

Решение. Рассмотрим функцию

 f x x x( ) .= − + − −2 1 13  

Имеем: D (f) = [1; +∞). Найдем нули функции f. Для это­

го решим уравнение   2 1 1 03 − + − − =x x .

Сделаем замену:  23 − =x a,  x b− =1 .  Имеем: 2 – x = a3, 
x – 1 = b2. Отсюда a3 + b2 = 1. Получаем систему:

a b

a b

+ − =

+ =





1 0

13 2

,

.

Отсюда 
b a

a a

= −

+ − =





1

1 13 2

,

( ) ;
 

b a

a a a

= −

+ − =





1

2 03 2

,

.

Эта система имеет три решения: (0; 1), (1; 0), (–2; 3).

Теперь можно записать: 

2 0

1 1

2 1

1 0

2 2

1 3

3

3

3

− =

− =







− =

− =







− = −

− =












x

x

x

x

x

x

,

,

,

,

,

.










 Отсюда 

x

x

x

=
=
=









2

1

10

,

,

.
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Поскольку функция f непрерывна, то ее нули, то есть чис­
ла 1, 2, 10, разбивают ее область определения D (f) = [1; +∞) 
на промежутки знакопостоянства: (1; 2), (2; 10), (10; +∞). 

Имеем:  
3

2
1 2∈( ; );   f

3

2
0







 > ;

3 ∈ (2; 10);   f (3) < 0;

17 ∈ (10; +∞);   f (17) > 0.

Знаки функции на промежут­
ках знакопостоянства показаны на рисунке 34.2.

Ответ: (1; 2) ∪ (10; +∞).

Применение свойств функций
При решении примера 3 было использовано такое свойство 

функции, как непрерывность. Нередко ключом к решению 
могут быть и  другие свойства функций: периодичность, 
четность (нечетность), возрастание (убывание), наибольшее 
и наименьшее значения функции и т. д. 

Например, если min ( )
( )D f

f x a=  и  max ( ) ,
( )D f

f x b=  то множе­

ством решений каждого из неравенств f (x) l a и f (x) m b 
является множество D (f) (рис. 34.3).

Рис. 34.3 Рис. 34.4

Еще один пример: если функция f возрастает на проме­
жутке D (f) = [a; +∞) и  f(x0) = 0, то множеством решений не­
равенства f (x) l 0 является промежуток [x0; +∞) (рис. 34.4).

Рассмотрим примеры, иллюстрирующие вышесказанное.

Пример  4  Решите неравенство 19 13 44 4− + +x x m .
Решение. Рассмотрим функцию 

f x x x( ) ,= − + +19 134 4  D (f) = [–13; 19].

Рис. 34.2
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34. Основные методы решения неравенств

Имеем:  ′ = − +
− +

f x
x x

( ) .
( ) ( )

1

4 19

1

4 1334 34
 Решив уравнение 

f ′ (x) = 0, получим x = 3.
Сравнивая числа f (–13), f (3), f (19), приходим к выводу, 

что  max ( ) ( ) .
[ ; ]−

= =
13 19

3 4f x f

Тогда  неравенство  f (x) m 4  выполняется  для  всех  
x ∈ D (f).

Ответ: [–13; 19].

Пример  5  Решите неравенство 

 log log ( ) .2 3
22 4 21 6x x x− +( ) + + l

Решение. Областью определения данного неравенства 
является промежуток [2; +∞).

Поскольку x − +2 4 4l ,  то log log .2 22 4 4 2x − +( ) =l

При  x l 2  получаем,  что  x2 + x + 21 l 27.  Тогда  
log3 (x

2 + x + 21) l 3.

Имеем:  log2 2 4 2x − +( )l   и  log3 (x
2 + x + 21) l 3. 

Отсюда для всех x ∈ [2; +∞) выполняется неравенство

log log ( ) .2 3
22 4 21 6x x x− +( ) + + l

Ответ: [2; +∞).

Пример  6  Решите неравенство 

 x x x− + + +1 5 9 6 533 l .

Решение. Рассмотрим функцию 

 f x x x x( ) .= − + + + −1 5 9 6 533  

Легко показать, что эта функция возрастает на D (f) = [1; +∞). 
Очевидно, что f (2) = 0. Тогда множеством решений неравен­
ства f (x) l 0 является промежуток [2; +∞).

Ответ: [2; +∞).
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§ 5.  Уравнения и неравенства. Обобщение и систематизация

34.1.• Решите неравенство:
1) | 2x – 5 | m x;	 2) | 3x – 2 | > 2x + 1.

34.2.• Решите неравенство:

1) 3 1
2

x
x

− < ;	 2) | 3x – 5 | > 9x + 1.

34.3.• Решите неравенство:
1) | x2 +3x | < x + 4;      	 3) x2 – x – 2 < | 5x – 3 |;

2) 
x

x

+

−
<

1

2 1
1;    	 4) | x2 + 3x | l 2 – x2.

34.4.• Решите неравенство:
1) | 4x2 – 1 | < x + 2; 	 3) | x2 – 3x | l x + 5.

2) 
3 1

5
1

x

x

+

−
l ;      

34.5.• Решите неравенство:

1) 2 5 6 32x x x+ − > − − ; 	 3) 2 6 3 42 2x x x x+ + − −l ;

2) x x+ > −2 8 2 ; 	 4) 
8

10

2

2

−

− −

x

x x
m .

34.6.• Решите неравенство:

1) x x x2 7 5 3 4− + −l ; 	 3) 
2 3

4 1

2

2

x

x

x

x

−

−

−

+
l ;

2) x x x x2 25 1 4+ < − + ; 	 4) 3
1

2
−

−
x

x
l .

34.7.• Решите неравенство:

1) x x+ <7 ; 	 3) 5 1 2− + +x xm .

2) x x x2 3 10 8− − < − ; 	

34.8.• Решите неравенство:

1) x x+ > −4 2 4 2 ; 	

2) x x x2 3 18 4− − −m ;

3) ( ) ( ) .x x x− − < +3 2 3 2
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34. Основные методы решения неравенств

34.9.• Решите неравенство:

1) 2 4 3x x+ > + ;  	 3) 
x

x
x

3 8
2

+
> − .

2) 2 5 6 22x x x+ − −l ;

34.10.• Решите неравенство:

1) x x x2 2 4− > − ; 	 3) 
x

x
x

3 27
3

+
> − .

2) − − − +x x x2 8 12 4l ; 	

34.11.• Решите неравенство:

1) ( ) ;x x+ −10 4 0m 	

2) ( ) ;x x x+ + +1 4 7 0m

3) ( ) ;x x x+ − +8 5 4 02 m 	

4) ( ) .x x x x2 23 10 2 5 2 0+ − + + l

34.12.• Решите неравенство:

1) ( ) ;x x− −12 3 0m 	 3) ( ) ;x x x+ + −3 2 02 m

2) ( ) ( ) ;x x x+ − −2 1 7 02 2 l 	 4) 
2 15 17

10

2

0
x x

x

+ −

−
l .

34.13.• Решите неравенство:

1) 1 3 5 1− − + >x x ; 	 2) 2 1 15 5x x− + + m .

34.14.• Решите неравенство:

1) x x− + + >2 2 5 3;	 2) x x x+ − −5 10m .

34.15.• Решите неравенство:

1) sin cos ;6 6 2

3
x x+ < 	 3) tg2 x – tg x – 2 > 0;

2) 2 12cos sin ;x x− > 	 4) 2 + tg 2x + ctg 2x < 0. 

34.16.• Решите неравенство:

1) 2 sin2 x – 7 sin x + 3 > 0;	

2) sin x + cos 2x > 1;

3) tg2 x – 3 tg x + 2 < 0.
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§ 5.  Уравнения и неравенства. Обобщение и систематизация

34.17.•• Решите неравенство:

1) cos 2x tg x < 0;	
2) sin2 x cos x + cos2 x sin x < 0;	

3) (sin cos ) sin cos ;x x x x+ −( ) >3 0

4) tg sin .x x−( )3 0m
34.18.•• Решите неравенство:

1) cos x – sin 2x – cos 3x < 0;	    3) (2 cos x – 1) ctg x l 0.
2) ctg x > ctg 3x;

34.19.•• Решите неравенство:

1) 3 2 13 − + −x x m ; 	 2) 
21 21

21 21

21+ + −

+ − −

x x

x x x
l .

34.20.•• Решите неравенство:

1) 10 1 33 − + −x x l ;	 2) 
6 6

6 6

6+ + −

+ − −

x x

x x x
m .

34.21.•• Решите неравенство:

1) 83 79 64 4− + +x x m ; 	

2) 11 5 24 4− + +x x l ; 	

3) 3 3 4 1 55 33x x x+ + + < ;

4) x x x+ +( ) + +2 1 4 13 23
2log ( ) ;l

5) log log ( ) .3 5
21 3 3 1x x x− +( ) + + l

34.22.•• Решите неравенство:

1) 71 57 46 6− + +x x m ;

2) 33 31 26 6− + +x x l ; 	

3) 2 3 9 10 433x x x− + + + l ;

4) log log ( ) .2 3
23 2 6 18 2x x x+ +( ) + + l

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



Тестовые
задания для 
повторения
курса 
алгебры

§6

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



360

§ 6. Тестовые задания для повторения курса алгебры

Делимость натуральных чисел и числовые выражения

Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 5

1. Какую цифру надо поставить вместо звездочки, чтобы 
число 1845* делилось нацело на 9, но не делилось на-
цело на 6?
А) 0;	 Б) 3;	 В) 6;	 Г) 9.

2. Группу туристов можно расположить в маленьких палат-
ках по 4 человека или в больших палатках по 6 человек, 
причем в обоих случаях свободных мест в палатках не 
останется. Сколько туристов в группе, если известно, что 
их больше 40, но меньше 50?
А) 42;	 Б) 44;	 В) 46;	 Г) 48.

3. Какое из данных чисел делится нацело на 3, но не делится 
нацело ни на 2, ни на 5?
А) 3547;	 Б) 2601;	 В) 7335;	 Г) 6228.

4. Чему равен остаток при делении на 8 значения выражения 
(15n + 7) – (7n + 3), где n — любое натуральное число?
А) 7;	 Б) 6;	 В) 4;	 Г) 10.

5. Какое наименьшее натуральное число надо прибавить 
к  числу 832, чтобы полученная сумма была кратной 
одновременно числам 3 и 5?
А) 3;	 Б) 5;	 В) 8;	 Г) 9.

6. На подносе лежат пирожки с мясом и пирожки с виш-
нями, количества которых относятся как 5 : 2 соответ-
ственно. Укажите среди данных чисел то, которым может 
выражаться общее количество пирожков.
А) 15;	 Б) 16;	 В) 21;	 Г) 24.

7. Какое из данных равенств неверное?

А) 
5

7

35

49
= ; 	 Б) 

14

24

2

3
= ; 	 В) 

7

9

56

72
= ; 	 Г) 

36

45

4

5
= .

8. Какому из данных промежутков принадлежит число 
15

18
?

А) (0; 0,25);   Б) (0,25; 0,5);   В) (0,5; 0,75);   Г) (0,75; 1).
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Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 5

9. Укажите, сколько можно составить неравных между со-
бой правильных дробей, числителями и знаменателями 
которых являются числа 2, 4, 5, 6, 8, 9.

А) 12;	 Б) 13;	 В) 14;	 Г) 15.

10. Определите, на сколько 
3

7
 числа 350 больше, чем 0,12 

числа 500.
А) 90;	 Б) 150;	 В) 160;	 Г) 170.

11. Один рабочий может выполнить некоторое задание за 
час, а другой — за полтора часа. За какое время они 
выполнят это задание, работая вместе?
А) 36 мин;	 Б) 40 мин;	 В) 48 мин;	 Г) 60 мин.

12. Среди данных чисел укажите наибольшее:

А) 
2002

2001
; 	 Б) 

2003

2002
; 	 В) 

2004

2003
; 	 Г) 

2005

2004
.

13. Натуральное число a — четное, а натуральное число b — 
нечетное. Какое из данных равенств возможно?

А) 
a

b

−

+
=

1

1
1; 	 Б) ab = 35;	 В) 

a

b
= 9; 	 Г) 

a

b
= 4.

14. Положительное число a меньше 1, а число b больше 1. 
Какое из выражений принимает наибольшее значение?
А) ab;	 Б) a2;	 В) a + b;	 Г) a

b .

15. Из последовательности чисел –9, –7, –5, 2, 3, 6 выбрали 
два числа и нашли их произведение. Какое наименьшее 
значение может принимать это произведение?
А) –54;	 Б) 6;	 В) –10;	 Г) 12.

16. Известно, что a > 0, b < 0. О каком из выражений можно 
утверждать, что оно принимает только положительные 
значения? 
А) b2 – a2;	 Б) a – b;	 В) (b – a)3;	 Г) a4 – b4.

17. Поезд прошел 105 км, что составляет 
5

7
 всего пути. 

Сколько километров составляет длина всего пути?
А) 75 км;	 Б) 140 км;	 В) 147 км;	 Г) 210 км.
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§ 6. Тестовые задания для повторения курса алгебры

18. Вычислите значение выражения 
1 – 2 + 3 – 4 + ... + 2009 – 2010.

А) 1005;	 Б) –1005;	 В) 2010;	 Г) –2010.

19. Установите соответствие между данными числами (1–4) 
и цифрами (А–Д), которые надо подставить вместо звез-
дочек, чтобы данные числа делились нацело на 9.

1) 628*;

2) 57*57;

3) 7*51;

4) 90*2.

А) 5; 

Б) 3;

В) 7;

Г) 4;

Д) 2.

20. Установите соответствие между данными выражениями 
(1–4) и их значениями (А–Д).

1) 

1

2

1

3
3

4

1

6

+

−
;

2) 2 5 1 1 2
5

6
, ( , )−






 −i ;

3) 2 8 2 8
4

7

4

7
, , :i − ;

4) 

8
1

1

2

1

3

8
1

1

2

1

3

−
−

+
−

.

А) 0,7; 

Б) –0,8;

В) 
1

7
;

Г) –3,3;

Д) 1
3

7
.
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Множества, процентные расчеты, элементы статистики

Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 6
1. Укажите диаграмму Эйлера, на которой правильно изо-

бражено соотношение между множествами  и .

А) Б) В) Г)

2. Даны три утверждения:

1) любое натуральное число является действительным;

2) любое иррациональное число является действительным;

3) любое действительное число является рациональным 
или иррациональным.

Сколько из этих утверждений являются правильными?

А) ни одного;	 Б) одно;	 В) два;	 Г) три.

3. Известно, что A ⊂ B и A ≠ B. Укажите верное утверждение:

А) A o B = B;	 Б) A Ÿ B = A;	 В) A o B = ∅;	 Г) A Ÿ B = B.

4. К сплаву массой 400 кг, содержавшему 15 % меди, до-
бавили 25 кг меди. Каким стало процентное содержание 
меди в новом сплаве?

А) 20 %;	 Б) 25 %;	 В) 30 %;	 Г) 40 %.

5. Добыча угля на некоторой шахте вначале уменьшилась 
на 20 %, а затем повысилась на 20 %. Увеличилась или 
уменьшилась добыча угля вследствие этого по сравнению 
с первоначальным уровнем и на сколько процентов?

А) увеличилась на 4 %;	 В) увеличилась на 10 %;

Б) уменьшилась на 4 %;	 Г) не изменилась.

6. Содержание соли в морской воде составляет 5 %. Сколько 
килограммов пресной воды надо добавить к 30 кг морской 
воды, чтобы содержание соли в полученном растворе со-
ставило 3 %?

А) 10 кг;	 Б) 15 кг;	 В) 20 кг;	 Г) 25 кг.

Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 6
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§ 6. Тестовые задания для повторения курса алгебры

7. Бригада из 12 рабочих может отремонтировать школу за 
36 дней. Сколько требуется рабочих, чтобы отремонти-
ровать школу за 9 дней, если производительность труда 
всех рабочих одинакова?
А) 3;	 Б) 24;	 В) 36;	 Г) 48.

8. В саду растут яблони и груши, причем яблонь в 4 раза 
больше, чем груш. Сколько процентов всех деревьев со-
ставляют груши?

А) 20 %;    Б) 25 %;    В) 50 %;    Г) определить невозможно.

9. В первый день мальчик прочел 30 % страниц книги, а во 
второй — 18 %. Сколько страниц в книге, если в первый 
день он прочел на 6 страниц больше, чем во второй?

А) 200;	 Б) 500;	 В) 50;	 Г) 20.

10. Некоторые величины a, b и c, принимающие только 
положительные значения, таковы, что aс = b. Как изме-
нится величина a, если величину b увеличить в 12 раз, 
а величину c увеличить в 3 раза?

А) увеличится в 36 раз;	 В) увеличится в 4 раза;

Б) уменьшится в 4 раза;	 Г) не изменится.

11. В 160 г воды растворили 40 г соли. Найдите процентное 
содержание соли в растворе.

А) 20 %;	 Б) 25 %;	 В) 33
1

3
%; 	 Г) 40 %.

12. В таблице приведено распределение оценок, полученных 
учащимися класса за контрольную работу по алгебре 
и началам анализа.

Оценка 6 7 8 9 10 11

Количество учащихся 3 8 4 5 3 2

	 Найдите относительную частоту, соответствующую оцен-
ке 9 баллов.

А) 36 %;	 Б) 20 %;	 В) 25 %;	 Г) 30 %.
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13.  Банк выплачивает своим вкладчикам 8 % годовых. 
Сколько денег надо положить в банк, чтобы через год 
на счете было 21 600 грн?

А) 20 300 грн;	 В) 20 100 грн; 

Б) 20 200 грн; 	 Г) 20 000 грн.

14. Цена товара составляла 80 грн. Через некоторое время 
она уменьшилась на 8 грн. На сколько процентов со-
стоялось снижение цены?

А) на 10 %;	 Б) на 8 %;	 В) на 12 %;	 Г) на 15 %.

15. Стул, первоначальная цена которого составляла 400 грн, 
дважды дешевел, причем каждый раз на 50 %. Сколько 
теперь стоит стул?

А) 100 грн;	 Б) 150 грн;	 В) 200 грн;	 Г) 250 грн.

16. Известно, что 7 кг печенья стоят столько, сколько 5 кг 
конфет. Сколько килограммов конфет можно купить 
вместо 28 кг печенья?

А) 14 кг;	 Б) 16 кг;	 В) 10 кг;	 Г) 20 кг.

17.  На графике, изображенном на рисунке, отображены 
объемы продажи тетрадей в магазине канцтоваров в те-
чение 6 месяцев. Сколько в среднем продавали тетрадей 
за один месяц?

А) 1050;	 Б) 1100;	 В) 1200;	 Г) 1250.

Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 6
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18. В мае магазин продал прохладительных напитков на 
сумму m грн, а в июне — на 2m грн. На сколько про-
центов увеличилась выручка магазина от продажи про-
хладительных напитков в июне по сравнению с маем?

А) на 50 %;	 В) на 200 %;

Б) на 100 %;	 Г) зависит от числа m.

19.  Установите соответствие между данными выборками 
(1–4) и их медианами (А–Д).

1) 2, 2, 3, 4, 4, 7, 7, 7, 9;

2) 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9;

3) 2, 4, 4, 6, 9, 3, 8, 9, 10;

4) 3, 10, 4, 9, 13, 9, 19, 3.

А)	 7;

Б)	 4;

В)	 6;

Г)	 9;

Д)	 5.

20. Установите соответствие между соляным раствором (1–4) 
и количеством соли, которое он содержит (А–Д).

1) 300 г 4-процентного раствора;

2) 40 г 9-процентного раствора;

3) 20 г 8-процентного раствора;

4) 40 г 6-процентного раствора.

А)	 1,6 г;

Б)	 12 г;

В)	 2,4 г ;

Г)	 3,6 г;

Д)	 37 г.

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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Рациональные выражения. Рациональные уравнения

Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 7

1. При каком значении переменной не имеет смысла вы-

ражение 
4

3 21x −
?

А) 7;	 Б) –7;	 В) 4;	 Г) –4.

2. Сократите дробь 
12

16

10 2

5 6

a b

a b
.

А) 
3

4

2

3

a

b
;	 Б) 

3

4

5 4a b
; 	 В) 

3

4

2

4

a

b
;	 Г) 

3

4

5

4

a

b
.

3. Сократите дробь 
6

18

m mn

m

−
.

А) 
6

18

− mn
;	 Б) 

1

3

− mn
;	 В) 

6

18

− n
; 	 Г) 

m n−

3
.

4. Представьте в виде дроби выражение 
a b

b

b a

a

− −
−

5

2

5

2
.

А) 
a b

ab

2 2

2

−
; 	 Б) 

a b

ab

2 2

4

−
; 	 В) 

a b−

2
; 	 Г) 

a b−

4
.

5. Упростите выражение 
a b

a

b

b

a

+

−
.

А) 
ab

a b+
; 	 Б) 

a b

ab

+
; 	 В) 

ab

a b−
; 	 Г) 

a b

ab

−
.

6. Если a
b

c
= −2 ,  то b равно:

А) c (2 – a);	 Б) c (a – 2);	 В) 
c

a2−
; 	 Г) 

2− a

c
.

7. Найдите значение выражения 
2

2

2

10 25

6 30

42 2a

a

a a

a

a−

+

− +

−

−
+ i  

при a = 4,75.

А) 2,5;	 Б) –2,5;	 В) 8;	 Г) –8.

Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 7
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8. Найдите значение выражения 
2 6

1

2

2 22 2

2a

a a a

a a

a

+

− +

−

+
−






 i  при  

a = 0,125.

А) 1;	 Б) –0,5;	 В) 0,25;	 Г) 0,125.

9. Корнем какого из данных уравнений является любое число?

А) 
x

x

2

2

25

25
1

−

−
= ; 	 В) 

x

x

2

2

25

25
1

+

+
= ;

Б) 
x

x
x

2 25

5
5

−

+
= − ;	 Г) 

x

x
x

2 25

5
5

−

−
= + .

10. Сократите дробь 
x x

x x

2

2

6

3 10

+ −

+ −
.

А) 
x

x

−

−

3

5
;	 Б) 

x

x

+

+

3

5
; 	 В) 

x

x

+

−

3

5
; 	 Г) 

x

x

−

+

3

5
.

11. Известно, что x1 и x2 — корни уравнения x2 + 2x – 5 = 0. 

Найдите значение выражения 
x

x

x

x
2

1

1

2

+ .

А) –1,2;	 Б) 1,2;	 В) –2,8;	 Г) 2,8.

12. Какое наибольшее значение принимает выражение x + y, 
если пара чисел (x; y) является решением системы урав-

нений 
x y

xy y

− =
− =





3 4

6 1

,

?

А) 10;	 Б) 8;	 В) 6;	 Г) 2
2

3
.

13. Пары чисел (x1; y1) и (x2; y2) являются решениями си-

стемы уравнений 
2 5

6

x xy

y xy

− =
+ =





,

.
 Найдите значение выра-

жения | x1y1 – x2y2 |.

А) 1;	 Б) 11;	 В) 70;	 Г) 10.

14. Из одного города в другой, расстояние между которыми 
равно 350 км, выехали одновременно грузовой и легко-
вой автомобили. Скорость грузовика на 20 км/ч меньше 
скорости легкового автомобиля, из-за чего он прибыл 

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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в пункт назначения на 2 ч позже легкового автомоби-
ля. Пусть скорость грузового автомобиля равна x км/ч. 
Какое из уравнений является математической моделью 
ситуации, описанной в условии задачи?

А) 
350 350

20
2

x x
− =

+
; 	 В) 

350

20

350
2

x x+
− = ;

Б) 
350 350

20
2

x x
+ =

+
; 	 Г) 

350 350

20
2

x x
− =

−
.

15. Катер проплыл 30 км по течению реки, скорость которой 
равна 1 км/ч, и вернулся назад, затратив на весь путь 
3 ч 10 мин. Пусть собственная скорость катера состав-
ляет x км/ч. Какое из уравнений соответствует условию 
задачи?

А) 
30

1

30

1
3 1

x x+ −
+ = , ; 	 В) 

30

1

30 1

6
3

x x+
+ = ;

Б) 
30

1

30

1
3 1

x x+ −
− = , ; 	 Г) 

30

1

30

1

1

6
3

x x+ −
+ = .

16. Два работника вместе могут выполнить компьютерный 
набор учебника по алгебре за 8 дней. Если первый ра-

ботник наберет 
2

3
 учебника, а затем второй работник 

завершит набор, то весь учебник будет набран за 16 дней. 
Пусть первый работник может набрать текст учебника 
за x дней, а второй— за y дней. Какая из данных систем 
уравнений соответствует условию задачи?

А) 
x y

x y

+ =

+ =







8

16
2

3

1

3

,

;
	 В) 

x y

x y

+ =

+ =







8

16
1

3

2

3

,

;

Б) 

1 1 1

8

2

3

1

3

1

16

x y

x y

+ =

+ =










,

;

	 Г) 

1 1 1

8

2

3

1

3
16

x y

x y

+ =

+ =










,

.

Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 7
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17. Известно, что при некоторых отрицательных значениях 
a и b выполняются равенства  a2 + b2 =  68, ab = 16. Най-
дите значение выражения a + b при этих же значениях 
a и b.
А) 10;	 Б) –10;	 В) –8;	 Г) –6.

18. Известно, что x
x

2
2

1
18+ = . Найдите значение выраже- 

ния x
x

−
1
.

А) 2 5;	 В) 6;

Б) −2 5  или 2 5;	 Г) 4.

19. Установите соответствие между данными выражениями 
(1–4) и выражениями, тождественно им равными (А–Д).

1) 
3 12

162

a

a

−

−
;

2) 
1 4

42a a a
−

+
;

3) 
a a

a
a

2

2

8 16

16
4

+ +

−
+: ( );

4) 
3

4

2

2 8

96

22

a

a

a

a a a−

+

− +
− i .

А) 
1

4a −
;

Б) 
3 12a

a

+
;

В) 
3

4a +
;

Г) 
1

4a +
;

Д) 
a

a

+

−

4

4
.

20. Установите соответствие между данными уравнениями 
(1–4) и множествами их корней (А–Д).

1) x2 – 6x – 16 = 0;

2) 
x x

x

x

x

2 3

2

3 16

2

−

+

+

+
= ;

3) x4 – x2 – 12 = 0;

4) 
x

x

+

−
=

2

42
0.

А) {–2, 8};

Б) {–2, 2};

В) {–2};

Г) ∅;

Д) {8}.
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Неравенства, степени, иррациональные уравнения

Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 8

1. Какое из данных неравенств обязательно выполняется, 
если a > b и c < 0?
А) ac > b;	 Б) a > bc;	 В) a > b + c;	    Г) a + c > b.

2. Оцените значение выражения 
a

b
, если 3 m a m 5 и 5 m b m 6.

А) 15 30m m
a

b
; 	 В) 

1

2
1m m

a

b
;

Б) 
3

5

4

5
m m

a

b
;	 Г) 18 25m m

a

b
.

3. Какая из данных систем неравенств имеет единственное 
решение?

А) 
2 6 0

1 3

x

x

+
−





l
l

,

;
	 В) 

x

x x

+
>

− >










9

3

4 2

2

0 75

,

, ;

	

Б) 
0 5 1

2 5 4 7

, ,

;

x

x x

> −
− > +





	 Г) 
1

3

2

3
1

0 7 2 0 3 0 8

x x

x x

−

+ +







m

m

,

, , , .

4. Сколько натуральных решений имеет неравенство 

(3x – 2)(3x + 2) – 9x (x – 1) m 6?

А) одно;   Б) два;   В) ни одного;   Г) бесконечно много.

5. Укажите множество решений неравенства 
1 1

2x
l .

А) [2; +∞);	 В) (–∞; 0) Ÿ [2; +∞);

Б) (–∞; 2];	 Г) (0; 2].

6. Найдите сумму целых решений неравенства 

(2x + 3)2 – (x + 2) (x – 5) < 37.

А) найти невозможно;	 В) 15;

Б) –20;	 Г) –15.

Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 8
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7. Чему равно значение выражения 5 12 5 0 0163 3 3i i, , ?

А) 0,25;	 Б) 0,5;	 В) 1;	 Г) 2.

8. Упростите выражение 1 8 4 2
2

−( ) + .

А) 9;	 Б) 9 8 2+ ; 	 В) –7;	 Г) − +7 8 2.

9. Вычислите значение выражения 2 3 7 4 33 6− +i .

А) 1;	 Б) 2;	 В) 3;	 Г) 4.

10. Найдите значение выражения

 
3

2 7

3

7 10

3

10 13

3

13 4+ + + +
+ + + .

А) 4;	 Б) 3;	 В) 2;	 Г) 1.

11. При каком из данных условий выполняется равенство

a b ab4
4

44( ) = −i ?
А) a > 0 и b > 0;	 В) a < 0 и b > 0;
Б) a > 0 и b < 0;	 Г) a < 0 и b < 0.

12.  Найдите значение выражения 
3

3

1

6

5

6

1

3

1

3

1

6

1

6

x x

x

x y

x y

+

+

−

−

−  при 

x = 12, y = 64.

А) 2;	 Б) –2;	 В) 4;	 Г) –4.

13. Укажите промежуток, которому принадлежит число 323 .

А) (0; 1);	 Б) (1; 2);	 В) (2; 3);	 Г) (3; 4).

14. Вычислите значение выражения 2 5 5 1
2 33−( ) − −( ) .

А) 3 2 5− ;	 Б) 1 2 5− ; 	 В) –1;	 Г) 1.

15. Решите неравенство 
x

x

3

1m .

А) [–1; 0) Ÿ (0; 1];	 В) (–∞; 0) Ÿ (0; 1];
Б) (–∞; 1];	 Г) [–1; 1].
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16. Укажите множество решений уравнения −( ) = −x x
2

2( ) .

А) ∅;	 Б) {0};	 В) (–∞; 0];	 Г) {–1, 0}.

17. Найдите сумму корней уравнения x x x+ + − =2 3 4 06 5 4i i .

А) 5;	 Б) 2;	 В) –1;	 Г) –3.

18. Решите уравнение 2 7 2 2x x+ − − = .

А) 1;	 Б) –1;	 В) −
31

9
;  1;	 Г) –1; 

31

9
.

19. Установите соответствие между данными неравенствами 
(1–4) и их множествами решений (А–Д).

1) 
2 1

1
x

x

−
m ;

2) x l x2;

3) 
x x

x

2

2

2
0

+ −
m ;

4) x3 m x2.

А) (0; 1];

Б) [–2; 0) Ÿ (0; 1];

В) [0; 1];

Г) (–∞; 1];

Д) [–1; 0) Ÿ (0; 1].

20. Установите соответствие между данными выражения-
ми (1–4) и выражениями, тождественно им равными 
(А–Д).

1) 
a a

a

−
−

−

( )5

4

8

2 5

3 5

i ,

,
;

2) 
9

4

3

2
5 4 1 2

2

a b a b− − − −
−







i ;

3) 
a

b

a

b

3

2

3 4

3

2

−

−

−

−














: ;

4) 
a a a

a a

4 1216

4

i
.

А) a16;

Б) 
1

a
;  

В) 
1
3a
;  

Г) a; 

Д) 
b

a3
.

Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 8
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Функции и последовательности

Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 9

1. Найдите область определения функции f x
x

x x
( ) .=

+

− +

1

4 42

А) [–1; +∞);	 В) (–∞; 2) Ÿ (2; +∞);
Б) (–1; 2) Ÿ (2; +∞);	 Г) [–1; 2) Ÿ (2; +∞).

2. Сколько нулей имеет функция y = x4 – x2 – 2?
А) ни одного;     Б) один;       В) два;	 Г) три.

3. График нечетной функции y = f (x) проходит через точку 
A (2; –7). Чему равно значение f (–2)?
А) –7;          Б) 7;          В) 2;          Г) определить невозможно.

4. 	На одном из рисунков изображен график четной функ-
ции. Укажите этот рисунок.

А) Б) В) Г)

5. Какая из данных функций убывает на промежутке (–∞; +∞)?

А) y
x

=
1
;	 Б) y = –x2;	 В) y x= − ; 	 Г) y x= −3 .

6. На каком рисунке изображен график необратимой функ-
ции?

А) Б) В) Г)

7. Какая функция является обратной к функции y = x – 2?

А) y = –x + 2;	 В) y = x – 2;

Б) y = –x – 2;	 Г) y = x + 2.
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8.  Чему равно наибольшее значение функции y = x–2 на 
промежутке [3; 5]?

А) 
1

9
; 	 Б) 

1

25
; 	 В) 9;	 Г) 25.

9. График линейной функции y = kx + b содержит точки 
в первой, второй и четвертой координатных четвертях. 
Укажите верное утверждение.

А) k > 0, b > 0;

Б) k > 0, b < 0;

В) k < 0, b > 0;

Г) k < 0, b < 0.

10. Графиком какой из данных функций может быть изобра-
женная на рисунке парабола?

А) y = –x2 + 2x;	

Б) y = –x2 – 2x – 2;	
В) y = –x2 – 2x + 2;

Г) y = –x2 + 2x + 2.

11. При каком значении a наименьшее значение функции
y = 2x2 – 8x + a 

равно 3?
А) 3;     
Б) 11;     
В) –21;     
Г) такого значения не существует.

12. На рисунке изображен график квадратичной функции
 y = ax2 + bx + c. 

Укажите верное утверждение.
А) a > 0, b > 0, c < 0;
Б) a > 0, b < 0, c < 0;
В) a < 0, b > 0, c > 0;
Г) a < 0, b < 0, c > 0.

Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 9
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13. На рисунке изображен график функции y
x a

bx c
=

+

−
.  Ука-

жите верное утверждение.

А) a > 0, b < 0, c > 0;
Б) a < 0, b > 0, c > 0;
В) a > 0, b > 0, c < 0;
Г) a < 0, b < 0, c < 0.

14. Сколько положительных членов содержит арифметиче-
ская прогрессия 5,2; 4,9; 4,6; ... ?

А) 17;	 Б) 18;	 В) 19;	 Г) 20.

15. Места в цирке расположены так, что в первом ряду каж-
дого сектора 8 мест, а в каждом следующем на 2 места 
больше, чем в предыдущем. Сколько всего мест в одном 
секторе, если в нем 15 рядов?
А) 270 мест;	 Б) 330 мест;	 В) 285 мест;	 Г) 345 мест.

16. Чему равна сумма тридцати пяти первых членов ариф-
метической прогрессии, если ее восемнадцатый член 
равен 20?
А) 350;    Б) 700;    В) 1400;    Г) определить невозможно.

17. Второй член геометрической прогрессии с положитель-

ным знаменателем равен 48, а восьмой член равен 
1

3
. 

Найдите пятый член этой прогрессии.

А) 4;	 Б) 2;	 В) 
1

4
; 	 Г) 

1

2
.

18.  Чему равна сумма бесконечной геометрической про-

грессии (bn), если b3 = –12, b6
3

2
= ?

А) 24;	 Б) 48;	 В) –96;	 Г) –32.

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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19. Установите соответствие между данными функциями  
(1–4) и их областями определения (А–Д).

1) y x= +13 ;

2) y x= +14 ;

3) y x= −2 1;

4) y
x

=
−

1

16
.

А) (–∞; –1] Ÿ [1; +∞);

Б) (–∞; 1);

В) (–∞; +∞);

Г) [–1; +∞);

Д) [1; +∞).

20. Установите соответствие между данными функциями 
(1–4) и их областями значений (А–Д).

1) y = x2 + 4;

2) y = 4 – | x |;

3) y x= +4;

4) y x= −4 2 .

А) [0; 2];

Б) [2; +∞);

В) [0; +∞);

Г) (–∞; 4];

Д) [4; +∞).

Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 9
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Тригонометрические функции

Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 10

1. Вычислите значение выражения 2 4
2

2

3
sin cos .−






 +

π π

А) –4;	 Б) 2;	 В) 0;	 Г) –1.

2. Укажите верное неравенство.
А) sin 160° < 0;	 В) tg 140° > 0;
Б) cos 250° > 0;	 Г) ctg 200° > 0.

3. Какая из данных функций является нечетной?

А) y
x

=
1

cos
; 	 В) y = x + cos x;

Б) y x= cos ; 	 Г) y = x cos x.

4. Чему равно наименьшее значение выражения 1 – 2 cos α?
А) –2;	 Б) –1;	 В) 0;	 Г) 3.

5. Упростите выражение 
1 2

2

− cos

sin
.

α

α
А) –1;	 Б) 1;	 В) tg2 α;	 Г) ctg2 α.

6. Найдите значение выражения cos 37° cos 23° – sin 37° sin 23°.

А) 
1

2
; 	 Б) 

3

2
; 	 В) 

2

2
; 	 Г) 1.

7. Упростите выражение cos sin ( ).
π

α π α
2

+





 + −

А) cos α + sin α;        Б) 2 sin α;        В) cos α – sin α;         Г) 0.

8. Известно, что cos (α + β) = 0 и sin α = 1. Найдите значе-
ние sin β.
А) 2;	 Б) 1;	 В) 0;	 Г) –1.

9. Упростите выражение 
sin

cos
.

2α

α

А) 2;	 Б) 2 cos α;	 В) 2 sin α;	 Г) sin α cos α.

10. Вычислите значение выражения 
cos cos

sin sin
.

20 80

20 80

° − °

° + °

А) 
3

3
; 	 Б) −

3

3
; 	 В) 3; 	 Г) − 3.
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11. Какое из данных уравнений не имеет корней?

А) sin ;x =
1

7
	 Б) cos ;x =

8

7
	 В) tg ;x =

1

7
	 Г) ctg .x =

8

7
12. График какой функции изображен на рисунке?

А) y = sin x;
Б) y = sin (π + x);

В) y x= −





sin ;

π

2
Г) y = sin (2π – x).

13. Найдите корни уравнения tg 2x = 0.

А) πk, k ∈ ;	 В) 
π

π
2

2+ k,  k ∈ ;

Б) 
πk

2
,  k ∈ ;	 Г) 

π π

4 2
+

k
,  k ∈ .

14. Решите уравнение cos .
x

3

3

2
= −

А) ± +
5

2
6

π
πk,  k ∈ ;	 В) ± +

5

18

2

3

π πk
,  k ∈ ;

Б) ± +
π

π
2

6 k,  k ∈ ;	 Г) ± +
π π

18

2

3

k
,  k ∈ .

15. Решите уравнение 
sin

sin
.

2
0

x

x
=

А) 
πk

2
,  k ∈ ;	 В) 

π
π

2
+ k, k ∈ ;  

Б) πk, k ∈ ;	 Г) корней нет.

16. Укажите множество решений неравенства sin .x > −
1

2

А) − + < < +
π π

π π
6

5

6
2 2k x k, k ∈ ;

Б) − + < < +
π π

π π
6

7

6
2 2k x k,  k ∈ ;

В) − + < < +
π π

π π
3

2

3
2 2k x k,  k ∈ ;

Г) − + < < +
π π

π π
3

4

3
2 2k x k,  k ∈ .

Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 10
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17. Найдите cos 2α, если sin .α = −
1

4

А) 
7

8
; 	 Б) 

3

4
; 	 В) 

15

16
; 	 Г) 

5

8
.

18. Решите уравнение 1 – cos 6x = sin 3x.

А) ( ) ,− +1
18 3

k k
i

π π
 k ∈ ;	 В) ( ) ,− +1

18
k ki

π
π  k ∈ ;

Б) πk,  ( ) ,− +1
6

k ki
π

π  k ∈ ;	 Г) 
πk

3
,  ( ) ,− +1

18 3
k k
i

π π
 k ∈ .

19. Установите соответствие между данными выражениями 
(1–4) и выражениями, тождественно им равными (А–Д).

1) (sin α + cos α)2;

2) (sin α + cos α) (–cos α + sin α);

3) sin 3α sin α – cos 3α cos α;

4) sin cos .2 3 2α α+

А) cos 4α;

Б) 2 2
3

sin ;α
π

+







В) –cos 4α; 

Г) –cos 2α;

Д) 1 + sin 2α.

20. Установите соответствие между тригонометрическими 
уравнениями (1–4) и их решениями (А–Д).

1) cos x = –1;

2) ctg x = –1;

3) | sin x | = 1;

4) | tg x | = 1.

А) πk, k ∈ ;

Б) π + 2πk, k ∈ ;

В) 
π

π
2

+ k, k ∈ ;

Г) 
3π

π
4

+ k,  k ∈ ;

Д) 
π π

4 2
+

k
,  k ∈ .
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Показательная и логарифмическая функции

Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 11

1. На одном из рисунков изображен график функции y = 2–x. 
Укажите этот рисунок.

А) Б) В) Г)

2. Среди данных функций укажите убывающую.

А) y = πx;	 Б) y
x

= 







π

2
; 	 В) y

x

= 







π

3
; 	 Г) y

x

= 







π

4
.

3. На рисунке изображен график функции y = a•3x + b. Ука-
жите верное утверждение.

А) a > 0, b > 0;        
Б) a > 0, b < 0;
В) a < 0, b > 0;
Г) a < 0, b < 0.

4. Какова область значений функции y x x= −52 2 2sin cos ?

А) [1; 5];	 Б) [5; 25];	 В) 
1

5
25; ;







	 Г) 
1

5
5; .







5.  Укажите промежуток, которому принадлежит корень 
уравнения 0,23x – 2 = 0,0016.

А) [–1; 0];	 Б) 0
1

2
; ;







 	 В) 

1

2
1; ;







	 Г) (1; 2].

6. Найдите множество решений неравенства 
1

4

2

3
64
















x x

i l .

А) (–∞; –4];	 Б) [–4; +∞);	 В) (–∞; 4];	 Г) [4; +∞).

Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 11
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7. Решите уравнение 2x + 2 – 2x = 96.

А) 3;	 Б) 4;	 В) 5;	 Г) 6.

8. Найдите значение выражения 0 04 0 2 2
, .

log ,

А) 0,2;	 Б) 2; 	 В) 2;	 Г) 4.

9. Чему равно значение выражения log ,a ab  если logab = 5?

А) 3;       Б) 2;       В) 5;       Г) определить невозможно.

10. Решите уравнение 2•25x + 5x – 1 = 0.

А) –1; 
1

2
; 	 Б) 

1

5
; 	 В) –log5 2;	 Г) корней нет.

11. Какова область определения функции y
e

x

x

=
ln

?

А) (0; +∞);	 В) (1; +∞);

Б) (0; 1) Ÿ (1; +∞);	 Г) (–∞; +∞).

12. Решите уравнение logx(x + 2) = 2.

А) –1; 2;	 Б) –2; 1;	 В) 2;	 Г) 1.

13. Решите уравнение log0,1 (x + 4) + log0,1 (x + 6) = log0,1 35.

А) –11; 1;	 Б) –1; 11;	 В) 11;	 Г) 1.

14. Решите неравенство log5 (x – 3) m 1.

А) (–∞; 8];	 Б) (3; 8];	 В) [3; 8];	 Г) (–∞; 3).

15. Решите неравенство log7 0,4•log7 x < 0.

А) (1; 7);	 Б) (–∞; 1);	 В) (1; +∞);	 Г) (0; 1).

16. Найдите множество решений неравенства 

log0,3 (x
2 + 2x – 3) > log0,3 (x – 1).

А) (–2; 1);	 В) (–∞; +∞); 

Б) (–3; –2) Ÿ (–2; 1);	 Г) ∅.

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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17. Сколько целых решений имеет неравенство 

log ( ) ?1

4

2 6 2x x+ −l

А) 2;	 Б) 4;	 В) 6;	 Г) 11.

18. Найдите значение выражения log ,3 18 9a a+ − −( )  если  

log .3 18 9 5a a+ + −( ) =

А) –2;         Б) 
3

5
;          В) 1;        Г) найти невозможно.

19. Установите соответствие между данными функциями 
(1–4) и их областями определения (А–Д).

1) y
x

=
−

2

2 4
;

2) y x= −4 2 ;

3) y = log0,2 (2 – x);

4) y x= −log ( ).,0 2 2

А) (–∞; 2);

Б) (–∞; 2) Ÿ (2; +∞);

В) (–∞; 2];

Г) (2; +∞);

Д) [1; 2).

20. Установите соответствие между данными выражениями  
(1–4) и их значениями (А–Д).

1) log ;4 2

2) log log ;16 2
4 2

3) log log ;6 625 2
5

6
−

4) log3 4•log4 5•log5 7•log7 81.

А) 4;

Б) −
3

4
;

В) 
1

4
;

Г) 2;

Д) 1.

Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 11
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Производная и интеграл. Начала теории вероятностей

Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 12

1. Найдите производную функции f x
x

( ) .=
6
3

А) ′ = −f x
x

( ) ;
18

2
	 В) ′ =f x

x
( ) ;

2
2

Б) ′ = −f x
x

( ) ;
18

4
	 Г) ′ =f x

x
( ) .

2
4

2. Укажите производную функции f x x( ) .= +4 1

А) ′ =
+

f x
x

( ) ;
1

4 1
	 В) ′ =

+
f x

x
( ) ;

1

2 4 1

Б) ′ =
+

f x
x

( ) ;
4

4 1
	 Г) ′ =

+
f x

x
( ) .

2

4 1

3. Найдите абсциссу точки графика функции f (x) = x2 – 5x, 
в которой касательная к этому графику образует с по-
ложительным направлением оси абсцисс угол 45°.
А) 1;	 Б) 2;	 В) 3;	 Г) 4.

4. Решите уравнение f R (x) = g R (x), если

 f x
x

x
( ) ,=

+3 2
 g x

x

x
( ) .=

+6 22

А) 0; –3;	  Б) 0; 3;	  В) 3;         Г) корней нет.

5.  Тело двигается по координатной прямой по закону 
s  (t) = t2 + 3t – 2 (перемещение измеряется в метрах, 
время — в секундах). В какой момент времени t скорость 
движения тела составляет 10 м/с?

А) t = 4,5 с;	 Б) t = 3,5 с;	 В) t = 4 с;	 Г) t = 3 с.

6. Чему равен угловой коэффициент касательной к графику 

функции f x
x

x
( ) =

−

+

2

12
 в точке его пересечения с осью 

ординат?

А) 1;	 Б) –2;	 В) –3;	 Г) 13.

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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7. Укажите рисунок, на котором может быть изображен 

график производной функции y
x bx c

=
− + +2

4
.

А) Б) В) Г)

8. Найдите промежутки убывания функции f (x) = 3x2 – x3.

А) [0; 2];	 В) (–∞; 0] и [2; +∞);

Б) [–2; 0];	 Г) (–∞; –2] и [0; +∞).

9. Функция y = f (x) определена на множестве действительных 
чисел и дифференцируема в каждой точке области опреде-
ления. На рисунке изображен график функции y = f R (x). 
Определите точку минимума функции y = f (x).

А) 2;           

Б) 1;           

В) 0;           

Г) определить невозможно.

10. Чему равно наибольшее значение функции f (x) = x3 – 3x 
на промежутке [–2; 0]?

А) –1;	 Б) –2;	 В) 0;	 Г) 2.

11. Для функции f (x) = e2x – cos x найдите первообразную F, 
график которой проходит через начало координат.

А) F x e xx( ) sin ;= − −
1

2

1

2
2 	

Б) F (x) = e2x – sin x – 1;

В) F x e xx( ) sin ;= + −
1

2

3

2
2

Г) F x
e

x
x e

x

( ) sin .=
+

− −
+2 1

2 1

Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 12
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§ 6. Тестовые задания для повторения курса алгебры

12.  Найдите площадь закрашенной фигуры, изображенной 
на рисунке.

А) 
1

3
; 	 В) 

1

6
;

Б) 
2

3
; 	 Г) 

1

4
.

13. Вычислите интеграл sin cos .3
0

4

x x dx

π

∫

А) 
1

2
; 	 Б) −

1

2
; 	 В) 

1

4
; 	 Г) −

1

4
.

14. Из натуральных чисел от 1 до 18 включительно ученик 
наугад называет одно. Какова вероятность того, что это 
число является делителем числа 18?

А) 
1

4
; 	 Б) 

1

3
; 	 В) 

1

6
; 	 Г) 

1

18
.

15. В лотерее разыгрывались 12 компьютеров, 18 фотоаппа-
ратов и 120 калькуляторов. Всего было выпущено 15 000 
лотерейных билетов. Какова вероятность, приобретя один 
билет, не выиграть ни одного приза?

А) 
1

10
; 	 Б) 

1

100
; 	 В) 

9

10
; 	 Г) 

99

100
.

16.  Из двузначных четных чисел наугад выбирают одно 
число. Какова вероятность того, что это число будет 
кратным числу 7?

А) 
1

9
; 	 Б) 

7

45
;	 В) 

1

14
; 	 Г) 

2

15
.

17.  В коробке лежат 12 белых и 16 красных шариков. 
Какова вероятность того, что выбранный наугад шарик 
окажется белым?

А) 
3

4
; 	 Б) 

3

7
; 	 В) 

1

12
; 	 Г) 

4

7
.
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18. В коробке лежат карандаши, из них 24 карандаша — 
синие, 8 карандашей — зеленые, а остальные — желтые. 
Сколько карандашей лежит в коробке, если вероятность 
того, что выбранный наугад карандаш будет желтым, 

составляет 
1

3
?

А) 48;	 Б) 54;	 В) 45;	 Г) 42.

19. Установите соответствие между данными функциями  
(1–4) и значениями их производных (А–Д) в точке x0.

1) f (x) = 3 sin x – 2 cos x, x0
2

=
π
;

2) f x
x

( ) ,=
−

2

1
 x0 = –1;

3) f x x e x( ) ,= − −2

3
3 4 4  x0 = 1;

4) f (x) = ctg2 x, x0
4

=
π
.

А) 2;

Б) −
1

2
;

В) 
1

2
;

Г) –2;

Д) –4.

20. Установите соответствие между данными интегралами  
(1–4) и их значениями (А–Д).

1) dx
0

1

∫ ;

2) 
dx

x1
16

1
4

∫ ;

3) ( ) ;x dx3

0

2

1−∫

4) 
dx

x
sin

.
2

2

4
π

π

∫

А) 2;

Б) 
1

2
;

В) 4;

Г) 1;

Д) –4.

Задание в тестовой форме «Проверь себя» № 12
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Ответы и указания к упражнениям

1.3. 1) 2; 2) 1; 3) 0. 1.4. 1) 
1

3
;  2) 

2

3
;  3) 0. 1.5. 1) 

1

2
;  2) –3; 

3) 
4

9
.  1.6. 1) –2; 2) 0; 3) −

1

3
.  1.7. 1) −

1

4
;  2) 

3

5
;  3) 0,1.  

1.8. 1) 1; 2) 3. 1.10. Да. 1.11. Равенство lim lim lim
n

n

n nn n n n n→ ∞ → ∞ → ∞
+ + +






 = + +

1 1 1 1 1
…

  
слагаемых

……
  

+
→ ∞
lim
n

n

n

1

слагаемых

 

lim lim lim
n

n

n nn n n n n→ ∞ → ∞ → ∞
+ + +






 = + +

1 1 1 1 1
…

  
слагаемых

……
  

+
→ ∞
lim
n

n

n

1

слагаемых

 ошибочно, поскольку теорему 

о пределе суммы можно использовать для конечного (фик-
сированного) количества последовательностей. 1.14. 1) 0;  

2) −
1

2
;  3) 1. 1.15. 1) 0; 2) −

3

2
.  1.16. Нет. Например, в любом 

промежутке (0 – ε; 0 + ε)  содержится бесконечно много 
членов последовательности 0, 1, 0, 1, 0, 1, … . 1.17. 1) Да; 
2) да. 1.18. Да. 1.19. Последовательность останется сходя-
щейся; предел не изменится. 1.20. Нет. Указание. Рассмо-
трите, например, последовательность, заданную формулой 
an  = πn. 1.21. Нет. 1.22. 1) Указание. Воспользуйтесь тео-
ремой о пределе произведения. 1.23. 1) 4; 2) 2. 1.24. 1) 6; 

2) 
1

7
. 

2.10. 1) y = 4x + 19; 2) y = –3x – 2; 3) y = 7. 2.11. 1) 45°; 
2) 135°; 3) 0°. 2.12. 1) y x= + −3 6 2 3; 2) y x= − + +3 6 2 3.

4.2. 1) 10; 2) 2; 3) –22; 4) 1,5; 5) 1; 6) 28. 4.3. 1) 4;  
2) 0,75; 3) 16; 4) 5. 4.4. 1) 0,5; 2) 1; 3) 6. Указание. Раскрой-

те скобки в выражении (1 + x)4; 4) 
5

3
. 4.5. 1) –1; 2) 0,5.  

4.6. 1) −
1

6
;  2) 

5

9
.  4.7. 2. 4.8. 0. 4.9. 

m

n
.  4.10. 

m

n
.  
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5.7. 1) Да; 2) нет. 5.8. 1) Нет; 2) да. 5.9. 1) –1;  

2) 
1

4
;     3) –3.     5.10.  1) 

2

3
;   2) –2;  3) 

2

3
.  Указание. 

x

x

x x

x x x

3 6 6

6 3 6

1

1

1 1

1 1

−

−

− +

− + +
=

( ) ( )
( ) ( )

. 

x

x

x x

x x x

3 6 6

6 3 6

1

1

1 1

1 1

−

−

− +

− + +
=

( ) ( )
( ) ( )

. 5.11. 1) 2; 2) 
1

2
;  3) −

1

16
;  4) 3. Указа­

ние. 
6 1

3 4

6 1 6 1 3 4

3 4 3 4 6 1

− −

− +

− − − + + +

− + + + − +
=

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x

x

x x x

x x x
;  5) 4; 6) 3. 

Указание. 
x

x

x x x

x x x+ −

+ + + +

+ − + + + +
=

( )
( ) ( )1 1

1 1 1

1 1 1 1 1
3

23 3

3 23 3

( )

( )
. 5.12. 1) 4; 

2) −
1

56
;  3) 0; 4) 

1

2
;  5) 0; 6) 

1

144
.  5.15. 1) [1; 3]; 2) [–4; –2]; 

3) [0; π]. 5.16. 1) [–5; –3]; 2) [2; 4]; 3) [0; π]. 5.17. 0
1

6
; .







 

5.18. 0
1

7
; .







   Указание.   Воспользуйтесь   неравенством  

x

x x

x

x x

2

4 2

2

4 24 3 1 2 4 1 3+ + +
m

.
.    5.19.  1) 2; 2) 

3

2
;  3) 0; 4) 

9

2
;   

5) −
99

8
;  6) 84. 

6.7. 8 м/с. 6.8. 1) 20 м/с; 2) 10 м/с. 6.9. 1) 2,6; 2) 2.  
6.10. 1) 7; 2) 12. 

7.6. 1) 
2

2
;  2) 

1

2
. 7.7. 1) 3

2
;  2) 

2

2
.  7.8. 1) 13,5; 2) 

13

4
;  

3) 
3

8
;  4) 

176

3
.  7.9. 1) 5; 2) 

3

16
.  7.10. 1) ′ = −f x

x
( ) ;

3
2

 2) f R (x) = 

= –2x. 7.11. 1) ′ =f x
x

( ) ;
2
3

 2) f ′(x) = 2x + 3. 7.12. 1) 3; 2) 
1

4
;  

3) −
1

4
;  4) 1. 7.13. 1) –32; 2) 

1

27
;  3) −

1

27
;  4) 1. 7.22. 1) –1; 1; 

2) 4; 3) 2; 4) 
π

π
2

+ k, k ∈ . 7.23. 1) –2; 2) –27; 27; 3) –3; 3;  

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



390

Ответы и указания к упражнениям

4) − +
π

π
2

2 k,  k ∈ . 7.24. 1. Величина ′ 





 =s

1

2
1  ������������задает мгно-

венную скорость материальной точки в момент времени 

t0
1

2
= .  7.25. 12. 

8.15. 
17

9
 м/с. 8.16. 105 м/с. 8.19. 2) (–∞; –1) Ÿ (0; +∞); 

4) (1; 5); 6) все числа, кроме чисел вида 
π

π
2

+ k,  k ∈ .  

8.20. 6) − +
π

π
2

2 k,  k ∈ . 8.21. 1) ′ = −y
x x

9 9
4 10

;  2) ′ = − −y
x x x

4 3 20
3 2 6

;  

3) ′ =
+

+
y

x

x

3 1

2 1
;     4) yR = cos x cos 2x – 2 sin x sin 2x;    5) ′ = + +

+
y x x

x

x

sin ( )

cos
tg cos ( );

2 5
2

2 2 5 

 ′ = + +
+

y x x
x

x

sin ( )

cos
tg cos ( );

2 5
2

2 2 5  6) ′ =
− −

−
y

x x x

x

3 1 3 3

1 2

( ) sin cos

( )
;   

7) ′ =
( )+

y
x x

1

1
2
;  8) y′ = (x + 1)2 (x – 2)3 (7x – 2); 9) ′ = −

+
y

x x

1

12 2
. 

′ = −
+

y
x x

1

12 2
.  8.22. 1) ′ = − −y

x x

4 8
5 9

;  2) ′ = − −y
x x x

30 1 12
7 2 3

;   

3) ′ =
+

+
y

x

x

3 6

2 3
;  4) yR = 2 cos 2x cos x – sin 2x sin x; 5) y′ =  

=  (x – 3)3 (x + 2)4 (9x – 7); 6) ′ =
− −

y

x
x

x

x

2
4

1

4
2 3

4

4
2

sin ( ) cos

sin

.   

8.23. 1) (–∞; –2) Ÿ (–2; +∞); 2) [–2; 1) Ÿ (1; 4]; 3) −





4

3
2; ;  

4) [–1; 0) Ÿ (0; 1]; 5) − + +
5

8 8

π π
π πk x km m , k ∈ ; 6) 

π π
π π

12

11

12
+ +k x km m ,  

π π
π π

12

11

12
+ +k x km m ,  k ∈ . 8.24. 1) (–∞; 1) Ÿ (1; +∞); 2) (–3; –2) Ÿ 

Ÿ (–2; –1); 3) −∞ −( ) +∞( ); ; ;2 2c  4) ( ; ) ; ;−∞ − +∞





2

4

3
c   
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5) 
π

π π π
2

+ < < +k x k,  k ∈ ; 6) − + < < +
π π π π

24 2

7

24 2

k k
x ,  k ∈ . 

8.25. 16 кг•м/с.   8.26. 400 Дж.    8.27. 7 м.    8.28. 1) yR =  

= –6 cos2 2x sin 2x;    2) ′ =

















−

−

y

x

x

cos

sin

;5 4

10
5 4

π

π
     3) ′ = −






y

x x
2 5

3 3

5

cos sin . 

′ = −





y

x x
2 5

3 3

5

cos sin .  8.29. 1) 
1

2
;  2) 

3

4
;  3) 0. 8.30. 1) 2; 0; 

2) –6; 0. 8.31. 1) 2; –2; 2) –10; 2. 8.32. 1) 3; 2) корней нет. 

8.33. 1) 2; 2) 
2

3
. 8.37. 1) Не дифференцируема; 2) может быть 

как дифференцируемой, так и недифференцируемой. Указа­
ние. Рассмотрите, например, функции f (x) = | x |, g (x) = –| x |. 
8.38. 1) Может быть как дифференцируемой, так и недиф-
ференцируемой. Указание. Рассмотрите, например, функ-
ции f (x) = 0, g (x) = | x |.   8.40. 1) y = 4x – 8; 2) y = –4;  
3) y = –x – 3. 8.42. y = 9x + 18. 8.43. y = 4x + 9. 

9.1. 1) y = x – 1; 2) y = 12x – 43; 3) y = –4x + 4; 4) y x= +
2

3
3;  

5) y = x; 6) y = –1; 7) y = 2x – π + 1; 8) y = x + 4; 9) y x= +
1

3

7

3
.  

9.2. 1) y = 3x – 4;  2) y = –2x + 2;  3) y x= − +
π

2
;  4) y = 1;  

5) y = –2x – π – 1;     6) y = –2,5x – 1,5;     7) y = 5x – 18.  

9.3. 1) y = –3x – 3;    2) y x= +
3

4

1

2
.       9.4. 1) y = –5x + 2;  

2) y x= −
3 2

2

2

2
.  9.5. 1) y = 6x – 3; 2) y = 2x – 2, y = 2x + 2. 

9.6. 1) y x= −
1

2

1

2
;   2) y = –3x + 9, y = 3x.  9.7. (2; 7). 9.8. (1; 1), 

(–1; –1). 9.9. Касательные пересекаются. 9.10. 1) (4; –9);  

2) 
3

6

5

4
; ;−









  3) 

1

12

3

2
; ;







  4) (5; 4), (–1; –2). 9.11. 1) (0; 0);  
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2) (0; –1), 
4

3

23

27
; .−






   9.14. 1) y = –1, y = 3;  2) y = 1, y = –7. 

9.15. y = –5, y =
17

3
.     9.16. 1) y = –x – 4; 2) y = 3x – 3;  

3) y = 2x – 8, y = 2x + 19. 9.17. 1) y = –7x – 9; 2) y x= +
1

4
.  

9.18. Нет. 9.19. Да, x0 = 0. 9.20. Да, x0 = 1. 9.21. 8. 9.22. 2. 
9.23. y = –x2. 9.24. (1,5; –2). Указание. Воспользуйтесь тем, 
что прямые y = k1x + b1 и y = k2x + b2 перпендикулярны 
тогда и только тогда, когда выполняется равенство k1k2 = –1. 

9.25. Нет. 9.26. b = c = 2. 9.27. a = 3, b = 1. 9.28. y x= +2 2 1,  

y x= − +2 2 1.   9.29. y = 2x – 5, y = 6x – 13.   9.30. 
1

2
2; .







  

9.31. (1; 4). 9.32. 0
7

2
; .







  Указание. Воспользуйтесь тем, что 

у перпендикулярных прямых произведение угловых коэффи
циентов равно –1. 9.33. (0; –3). 9.34. 2. 9.35. 0. 9.36. y = 8x – 20. 
Указание. Запишите уравнение касательных к графикам 
функций f и g в точках A (x1; f (x1)) и B (x2; g (x2)) соответ-
ственно, а затем установите, при каких условиях эти каса
тельные совпадают. 9.37. y = 8x + 4. 9.38. 4) (–9; –1) Ÿ (1; 3); 
5) [1; 3) Ÿ (3; 4]; 6) (–1; 1) Ÿ (1; 3) ∪ (3; +∞).

10.3. 1) 
7

3
;  2) 2 ; 3) 2

2 2
−

π π
arccos . 10.4. 1) 2; 2) 1

3

2
+ ;  

3) 
4 2 2

π π
arcsin .  10.10.  Указание. Рассмотрите функцию  

g (x) = f (x) cos x.
11.1. 1) Возрастает на [–2; +∞), убывает на (–∞; –2]; 

2) возрастает на (–∞; 0] и [1; +∞), убывает на [0; 1]; 3) воз-
растает на [–1; 7], убывает на (–∞; –1] и [7; +∞); 4) возрас-
тает на [–1; 0] и [1; +∞), убывает на (–∞; –1] и [0; 1]; 5) воз-
растает на ; 6) возрастает на [2; +∞), убывает на (–∞; 2]. 
11.2. 1) Возрастает на (–∞; 3], убывает на [3; +∞); 2) возрас-
тает на (–∞; –3] и [1; +∞), убывает на [–3; 1]; 3) возрастает 

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



393

Ответы и указания к упражнениям

на [–2; 0] и [2; +∞), убывает на (–∞; –2] и [0; 2]; 4) возрас-
тает на [–1; +∞), убывает на (–∞; –1]. 11.3. 1) Возрастает 
на [0; 1] и [2; +∞), убывает на (–∞; 0] и [1; 2]; 2) возрастает 
на [1; +∞), убывает на (–∞; 1]; 3) возрастает на (–∞; –3], [–1; 1] 
и [3; +∞), убывает на [–3; –1] и [1; 3]; 4) возрастает на [1; +∞), 
убывает на (–∞; 0) и (0; 1]; 5) возрастает на (–∞; –3] и [3; +∞), 
убывает на [–3; 0) и (0; 3]; 6) возрастает на (–∞; –3] и [–1; +∞), 
убывает на [–3; –2) и (–2; –1]; 7) возрастает на [1; 3) и (3; 5], 
убывает на (–∞; 1] и [5; +∞); 8) убывает на (–∞; –3), (–3; 3) 
и (3; +∞). 11.4. 1) Возрастает на [0; 2] и [3; +∞), убывает на 
(–∞; 0] и [2; 3]; 2) возрастает на (–∞; 3], убывает на [3; +∞); 
3) убывает на (–∞; 5) и (5; +∞); 4) возрастает на (–∞; –2] и 
[10; +∞), убывает на [–2; 4) и (4; 10]; 5) возрастает на (–∞; 0) 
и [2; +∞), убывает на (0; 2]; 6) возрастает на (–∞; –2) и (–2; 0], 
убывает на [0; 2) и (2; +∞). 11.5. (–∞; x1] и [x2; x3]. 11.7. (–∞; –3] 
и [3; +∞). 11.12. 1) Возрастает на ; 2) возрастает на ;  

3) возрастает на промежутках вида 
2

3

7

3
2 2

π π
π π+ +





k k; ,  

убывает на промежутках вида 
π π

π π
3

2

3
2 2+ +





k k; ,  k ∈ . 

11.13. 1) Убывает на ; 2) возрастает на промежутках вида
π π

π π
4

7

4
2 2+ +





k k; ,  убывает на промежутках вида − + +





π π
π π

4 4
2 2k k; , 

− + +





π π
π π

4 4
2 2k k; ,  k ∈ . 11.14. 1) Возрастает на [0; +∞), убывает на 

(–∞; –4]; 2) возрастает на  [0; 3], убывает на [3; 6]. 11.15. Воз-
растает на [1; +∞), убывает на (–∞; –1]. 11.16. 1) (–∞; –3) Ÿ [2; +∞); 
2) (–∞; –4) Ÿ [2; 5). 11.17. 1) (0; 7) Ÿ (7; +∞); 2) [–3; 0] Ÿ [2; +∞).  

11.18. Возрастает на промежутках вида
π π

π π
4 2

+ +




k k;  и 

π π
π π

2

3

4
+ +







k k; , убывает на промежутках вида − + +





π π
π π

4 4
k k; ,  

k ∈ . 11.19. Возрастает на промежутках вида 
π π

π π
6

5

6
+ +





k k; , 
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убывает на промежутках вида − +






π
π π

6
k k;  и π π

π
k k; ,

6
+







 

k ∈ . 11.20. 1) (–∞; 0]; 2) [12; +∞); 3) [0; +∞); 4) −





5

2

1

2
; .  

11.21. 1) (–∞; 0]; 2) (–∞; –6]; 3) (–∞; 0]; 4) [–4; 4]. 11.22. [12; 14]. 

11.23. (–∞; –3]. 11.24. − −





14

3
3; .  11.27. –1. 11.28. 0. 11.29. 0. 

11.30. (1; +∞). Указание. Докажите, что функция f (x) = x7 –  
– 2x4 + 3x – 2 возрастает на , причем f (1) = 0. 11.31. (–∞; 1). 
11.32. (1; 1). Указание. Рассмотрите функцию f (t) = t – sin t. 
Покажите, что эта функция возрастает на . Тогда из ра-
венства  f (x) = f (y) следует, что x = y. 11.33. (4; 4). 

12.6. 1) xmin = 0; 2) xmin = 3; 3) xmin = –2, xmax = 2; 4) xmin = –2, 
xmin = 2, xmax = 0; 5) xmin = 5, xmax = –1; 6) xmin = 0, xmax = –1, 
xmax = 1. 12.7. 1) xmin = 1, xmax = –1; 2) xmin = –2, xmax = 2;  

3) xmax = 2; 4) xmin = 1, xmax = –7; 5) xmin ;=
3

2
 6) xmin = 0, 

xmax ,= −
1

4
 xmax = 1.   12.9. Ни одной.   12.10. 1) Возрастает 

на [6; +∞), убывает на (–∞; 6], xmin = 6; 2) возрастает на 

−∞






;
8

5
 и [2; +∞), убывает на 

8

5
2; ,







 xmin = 2, xmax ;=
8

5
  

3) возрастает на [0; +∞), убывает на (–∞; 0], xmin = 0.  
12.11. 1) Возрастает на [0; +∞), убывает на (–∞; 0], xmin = 0; 
2) возрастает на (–∞; –4] и [0; +∞), убывает на [–4; 0], xmin = 0, 
xmax = –4. 12.14. 1) Возрастает на (–∞; 0) и [2; +∞), убывает 
на (0; 2], xmin = 2; 2) возрастает на (–∞; 1] и [3; +∞), убывает 
на [1; 2) и (2; 3], xmin = 3, xmax = 1; 3) возрастает на (–∞; 0], 

убывает на  [0; +∞), xmax = 0; 4) возрастает на − )6 0;   

и 6; ,+∞ )  убывает на −∞ −( ; 6  и 0 6; ,(   xmin ,= − 6  

xmin ;= 6  5) возрастает на (0; 2], убывает на (–∞; 0) и [2; +∞), 

xmax = 2; 6) возрастает на (3; +∞), убывает на (–∞; 3), точек 
экстремума нет; 7) возрастает на (–∞; –4) и (–4; 0], убывает 
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на [0; 4) и (4; +∞), xmax = 0; 8) возрастает на [0; 1], убывает 
на  [1; +∞), xmax = 1. 12.15. 1) Возрастает на (–∞; –6] и [2; +∞), 
убывает на [–6; –2) и (–2; 2], xmax = –6, xmin = 2; 2) возрас-
тает на (–∞; –3] и [3; +∞), убывает на [–3; 0) и (0; 3], xmax = –3, 
xmin = 3; 3) возрастает на [0; +∞), убывает на (–∞; 0], xmin = 0; 
4) возрастает на (–∞; –1), убывает на (–1; +∞), точек экстре
мума нет; 5) возрастает на [0; 4) и (4; +∞), убывает на (–∞; –4) 

и (–4; 0], xmin = 0; 6) возрастает на
1

16
; ,+∞




  убывает на 

0
1

16
; ,







 xmin .=
1

16
 12.18. 1) Убывает на промежутках вида 

− + +





π π
π π

3 3
2 2k k; , возрастает на промежутках вида 

π π
π π

3

5

3
2 2+ +





k k; ,  

π π
π π

3

5

3
2 2+ +





k k; ,  x kmax ,= − +
π

π
3

2  x kmin ,= +
π

π
3

2  k ∈ ; 2) возрастает 

на промежутках вида − + − +





π π
π π

3 6
k k; ,  убывает на проме

жутках вида − + +





π π
π π

6

2

3
k k; ,  x kmax ,= − +

π
π

6
 x kmin ,= − +

π
π

3
 

k ∈ . 12.19. 1) Возрастает на промежутках вида − + +





7

6 6
2 2

π π
π πk k; ,  

− + +





7

6 6
2 2

π π
π πk k; ,  убывает на промежутках вида 

π π
π π

6

5

6
2 2+ +





k k; ,  

x kmax ,= +
π

π
6

2  x kmin ,= +
5

6
2

π
π  k ∈ ; 2) возрастает на про-

межутках вида − + +





π π
π π

8 8
k k; ,  убывает на промежутках 

вида 
π π

π π
8

7

8
+ +





k k; ,  x kmax ,= +
π

π
8

 x kmin ,= − +
π

π
8

 k ∈ . 

12.20. –3; 3. 12.21. –1; 1. 12.22. 1) Возрастает на 0
4

5
; ,







 

убывает на (–∞; 0] и 
4

5
1; ,







 xmax ,=
4

5
 xmin = 0; 2) возрастает 
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на 0
1

3
; ,







 убывает на 
1

3
; ,+∞




  xmax ;=

1

3
 3) возрастает на [0; 1], 

убывает на [1; +∞), xmax = 1; 4) возрастает на (–∞; 2,5], 
убывает на [2,5;  3), xmax = 2,5. 12.23. 1) Возрастает на 

− −





2
8

5
;  и [0; +∞), убывает на −





8

5
0; ,  xmax ,= −

8

5
 xmin = 0; 

2) возрастает на 0
2

5
;






 и [2; +∞), убывает на 

2

5
2; ,







 xmax ,=
2

5
 

xmin =  2; 3) возрастает на 
7

3
; ,+∞




  убывает на 1

7

3
; ,








 

xmin .=
7

3
 12.24. Нет. 12.25. 1) Да; 2) нет; 3) нет. 12.26. 1) Нет; 

2) да. Указание. Если D (f) = , то xmin = x0. 12.27. Мо- 
жет. Указание.  См. рис. 12.28. Нет. Указание. См. рис.

Рис. к задаче 12.27 Рис. к задаче 12.28 Рис. к задаче 12.29

12.29. Да. Указание. См. рис.   12.30. 1) x kmin ,= +
π

π
8

 

x kmax ,= − +
3

8

π
π  k ∈ ; 2) x kmin ,= − +

π
π

2
2  xmax = π + 2πk, k ∈ ; 

3) x kmin ,= +
π

π
4

 x kmax ,= +
π

π
12

 k ∈ ; 4) xmin = πk, x kmax ,= ± +
2

3
2

π
π  

k  ∈ .  12.31.  1)  x kmin ,= +
2

3

π
π  x kmax ,= +

π
π

6
 k  ∈ ;  

2) xmin = π + 2πk, x kmax ,= − +
π

π
3

2  k ∈ ; 3) точек экстремума 

нет. 12.32. (–1; 1) Ÿ (1; +∞). 12.33. (0; 1) Ÿ (1; +∞).  
12.34. 1. 12.35. 1. 12.36. 1. 12.37. 2. 12.38. 1) –25; 2) –13; 
3) –22. 12.39. 1) 26; 2) 17; 3) –10. 

13.1. 1) 4; 0; 2) 13; 4; 3) 30; 4; 4) –3; –30; 5) 60; –75;  

6) –4; –8. 13.2. 1) 0; −
16

3
;  2) 1; –2; 3) 48; –6; 4) 0; –28.  
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13.3. 1) 10; 6; 2) 5; 13;  3) 100; 0; 4) –2; –2,5. 13.4. 1) 5; 3; 

2) 2; –2; 3) 81; 0; 4) 10; 6. 13.5. 1) 2;  –1; 2) 
3

2
;  −

3

2
;   

3) 
2 3

2

+ π
;  

2 3

2

− π
.  13.6. 1) 2; –1; 2) 2; –2. 13.7. 8 = 6 + 2. 

13.8. 12 = 8 + 4.    13.9.  1) 
3

2
;  1;   2) –3; –4;   3) 

3 3

2
; –2.  

13.10. 1) 
3 3

2
;  0;   2) 4; –2.      13.11. 180 = 40 + 80 + 60.  

13.12. 18 = 8 + 3 + 7. 13.13. 30 см2. 13.14. 8 см и 2 3  см. 

13.15. 20 2  см и 10 2  см.    13.16. 
24 5

5
 см, 

6 5

5
 см.  

13.17. 32. 13.18. 12 6.  13.19. 16 см. 13.21. 2a. 13.22. 
π

3
.  

13.23. 
π

3
.  13.24. 1,5R. 13.25. 

16

9

4

3
; .







  13.26. 

7

3

26

9
; .−






   

13.27. Искомая точка находится на расстоянии 25 км от 

пункта C. 13.28. 60°. 13.30. 
3

25
;  –38. Указание. Исследуйте 

функцию на отрезках [0; 1] и [1; 2]. 13.31. 105; −
11

27
.   

13.32. 4. 13.33. –3.

14.1.  6) 80 (2x – 1)3;    7) –9 sin 3x;     8) –2 cos 2x;  
10) 2 cos x – x sin x. 14.2. 5) 54 (1 – 3x); 6) –4 cos 2x;  
7) 2 cos 2x; 8) –2 sin x – x cos x. 14.3. 1) –26,5; 2) 53.  
14.4. 14 м/с2. 14.5. 10 м/с2, 5 м/с2. 14.6. 90 Н. 14.7. 1) Вы
пуклая вверх на (–∞; 0],  выпуклая вниз на [0; +∞),  
x = 0 — точка перегиба; 2) выпуклая вверх на  [1; 3], 
выпуклая вниз на (–∞; 1] и [3; +∞), x = 1 и x = 3 — точки 

перегиба. 14.8. 1) Выпуклая вверх на  −∞






; ,
2

3
 выпуклая 

вниз на
2

3
; ,+∞




  x =

2

3
 — точка перегиба; 2) выпуклая вверх 
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на [1; 2], выпуклая вниз на (–∞; 1] и [2; +∞), x = 1 и x = 2 — 
точки перегиба. 14.9. 0. 14.10. 0. 14.13. 1) Выпуклая вверх 

на каждом из промежутков −∞ −( ; 3  и 0 3; ,   выпуклая 

вниз на каждом из промежутков − 3 0;  и 3; ,+∞ )  x = − 3,  

x = 0, x = 3  — точки перегиба; 2) выпуклая вверх на (–∞; –2], 
выпуклая вниз на [–2; 1) и (1; +∞), x = –2 — точка пере-

гиба. 14.14. 1) Выпуклая вверх на −










3

3

3

3
; ,  выпуклая 

вниз на −∞ −








;

3

3
 и 

3

3
; ,+∞









  x = −

3

3
 и x =

3

3
 — точки 

перегиба; 2) выпуклая вверх на (–∞; –1) и (–1; 2], выпуклая 
вниз на [2; +∞), x = 2 — точка перегиба. 14.15. Выпуклая 

вверх на каждом из промежутков вида 
π π

π π
6

5

6
2 2+ +





n n; ,  

выпуклая  вниз  на  каждом  из  промежутков  вида 

− + +





7

6 6
2 2

π π
π πn n; , точками перегиба являются точки вида   

( ) ,− +1
6

n ni
π

π   n ∈ . 14.16. Выпуклая вверх на каждом из 

промежутков вида 
2

3

4

3
2 2

π π
π π+ +





n n; ,  выпуклая вниз на 

каждом из промежутков вида − + +





2

3

2

3
2 2

π π
π πn n; ,  точками 

перегиба являются точки вида ± +
2

3
2

π
πn,  n ∈ . 

15.1. Рис. к задаче 15.1. 15.2. Рис. к задаче 15.2. 15.3. Рис. 
к задаче 15.3. 15.4. Рис. к задаче 15.4. 15.5. Если a < –1 или 
a > 0, то 1 корень; если a = –1 или a = 0, то 2 корня; если 
–1 < a < 0, то 3 корня. 15.6. Если a > 4, то корней нет; если 
a = 4 или a < 0, то 2 корня; если a = 0, то 3 корня; если  
0 < a < 4, то 4 корня. 15.7. Рис. к задаче 15.7. 15.8. Рис.  

к задаче 15.8. 15.10. 2) −
1

6
; 3) 

4

7
;  4) 4; 5) 21; 6) 

225

256
.
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1) 2) 3)

4) 5)

6) 7)

Рис. к задаче 15.1
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1) 2)

3) 4)

5)
Рис. к задаче 15.2
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1) 2)

3) 4)

5) 6)

7) 8)

Рис. к задаче 15.3
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1) 2)

3) 4)

5) 6)
Рис. к задаче 15.4
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1) 2)

3) 4)
Рис. к задаче 15.7

1) 2)

3)
Рис. к задаче 15.8
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16.15. 1) − −6 135a ;  2) 
1
2 7a

;  3) 
2 3

3 2

a

a b+
; 4) 2 3 2 33 3

a a− . 

16.16. 1) a 6 1+ ;  2) 4
1

π ab.  16.17. 1) Да; 2) да; 3) нет; 4) нет.  
16.18. 3) (–4; +∞); 4) [1; +∞). 16.19. 36. 16.20. [–2; 4].  
16.22. 1) (–∞; +∞); 2) [0; +∞). 16.23. (–∞; 0) ∪ (0; +∞).  

16.28. 7 4 3 7 4 3
5 2 5 6

+( ) > −( )− , ,

.  Указание. Числа 7 4 3+   

и 7 4 3−  являются взаимно обратными. 16.29. 1) Корней 
нет; 2) 3 корня; 3) бесконечно много корней; 4) 2 корня. 
16.30. 1) 1 корень; 2) бесконечно много корней; 3) 2 корня. 
16.33. Указание. Найдите область определения данной 

функции.  16.34. 1) 4; 
1

4
;  2) 1; –1. 16.35. 1) 6; 

1

6
;  2) 6; 5

1

5
.  

16.36. 1) x x k k∈ ≠ + ∈{ } | , ;
π

π
2

 2) [–1; 1];   3) [–1; 1].     

16.37. 1) (–∞; +∞);   2) [–1; 1]; 3) {x ∈  | x ≠ πk, k ∈ }. 
16.38. 2) См. рис.

Рис. к задаче 16.38 (2)

16.42. 1) 0. Указание. 2cos x m 2, x2 + 2 l 2; 2) 0. 16.43. 1) 0; 
2) 0. 16.44. 1) ; 2) {0}; 3) [0; +∞). 16.45. (–∞; 0) Ÿ (0; +∞); 
2) {0}. 16.46. Нечетная. 16.47. Нечетная. 16.48. Четная.  

16.49. Нечетная. 16.50. −∞





 +∞; ( ; ).

1

4
1c  Указание. Выясните, 
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при каких значениях параметра a уравнение 
t

t
a

−

−
=

1

4
 имеет 

хотя бы один положительный корень. 16.51. (–∞; 0) Ÿ (1; +∞).  
16.54. 3) 33•2x – 4;  4) 13•3x – 1;  5) 5•2x + 1;  6) –29•6x – 1;  
7) 12•9x; 8) 576•5x – 2. 

17.3. 1) 1; 2) 3; 3) 3; 4) 1; 5) 3; 6) 2. 17.4. 1) 2; 2) 4; 3) 1; 
4) 3. 17.5. 1) 1; 2; 2) 2; 3) 1; 4) 2. 17.6. 1) 1; 2) –1; 2.  

17.7. 1) −
1

3
;  2) 1; 3) ± +

2

3
2

π
πk,  k ∈ ; 4) −

2

3
;  2; 5) –2; 6) 

1

10
.  

17.8. 1) −
5

2
; 
1

4
; 2) ( ) ,− ++1 1

6
k ki

π
π  k ∈ ; 3) −

1

2
; 4) 6,5. 17.9. 1) 5; 

2) 2; 3) 1; 4) 3; 5) 
4

3
;  6) 3; 7) 2; 8) 0; 

1

2
. 17.10. 1) 1; 2) 2;  

3) 2; 4) 
3

2
;  5) 4; 6) 0; 

1

3
. 17.11. 1) –1; 1; 2) −

1

2
;  

1

2
;  3) 2;  

4) 1; 5) –1; 2; 6) 1. 17.12. 1) –1; 1; 2) 1; 2; 3) 1; 4) –1; 5) 0; 
6) 2. 17.13. 1) 2; 2) –1; 1; 3) 2. 17.14. 1) 2; 2) 3; 3) 4.  

17.15. 1) 
3

2
;  2) 3; –3; 3) 3; 4) 6; 5) 

π
π

2
+ k, k ∈ ; 6) 

π π

4 2
+

k
,  

k ∈ ; 7) ± +
π

π
3

k,  k ∈ . 17.16. 1) 1; 2) 3; 3) πk, k ∈ .  

17.17. 1) 0; 1; 2) 0; –1; 3) –1; 4) 0. 17.18. 1) 0; 1; 2) 0; 2. 17.19. 2. 
17.20. 0. 17.21. –2; 2. Указание. Числа 2 3+  и 2 3−  яв-
ляются взаимно обратными. 17.22. –2; 2. 17.23. 1) –1; 0; 1. 

Указание.  Пусть  2
1

2
x

x
t+ = .   Тогда  4 2 2 2 2

1

4

1

2

1

2

2

2x
x

x
x

x
x

t+ = +





 − = −i i ; 

4 2 2 2 2
1

4

1

2

1

2

2

2x
x

x
x

x
x

t+ = +





 − = −i i ; 2) –1; 0; 1. 17.24. (–∞; 2] Ÿ {5}. 17.25. [–2; 3]. 

17.26. (1; 3) ∪ (3; +∞).    17.27.  1) 1;  2) 2;  3) 5;  4) 3.  

17.28. 1) 2; 2) 4; 3) 5; 4) 3. 17.29. (–∞; 0] Ÿ {1}. 17.30. ( ; ) ; .−∞ { }0 1 3c 

( ; ) ; .−∞ { }0 1 3c  17.31. 1; 3. 17.32. 1; 2. 

18.4. 1) 5; 2) 3; 3) 4. 18.5. 1) –5; 2) 7. 18.6. 1) [0; +∞);  
2) (1; +∞).  18.7. 1) (–∞; –2]; 2) (–∞; 4].  18.8. 1) (–∞; 1) Ÿ  

Ÿ (5; +∞); 2) −





3
1

3
; ;  3) (–5; –3) Ÿ (3; +∞); 4) (–∞; 0); 5) (0; 4]; 
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6) [–1; 2]. 18.9. 1) (–∞; –1) Ÿ (2; +∞); 2) ( ; ] ; ;−∞ − +∞




2

1

5
c  

3) (–∞; –2) Ÿ (1; 2); 4) (–1; +∞). 18.10. 1) (–1; +∞); 2) (–∞; 2); 
3) (5; +∞); 4) (–∞; –1]; 5) (–∞; 0]; 6) (–∞; 1). 18.11. 1) (–∞; 2); 
2) [0; +∞); 3) (3; +∞); 4) (1; +∞). 18.12. 1) (2; +∞); 2) (–∞; 1); 
3) [0; 1];   4) (–∞; –3] Ÿ [–2; +∞);   5) (–∞; 1];   6) [1; +∞). 
18.13. 1) (–∞; 0]; 2) [6; +∞); 3) (–∞; –1) Ÿ (0; +∞); 4) [0; 2]. 

18.14. 1) (–∞; 2) Ÿ (2; 3]; 2) (–∞; 0) Ÿ (1; +∞). 18.15. 1) −∞ −





 −







; ; ;
2

3

2

3
2c  

−∞ −





 −







; ; ;
2

3

2

3
2c    2) [–2; 5).     18.16. 1) 

7

3
; ;+∞






    2) 

8

3
; .+∞






   

18.17. 1) (0; 1);  2) −∞






; .
7

4
   18.18. 1) (2; +∞);   2) (–3; 1);  

3) (–∞; –2] Ÿ [0; +∞); 4) {0}.     18.19. 1) (1; +∞);   2) −∞






; .
1

2
 

18.20. [0; 1]. 18.21. [0; 4]. 18.22. 1) (0; 1); 2) (–∞; –1] Ÿ (0; +∞). 

18.23. 1) 0
1

2
; ;







  2) (–∞; 0) Ÿ (0; 1]. 18.24. 1) (–1; 0) Ÿ (1; +∞); 

2) (0; 2). 18.25. (–∞; –3) Ÿ (0; 3). 18.26. [0; 2]. 18.27. [0; 1]. 
18.28. 1) (1; +∞); 2) (2; +∞). 18.29. (–∞; 3). 18.30. [3; +∞) Ÿ 
Ÿ {–2}. 18.31. (–∞; –2] Ÿ {4}. 18.32. Если a l 1, то x = 1; если 
a < 1, то  x ∈ [a; 1]. 18.33. Если a < 1, то x ∈ (–∞; a] Ÿ {1}; 
если a l 1, то x ∈ (–∞; 1].

19.21. 4) 144; 5) 64; 6) 1; 7) 0; 8) 48. 19.22. 4) 9; 5) 10; 

7) 2. 19.23. 1) –3; 2) –1; 3) 
1

2
;  4) −

1

2
;  5) 

1

2
;  6) 

1

2
;  7) −

1

4
;   

8) −
1

2
.  19.24. 1) 1; 2) –1; 3) 0; 4) –1. 19.25. 1) 4; 2) 60; 3) 180; 

4) 20; 5) 0,1. 19.26. 1) 72; 2) 
1

4
;  3) 10. 19.27. 1) 

1

2
;  2) –3. 

19.28. 1) –5; 2) –2. 19.29. 1) 2; 2) 4. 19.30. 1) 6; 2) 9. 19.31. 30. 
19.32. 21. 19.33. loga b. 19.34. logb a. 19.37. 1) –1 < x < 1; 
2) x ≠ 1; 3) x < 2; 4) x ≠ 2. 19.38. 1) 0; 2) 0; 3) 0; 4) 0. 19.39. lg 2. 
Указание. В каждом из логарифмов перейдите к основанию 10. 
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19.40. 
5

2
. 19.46. 

log log

log log
.a b

a b

x x

x x

i

+
  Указание. log log log .

log log
x x x

a b

ab a b
x x

= + = +
1 1

 

log log log .
log log

x x x
a b

ab a b
x x

= + = +
1 1

 19.47. Указание. В выражении logab x 

перейдите к логарифму с основанием a. 19.48. –3. Указание. 

Воспользуйтесь тем, что logab b + logab a = 1. 19.49. 
2 1

2 1

a b

b

+ +

+
.  

19.50. 1) 
2 2 1

3 2

( )

( )
;

a

a

−

−
 2) 

a b

a

+

−1
.  19.51. 

3 3

1

−

+

a

b
. 

20.19. 1) 2 < log3 10 < 3; 2) 2 < log2 5 < 3; 3) − < < −2 7 11

3

log ;  

4) –1 < log0,1 2 < 0. 20.20. 1) 4 < log2 29 < 5; 2) − < < −4 9 31

2

log .  

20.21. 1) log4 5 > log5 4; 2) log1,5 1,3 < log1,3 1,5; 3) log0,7 0,8 < 
< log0,8 0,7; 4) log0,2 0,1 > log0,1 0,2. 20.23. 1) (0; 1) Ÿ (1; +∞); 

2) (–∞; 9) Ÿ (9; 10); 3) − + < < +
π π

π π
2 2

2 2k x k,  k ∈ ; 4) π π
π

k x k< < +
2

, 

π π
π

k x k< < +
2

, k ∈ . 20.24. 1) (–3; –2) Ÿ (–2; +∞); 2) 2πk < x < 

< π + 2πk, k ∈ . 20.27. 1) 2; 2) 1; 3) 
1

2
. 20.28. 1) 

1

2
;  2) 3. 

20.29. 1) 1 корень; 2) 1 корень; 3) 1 корень. 20.30. 1) 1 ко-
рень; 2) 1 корень. 20.31. log2 3 + log3 2 > 2. Указание. 
Числа log2 3 и log3 2  являются положительными и взаимно 
обратными. 20.33. 1) (–∞; 0) Ÿ (0; +∞); 2) все действительные 

числа, кроме чисел вида 
π

π
2

2+ k, k ∈ ; 3) {0}; 4) все числа 

вида 2πk, k ∈ ; 5) (3; 4) Ÿ (4; 6]; 6) (–2; –1) Ÿ (–1; 3);  
7) [–1; 0) Ÿ (0; 3]; 8) (–∞; 1) ∪ (3; 6) Ÿ (6; 7); 9) (0; 2) Ÿ (2; 3); 
10) (–3; –2) Ÿ (–2; –1) Ÿ (0; +∞). 20.34. 1) (–∞; 0) Ÿ (0; +∞); 

2) все действительные числа, кроме чисел вида − +
π

π
2

2 k,   

k ∈ ; 3) ; 4) все числа вида 
π

π
2

2+ k,  k ∈ ; 5) (–8; –2) Ÿ 

Ÿ (–2; –1); 6) (0; 7) Ÿ (7; 8); 7) − −( ) −( ) ( )2 3 3 3 3 2; ; ; ;c c    
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8) (0; 4) Ÿ (4; 5);   9) (–1; 1) Ÿ (1; 2);  10) [–5; 0) Ÿ (0; 2].  
20.35. 3) См. рис.; 4) см. рис. 20.36. 3) См. рис. 

Рис. к задаче 20.35 (3) Рис. к задаче 20.35 (4) и 20.36 (3)

20.37. 1) –2; 2) –1. 20.38. 1) 3; 2) 1. 20.39. Нечетная. 

Указание. Воспользуйтесь тем, что x x x x2 2
1

1 1+ − = + +( )−

.

21.5. 1) 16; 2) 64; 3) 6; 4) 6; 5) 512. 21.6. 1) 
1

9
;  2) 5; 3) 1010. 

21.7. 1) 0,8; 2) 2; 3) 0; 4) –1. 21.8. 1) 1; 2) 0; 1. 21.9. 1) –2; 6; 
2) 5; 3) корней нет; 4) –2; 5) 1; 6) –1; 7) 0; 8) 6. 21.10. 1) –2;  
2) корней нет; 3) 0; 13; 4) –2. 21.11. 1) 7; 2) 1; 3) 1;  
4) 2. 21.12. 1) 3; 2) log2 3; 3) 2. 21.13. 1) 4; 2) 2; 3; 3) 4;  

4) 5; 5) 8; 6) 4; 7) 4; 8) 7. 21.14. 1) 1; 2) 2; 3) 
3

4
;  4) –1; 4; 

5) 3; 6) 8. 21.15. 1) log5 4; 2) 0. 21.16. 1) 2; 2) log .3 3 11+( )  

21.17. 1) 2; 
1

16
;  2) 9; 

1

3
;  3) 10; 1000; 4) 25; 5;  5) 

1

6
;  6) 8; 

107 – 2. 21.18. 1) –8; −
1

2
;  2) 343; 

1

49
; 3) 27; 33 ;  4) 10

10
.  

21.19. 1) 7; 2) корней нет; 3) 3; 4; 4) 1; 5) 4. 21.20. 1) корней 

нет; 2) 5; 3) 4; 4) 3; 5) 3. 21.21. 1) 
1

3
;  2) –5; –2; 

89 7

2

−
.  

21.22. 1) –6; –4; 2; 2) –1; 2; 3. 21.23. 1) 
1

3
;  3

5

9;  2) 0,1; 10;  

3) 4;  4) 8; 
1

8
;   5) 100; 10–8;  6) 5; 

1

625
;   7) 10;  8) 10 000.  

21.24. 1) 103 ;  
1

104
;  2) 3; 9; 3) 1; 49; 4) 100; 

1

100
;  5) 6; 6–7; 

6) 32.   21.25. 1) 
1

5
;  5;  2) 0,001; 10;  3) 3; 9;  4) 216; 

1

6
.   
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21.26. 1) 
1

9
;  9; 2) 

1

10
;  100; 3) 16; 

1

4
;  4) 1 000 000; 0,001. 

21.27. 1) 2; 2) 
1

4
;  4; 3) 2 2;  2 2− ;  4) 1; 9; 5) 1; 16; 6) 

1

2
. 

21.28. 1) 
1

9
;  3; 2) 3;  3; 3) 7; 4) 3. 21.29. 1) 3;  2) 

1

625
;  5; 

3) 
1

8
;
1

2
.   21.30.  Указание.  Рассмотрите  произведение  

loga x•loga y. Воспользовавшись теоремой 19.3, можно запи-

сать: log log log log
a a a

xx y y ai =  или log log log .log
a a a

yy x x ai =  

Отсюда log log ;log log
a

x
a

yy xa a=  y xa ax ylog log .=  21.31. 1) 1000; 

2) 3 2;  3 2− . 21.32. 1) 4; 2) 
1

7
;  7. 21.33. 1) (1; 3); 2) (9; 3), (3; 9);  

3) (8; 2), 
1

2

1

8
; ;







  4) (3; 9), (9; 3); 5) 2

1

2
; ;







  6) (2; 10), (10; 2). 

21.34. 1) (1,5; 2); 2) (8; 2), 
1

2

1

8
; ;







  3) (5;  5); 4) (1;  1), 

6

3

6

3

3 32
; ;









  5) (4; 1). 21.35. 1) –1; 2) 

1

4
;  2. Указание. Рас

смотрите данное уравнение как квадратное относительно 

log2 x. 21.36. 1) 8; 2) 3; 
1

27
. 21.37. 3; 2.  21.38. 2

2
;  1,5.  

21.39. 1) 2; 2) корней нет. 21.40. 1) 1; 2) 3. 21.41. − +
π

π
4

k,   

k ∈ ( \ ) Ÿ {1}. 21.42. Если a m –1 или a l 7, то одно реше-
ние; если –1 < a < 7, то 2 решения. 21.43. Если a m 2 или  
a l 11, то одно решение; если 2 < a < 11, то 2 решения.  

21.44. a =
8

3
 или a m

7

3
. 21.45. a = –3 или a l –2,5.

22.5. 1) 21; 2) 26. 22.6. 1) 0; 2) 0; 1; 2; 3; 4; 5. 22.7. 1) (1; +∞); 
2) (0; 1); 3) (3; +∞); 4) (–3; –2) Ÿ (3; +∞); 5) (–∞; –3] Ÿ [4; 9); 

6) −






+∞
11

10
4 5; [ ; ).c  22.8. 1) 

3

2
4; ;







  2) 

5

7

3

2
; ;







  3) [5; +∞); 

4) (–∞; –4] Ÿ [3; 5). 22.9. 1) 6; 2) 2; 3) 2; 4) 5. 22.10. 1) –1; 
2) 3; 3) 1; 4) 0. 22.11. 1) [–1; 1) Ÿ (3; 5]; 2) (–2; –1) Ÿ (0; 1); 
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3) (–6; –5) Ÿ (–5; –4); 4) [–1; 0) Ÿ (3; 4]; 5) −∞ −





; ;

7

4
  

6) 
5

4
2 2; ( ; );







 +∞c      7) (–∞; –2,5) Ÿ [2; +∞);      8) 

1

3
1; .








  

22.12. 1) (2; 3);     2) [1; 2) Ÿ (4; 5];     3) [–4; –3) Ÿ (0; 1];  

4) [0; 1) Ÿ (1; 2]; 5) −∞





 +∞; [ ; );

1

3
3c  6) 

1

2
3; .







  22.13. 1) (3; 6]; 

2) (1; 3]; 3) 
1

2
1; ;







  4) − −







+∞




2

3

2

5

2
; ; ;c  5) [–4; –3) Ÿ (1; 3]; 

6) [ ; ) ; .− − −






5 1 0
1

2
c  22.14. 1) (–3; –1); 2) (4; 5]; 3) (–5; 7]; 

4) 0 4 13
1

2
; ( ; ].






 c      22.15. 1) (5; +∞);  2) (1; +∞);  3) (0; 4);  

4) (5; 7]; 5) − −






1
3

5
; ;  6) −∞ −







; .
7

5
 22.16. 1) [–1; 0); 2) (1; 2]; 

3) [11; +∞); 4) 
14

3
; .+∞




  22.17. 1) 

1

5
5; ;







 2) 0 9
1

9
; [ ; );








+∞c  

3) (0,0001; 10); 4) 
1

16
256; ;







 5) (0; 4] Ÿ [8; +∞); 6)  0
1

81

1

3
; ; .








+∞




c  

0
1

81

1

3
; ; .








+∞




c  22.18. 1) 0 8

1

8
; [ ; );








+∞c  2) (0; 0,1] Ÿ [1000; +∞); 

3) (0,5; 4); 4) [0,04; 5]. 22.19. 1) 
1

128
2; ;







  2) (0; 3–10] Ÿ [3; +∞); 

3) [0,001; 1) Ÿ [100; +∞); 4) 0 1 5
1

5
; ( ; ].









c  22.20. 1)  0 7

1

49
; [ ; );








+∞c 

0 7
1

49
; [ ; );








+∞c  2) 
1

216
6; ;







 3) (3; 9] Ÿ [81; +∞); 4) 
1

4
1 2; [ ; ).






 +∞c  

22.21. 1) 
1 27

2

1 27

2
2 3

− +
−



















; ; ;c  2) −∞ −






 +∞; ( ; );

3

2
1c   

3) [1,5; +∞); 4) (3; +∞). 22.22. 1) − − ) +( 2 1 5 1 5 4; ; ;c   

2) 
3

4
1; .







  22.23. 1) (2; 3); 2) (4,5; 5); 3) (0; 2); 4) (3,5; 5);  
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5) (0; 1) Ÿ [2; +∞); 6) (1,5; 2].    22.24. 1) 
2

3
1 1; ( ; );







 +∞c   

2) (1; 3) Ÿ (4; +∞); 3) (1; 2) Ÿ (2,5; 4); 4) (1; 2]. 22.25. log ; .5

1

2
1






  

22.26. log ; .3

11

20
3






  22.27. 1) (3; 4] Ÿ {5}; 2) − −




 −

9

8
1 2 2; { ; };c  

3) 
9

5
2 2 3 1; ( ; ] { }.






 c c  22.28. 1) (2; 3] Ÿ {5}; 2) (5; +∞) Ÿ {4}. 

22.29.  Если a m 8, то x ∈ [3; +∞);    если a > 8, то x ∈  
∈ [log2 a; +∞) Ÿ {3}. 22.30. Если a m 9, то x = 2; если  

a > 9, то x ∈ [2; log3 a]. 22.31. ( ; ) ; ; .0 1 2
7

6

11

6
c cπ π

π π












  

22.32. ( ; ) ; ; .0 1
2

2

3

4

3

3

2
c c

π π π π













 

23.5. 1) 0; 2) –2; 3) –15 ln 3. 23.6. 1) 1; 2) 1; 3) –5 ln 4.  

23.7. 1) –1;  2) 3,5;  3) −
5

2 5ln
;   4) 

1

2
.   23.8. 1) 

6

13
;   2) 16;  

3) −
1

2 10ln
; 4) −

3

9
.    23.9. 1) 

2

e
;  2) 

2

3
.   23.10. 1) –1; 2) 

1

5ln
.  

23.11. 1) y = –2x + 1; 2) y = 2x + 1; 3) y = (2 + 2 ln 2)x – 2 ln 2; 
4) y = 18x ln 6 + 18 ln 6 + 6; 5) y = 4x – 1; 6) y = 4x + 4;  

7) y
x

= − +
2

3 3

2

3 3
1

ln ln
;  8) y = x – 4 + 2 ln 2. 23.12. 1) y =  

= 5x + 1; 2) y = 2x + 1; 3) y = 6x ln 3 – 12 ln 3 + 3; 4) y =  

= 4x – ln 4; 5) y = 3x – 6; 6) y
x

= − +
4 2

1

4 2
2

ln ln
.  23.13. 1) y = 2; 

2) y = –1. 23.14. y = –1600. 23.15. 1) y = ex; 2) y = 5x + 3; 

3) y x= − + +
1

2

1

2
2ln ;    4) y = 3x – 3.    23.16. 1) y = –7x + 7; 

2) y = 2x; 3) y = x + 1 + ln 5; 4) y = –x. 23.17. 1) Возрастает 
на [0; +∞), убывает на (–∞; 0], xmin = 0; 2) возрастает на  

− +∞






1

2
; ,  убывает на −∞ −







; ,
1

2
 xmin ;= −

1

2
 3) возрастает на 

(–∞; 0], убывает на [0; +∞), xmax = 0; 4) возрастает на  0
2

2
; ,
ln









  
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убывает на  (–∞; 0] и 
2

2ln
; ,+∞







  xmin = 0, xmax

ln
;=

2

2
 5) воз-

растает на (–∞; 1], убывает на [1; +∞), xmax = 1; 6) возрастает 
на [0; +∞), убывает на (–∞; 0], xmin = 0; 7) возрастает на (–∞; 2], 
убывает на [2; +∞), xmax = 2; 8) возрастает на [3; +∞), убывает 
на  (–∞; 2) и (2; 3], xmin = 3; 9) возрастает на (–∞; 1], убывает 

на [1; +∞), xmax = 1; 10) возрастает на e
−

+∞

 )1

3; ,  убывает на 

0
1

3; ,e
−( 

  x emin ;=
−
1

3  11) возрастает на (0; 1], убывает на [1; +∞), 

xmax = 1; 12) возрастает на e
−

+∞

 )1

2; ,  убывает на 0
1

2; ,e
−( 

  

x emin ;=
−
1

2  13) возрастает на [1; +∞), убывает на (0; 1],  
xmin = 1; 14) возрастает на [e; +∞), убывает на  (0; 1) и (1; e], 
xmin = e; 15) возрастает на (0; e2], убывает на [e2; +∞), xmax = e2; 
16) возрастает на  [–1; 0) и [1; +∞), убывает на  (–∞; –1] и (0; 1], 
xmin = –1, xmin = 1; 17) возрастает на  (0; 1] и [e; +∞), убывает 

на [1; e], xmax = 1, xmin = e; 18) возрастает на 10; ,+∞ )  убывает 

на 0 10; ,(   xmin .= 10  23.18. 1) Возрастает на [–2; +∞), 

убывает на (–∞; –2], xmin = –2; 2) возрастает на  [–1; 0] и [1; +∞), 
убывает на  (–∞; –1] и [0; 1], xmax = 0, xmin = –1, xmin = 1;  
3) возрастает на [–1; 1], убывает на  (–∞; –1] и [1; +∞),  

xmax = 1, xmin = –1; 4) возрастает на − +∞






1

4
; ,  убывает на 

−∞ −






; ,
1

4
 xmin ;= −

1

4
 5) возрастает на −∞







; ,

ln

3

3
 убывает на 

3

3ln
; ,+∞







  xmax

ln
;=

3

3
 6) возрастает на (–∞; –2], убывает на 

[–2; +∞), xmax = –2; 7) возрастает на [1; +∞), убывает на (0; 1], 

xmin = 1; 8) возрастает на  0
1
2

;
e







 и [1; +∞), убывает на 

1
2
1

e
; ,







 

xmax = 
1
2e

, xmin = 1; 9) возрастает на (0; e], убывает на [e; +∞), 

xmax = e; 10) возрастает на [1; +∞), убывает на  (–∞; 0) и (0; 1], 
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xmin = 1; 11) возрастает на 0
1
2

;
e







 и [e2; +∞), убывает на 

1
2

2

e
e; ,







 x
e

max ,=
1
2

 xmin = e2; 12) возрастает на  
1

10
1;






  

и [10; +∞), убывает на  0
1

10
;







 и [1; 10], xmax = 1, xmin ,=

1

10
 

xmin = 10. 23.19. 1) e + 1; 
1

1
e

− ;  2) e2; 0; 3) 1; 
1

7
;  4) 2

1

2
; 2. 

23.20. 1) 
1
2e
;  0; 2) 125; 

1

5
.  23.21. См. рис.

x

y

0 2

å
2

1) 2) 3)

4) 5)

Рис. к задаче 23.21

23.22. См. рис. 23.25. a m 0. 23.26. a l 0.

1) 2) 3)

Рис. к задаче 23.22
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24.8. 1) y
x

= +
3

3

10

3
; 2) y = –cos x – 2; 3) y = ex – 7. 24.9. 1) y

x
= +

4

4
1;  

y
x

= +
4

4
1;  2) y = sin x + 2; 3) y

x

=
3

3ln
.     24.10. 1) y

x
= − −

1
6;   

2) y x= +tg ;2 3     3) y = ln (–x) + 4;    4) y
x

= − +
1

3

1

33
.  

24.11. 1) y = –ctg x + 1; 2) y x= +2 2;  3) y = ln x – 1;  

4) y
x

=
+ −2 2 32

2

ln

ln
.   24.15. 

1

2
. 24.16. −

1

2
.  

25.5. 1) F (x) = x – x2 + 8; 2) F (x) = x3 – 2x2 + 5; 3) F x
x x

( ) cos sin , ;= − + +
3 2

6 5  

F x
x x

( ) cos sin , ;= − + +
3 2

6 5  4) F x x( ) sin ;= −





 +

1

3 4

5

3
3

π
 5) F x x

x
( ) ;= + −4 4

1
 

F x x
x

( ) ;= + −4 4
1

 6) F x x x( ) ln ( ) ;= − + +7 4 2 4   7) F x x( ) ;= + +6 1 2   

8) F x e x( ) ;= +
1

3

2

3
3  9) f x

x
( ) ;

( )
= −

−3 2

9

1

9

3

 10) F x x( ) tg .= −







2

3 6
6

π
 

25.6. 1) F (x) = 3x – 3x2 + 6;    2) F (x) = x4 – 2x3 + x + 5; 

3) F x x x( ) ;= − −2 2 2   4) F x x( ) cos ;= − −
2

3

2

3
3   5) F x

x
( ) ;= − +8 2 4

2
 

F x
x

( ) ;= − +8 2 4
2

 6) F x e x( ) , ;= ++1

2
2 1 3 5  7) F x x e( ) ln ( ) , ;= − +

1

4
4 3 5 52  

8) F x
x

( ) ctg .= − +8 5
8

 25.7. F (x) = x4 + 2x2 – 3, первообраз

ная имеет еще один нуль, равный 1. 25.8. F x x
x

( ) .= − +
3

3
12 27  

25.9. 1) F2; 2) F2. 25.10. F1. 25.11. s t t t
t

( ) .= + −
3

2

3
3  25.12. s (t) = 

= 2t3 + t – 47 или s (t) = 2t3 + t – 67. 25.13. y = 2x3 – x5 + 7. 

25.14. y x x= + −6 21.  25.15. 1) 
x

x C
2

1

4
2− +sin . Указание. 

Примените формулы понижения степени; 2) − − +
1

16

1

4
8 2cos cos .x x C 

− − +
1

16

1

4
8 2cos cos .x x C  Указание. Примените формулы преобразова-
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ния произведения тригонометрических функций в сумму; 

3) 
3

4

2

3

1

8
4sin sin .

x
x C− +  25.16. 1) 

x
x C

2

1

8
4+ +sin ; 2) 

1

14

1

18
7 9sin sin .x x C+ + 

1

14

1

18
7 9sin sin .x x C+ +   25.17. F x

x x
1

3 22

3

3

2

5

6
( ) ,= + +  F x

x x
2

3 22

3

3

2

323

24
( ) .= + − 

F x
x x

2

3 22

3

3

2

323

24
( ) .= + −      25.18. F x x

x
1

3

3

2

3
4( ) ,= − +    F x x

x
2

3

3

20

3
4( ) .= − −  

25.19. F x x x( ) .= − + −2 5
17

4
 25.20. F x x

x
( ) , .= + −

2

2
3 5  

26.5. 1) 4
2

3
;  2) 0,5; 3) 4; 4) 7

1

3
;  5) 

1

2
8ln ;  6) 1

1

3
;  7) 

3

4
;  

8) 
1

2
;  9) 

3 12

2

e

e

−
;  10) 18. 26.6. 1) 1

1

3
;  2) 7

1

3
;  3) 8 ln 2; 4) 

2

3
;  

5) 
52

3
;  6) 

72 2 3

3

− ln

ln
.  26.8. 1) 70; 2) 1,5; 3) 3;  4) 39; 5) 0;  

6) 
4

3
;  7) 

1

2
5ln ;  8) 3; 9) 0; 10) 6e – 6; 11) −

1

9
;  12) 240.  

26.9. 1) –45; 2) 6; 3) 
8 3

3
;  4) 

1

5
;  5) 

2

3
;  6) 

7

288
;  7) 

1

3
10ln ;  

8) 
1

12
;  9) 

78

7
.  26.10. 1) 10

2

3
; 2) 

1

3
;  3) e2 – 1; 4) 4 ln 4 – 3; 

5) 12 – 4 ln 4; 6) 10
2

3
; 7) 1

1

3
;  8) 4,5; 9) 4,5; 10) 

1

3
;  11) 

1

12
;  

12) 1; 13) 24 – 7 ln 7; 14) 2; 15) 2 1− .  26.11. 1) 4
1

4
;  2) 

2

3
;  

3) 1
1

3
;  4) 4,5; 5) 2

2

3
; 6) 6 – 3 ln 3; 7) 1; 8) 12 – 5 ln 5. 26.12. 3. 

26.13. 3; –3.    26.14. 2; –2.     26.15. 6.      26.16. − 84 .  
26.17. 1) (0; 1) Ÿ (3; +∞); 2) (log0,2 6; +∞). 26.18. (1; +∞).  

26.19. 1) 
4

12

− π
;  2) π – 2; 3) 0; 4) 

3 8 8

8

2

2

e e

e

+ −
.  26.20. 1) 

20 5

2

− π
;  

2) 
π

2
;  3) 0,2; 4) e e2 1

2
− − .  26.21. 1) 16,5; 2) 4,5; 3) 21

1

3
;   

4) 4,5; 5) 7,5; 6) 8 – 4 ln 2.    26.22. 1) 4,5;  2) 10
2

3
;  3) 4,5;  

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



416

Ответы и указания к упражнениям

4) 9. 26.23. 1) 5
1

3
;  2) 1,5. 26.24. 1) 2

5

6
;  2) 3. 26.25. 1

1

12
.   

26.26. 
1

6
.  26.27. 1) 

π

2
;  2) 

9

4

π
; 3) 4π; 4) 

9

2

π
; 5) 8,5; 6) 6,5.  

26.28. 1) 
25

2

π
;  2) 3π; 3) 2π; 4) 5. 26.29. 1. Указание. Изо-

бразите криволинейную трапецию, площадь которой равна 
искомому интегралу, и рассмотрите функцию, обратную 

к подынтегральной функции. 26.30. 
π

2
1− .  

27.1. 1) 
13

3

π
;   2) 

178

15

π
;   3) 

15

2

π
;   4) 

2

15

π
;   5) 

19

24

π
.  

27.2. 1) π 2;  2) 
π

30
; 3) 

π

2
.  27.3. 

9

8
3πR ,  

5

24
3πR .  

28.3. 1) 3•2; 2)  3•3. 28.4. Когда Антон взял яблоко.  
28.5. 3•2 + 4•3. 28.6.  3•6 + 3•5 + 6•5. 28.7. 5•5, 5•4. 
28.8. 5!. 28.9. 1) 4!; 2) 3!. 28.10. 64. 28.11. 53. 28.12. 5•63. 
28.13. 4•52. 28.14. 9•106. 28.15. 24. 28.16.  63. 28.17. 6•7•4. 
28.18. 6•7•3. 28.19. І способ. 4•4!; ІІ способ. 5! – 4!.  
28.20. 4!•2. 28.21. 9•103•2. 28.22. 9•104•4. 28.23. 64•49. 
28.24. 4•3•2 + 5•2 + 6•4. 28.25. 57 + 4•56. 28.26. 4 + 42 + 
+ 43 + 44 + 45. 28.27. 210. 28.28. (7!•4!•2!)•3!. 28.29. (5!)2. 
28.30. 9•104 – 4•54. Указание. Количество всех пятизначных 
чисел равно 9•104. Количество пятизначных чисел, все 
цифры которых четны, равно 4•54. 28.31. 9•104 – 55. 
28.32.   9•104 – 9•9•8•7•6. Указание. Количество 
пятизначных чисел, все цифры которых различны, равно 
9•9•8•7•6. 28.33. 63 – 53. 28.34.  2•9!. Указание. Предпо-
ложим, что знакомые сели на один стул. 9 человек можно 
разместить на 9 стульях 9! способами. Поскольку знакомые 
могут сесть справа или слева друг от друга, то всего вари-

антов 2•9!. 28.35. 5! – 2•4!. 28.36. 1) 
6

3

!

!
.  Указание. Если 

считать все буквы этого слова различными (это условно 
можно записать так: МО1ЛО2КО3), то получим 6! различных 
слов. Однако слова, отличающиеся только перестановкой 

букв О1, О2, О3, на самом деле одинаковы; 2) 
10

3 2 2

!

! ! !
;   
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3) 
13

2
4

!

!
.

( )
 28.37. 140. Указание. Любой делитель данного 

числа имеет вид 2 5 71 2 3k k k. . , где k1, k2, k3 — целые числа, 
удовлетворяющие условиям 0 m k1 m 4, 0 m k2 m 3, 0 m k3 m 6. 
Количество делителей данного числа равно количеству на-
боров, которые можно составить из чисел k1, k2, k3 (при этом 
наборы, отличающиеся друг от друга порядком элементов, 
считаются разными). Число k1 можно выбрать 5 способами, 
число k2 — 4 способами, число k3 — 7 способами. Следова-
тельно, указанный набор можно составить 5•4•7 = 140 
способами. 

29.1. 7!. 29.2. 20!. 29.3. 5!. 29.4. A11
2 .  29.5. A15

3 .  29.6. A12
6 .  

29.7. A16
3 .  29.8. A32

2 .  29.9. C29
5 .  29.10. Cn

4.  29.11. C10
3 .   

29.12. A A3
2

5
4i . 29.13. C C7

2
13
3i . 29.14. C C12

3
88
7i . 29.15. 7 1212

2
7
2i iC C+ .  

7 1212
2

7
2i iC C+ .   29.16. І способ. C C C9

3
9
2

15
215 9+ +i i ; ІІ способ. 

C C24
3

15
3− . 29.17. C C30

7
13
7− .  29.18. C C80

6
65
6− .    29.19. 

C C C12
4

8
4

4
4

3

i i

!
.  

29.20. 
C C C C20

5
15
5

10
5

5
5

4

i i i

!
. 29.21. Cm

n
+1. Указание. Расположим 

в ряд m белых шаров. Черный шар может занять одно из 
m + 1 положений: крайний слева, между любыми двумя 
белыми шарами, крайний справа (см. рис.). 29.22. C16

4 .  

Указание. Расположим шары в ряд. Четыре «перегородки» 
делят эти шары на пять групп (см. рис.). Следовательно, 
количество способов раскладывания шаров по ящикам рав-
но количеству способов размещения 4 перегородок на  
16 местах. 29.23. Cn

k
−
−
1
1.  Указание. Запишем n = 1 + 1 + 1 + 

+ ... + 1. Далее воспользуйтесь идеей решения задачи 
29.22. 

 

Рис. к задаче 29.21 Рис. к задаче 29.22
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30.1. Нет. 30.2. Да. 30.3. 1) 0; 2) 1. 30.4. 1) 0; 2) 1.  
30.6. Если частота события B оказалась больше частоты 
события C, то можно предположить, что событие B более 
вероятно, чем событие C. Однако вывод, сделанный на осно-
вании отдельных наблюдений (эксперимент проведен 50 раз), 
не может гарантировать, что событие B более вероятно, чем 
событие C. 30.8. 1) 15,4 %; 2) 25,6 %; 3) 19,9 %; 4) 9,6 %; 

5) 74,1 %. 30.9. 1) 
23

99
; 2) 

6

17
; 3) 

16

73
.  30.10. 22,8 %. 30.11. 14. 

30.13. 3) 
5

9
;  5) 

2

3
. 30.14. 5) 

8

17
;  6) 

7

17
.  30.15. 1) 

b

a b c+ +
;   

3) 
a b

a b c

+

+ +
.  30.16. 2) 

m k

n m k

+

+ +
.  30.17. 

1

12
.  30.18. 

1

120
.   

30.19. 
1

24
. 30.20. 

1

120
.  30.21. 

5

33
.  30.22. 

1

494
.  30.23. 

72

95
. 

30.24. 
68

203
.  30.25. 1) 18; 2) 3. 30.26. 2) 8. 30.27. 1) 

2

87
;   

2) 
7

29
;  3) 

15

29
;  4) 

1

15
.     30.28. 

8

15
.     30.29. 

C C

C
9
2

91
5

100
7

0 1
i

≈ , .  

30.30. 
C C

C
5
2

195
6

200
8

0 01
i

≈ , . 30.31. 
108

299
.  30.32. 

21

128
.  30.33. 

1

16
.  

30.34.  Появление  по  крайней  мере  одной  шестерки.  

30.35. 1) 
1

216
;  2) 

5

18
;  3) 

5

324
;  4) 

1

81
.  30.36. 1) 

1

36
; 2) 

125

216
;  

3) 
1

27
;  4) 

5

36
.      30.37. 

3

5

10

10
.       30.38. 

C10
7 3

10

3

4
0 003≈ , .   

30.39. 
6

7

5

5
. 30.40. 

C C C

C
20
2

10
4

5
1

35
7

0 03≈ , .  30.41. 
C C C

C
12
4

8
3

4
2

24
9

46 10≈ −i . 

30.42. 
C C

C
15
3

73
2

100
5

0 016≈ , .  30.43. 
C C

C
n m

n m

2 2

4
+

.  30.44. 
C C

C

n m m

n m

+

+

−3 3

3
.  

30.45. 
nmk

Cn m k+ +
3

.  30.46. 
C C C

C
35
5

35
4

10
1

45
5

0 69
+

≈ , . 30.47. 
C C

C
50
8

46
8

50
8

0 51
−

≈ , .  

30.48. 
C C C10

0
10
1

10
2

102
0 05

+ +
≈ , .   Указание. Указанная частота 
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будет меньше 0,3, если из 10 подбрасываний монеты герб 

выпадет менее 3 раз. 30.49. 
29

128
.

31.3. Моду. 31.4. Медиану и моду. 31.7. 2 2 07
1

15
≈ ,  мяча 

за игру. 31.8. 3,8. 31.13. 1) 7,9; 2) 7,7. 31.14. 1) 1,4 ч/сут.; 
2) 1,35 ч/сут. 31.15. 1) 50,08 %; 2) 49,68 %. 31.16. 1) 13,72 %. 
Указание. Вычислите среднее значение данных второй 
строки таблицы; 2) 14,12 %. Указание. Вычислите среднее 
взвешенное  значение  данных  второй  строки  таблицы 
с весовыми коэффициентами из третьей строки таблицы. 
31.17. 1) 21,8 тыс. долларов США; 2) 13,7 тыс. долларов 
США. 

32.6. 5) Может сузиться на число –1, то есть может быть 
утерян корень x = –1. Если –1 ∉ D (f) или f (–1) = 1, то 
множество корней не изменится; 7) если –1 ∈ D (f) o D (g) 
и f (–1) = g (–1), то будет получен посторонний корень –1; 
если –1 ∉ D (f) o D (g) или f (–1) ≠ g (–1), то множество 
корней не изменится. 32.7. 1) Корней нет; 2) 0. 32.8. 1) 0,6;  

2) 0. 32.9. 1) 
29 1

2

−
;  2) 1,5. 32.10. 1) 

1 3 5

2

+
;  2) 7.  

32.11. 1)  πk, k ∈ ; 2)  2πk, k ∈ ; 3)  π + 2πk, k ∈ .  

32.12. 1) 
π

π
2

+ k,  k ∈ ; 2)  ( ) . ,− +1
6

k k
π

π  − +
π

π
2

2 k,  k ∈ .   

32.13. 0; 1; –1; 
4

3
;  −

4

3
.  32.14. 

5

2
;  −

5

2
;  1; –1. 32.15. 1) 5. 

Указание. Умножив обе части уравнения на выражение 

2 4 2 7 102 2x x x x− + − − + ,     получим    6 1 3 1 2 4 2 7 102 2( ) ( ) .x x x x x x− = − − + − − +( )× 

× 6 1 3 1 2 4 2 7 102 2( ) ( ) .x x x x x x− = − − + − − +( )  Отметим, что число 1 не яв-
ляется корнем исходного уравнения. Далее сложим почленно 

исходное уравнение и уравнение  2 4 2 7 10 22 2x x x x− + − − + = ; 
2) –1. Указание. Умножьте обе части уравнения на выра-

жение x + −1 1.  32.16. 1) 
7 13

6

+
;  2) 2. 32.17. 1) π + 2πk,  

k ∈ ; 2) 4π + 8πk, k ∈ . Указание. Данное уравнение 
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равносильно системе 

cos ,

cos ,

sin .

x

x

x

=

=

≠













1

1

0

3

2

8

 32.18. 1) 
π π

3

2

3
+

k
, k ∈ ;  

2) 3π + 4πk, k ∈ . 32.19. 1) 
π

π
2

+ k, arctg ,
5

3
+ πk  k ∈ ;  

2) 
π

π
2

+ k,  ± +
π

π
3

k,  k ∈ . 32.20. 
π

π
2

+ k,  ± +
π

π
3

k,  k ∈ .  

32.21. k, k ∈ , k > 1. 32.22. 1 + 4k, k ∈ . 32.23. 
π

π
3

2+ k, k ∈ . 

32.24. − +
2

3
2

π
πk,  k ∈ . 32.25. Корней нет. 32.26. 

3

5
. 

33.1. 1) 1; 7; 3 10+ ;  3 10− ;  2) 4; 1 3+ ;  3) 2; 4) 3;  
5) 0; 6) –3. 33.2. 1) –2; –1; 3; 4; 2) –12; –4; 2; 3) 1; 4; 4) 4; 
5) − 3;  3;  6) 4. 33.3. 1) –2; –1; 3; 2) 1; 3; 3) –1; 2; –3. 
33.4. 1) –2; 2) 1; –2. 33.5. 1)  –6; –4; –1; 1; 2) –1; –3; 1;  
3) –1; 1; 2; 4; 4) –3; 1. 33.6. 1) –6; –2; − +4 2 5;  − −4 2 5;  

3) –2; 1;   3) –2; –1; 0; 1;   4) –3; 0; 
− +3 73

2
; 

− −3 73

2
.   

33.7. 1) 
3

2
;  2) 

πn

2
,  n ∈ ; 3) ± +

π
π

4
n,  ±arctg 2 + πn, n ∈ . 

33.8. 1) –2; –1; 2; 3; 2) πn, n ∈ . 33.9. 2; 9. 33.10. 1) –1; 
12. Указание. (x – 4) (x – 5) (x – 6) (x – 7) = (x2 – 11x + 28) × 
× (x2 – 11x + 30); 2) − +4 21;  − −4 21.  33.11. 1) − +5 95;  

− −5 95;  2) − +4 5; − −4 5.  33.12. 1) –2; −
1

2
.  Указание. 

Представьте данное уравнение в виде 2 5 2 7 20
2 2

x x
x x

− +





 + +






 = − ;  

2 5 2 7 20
2 2

x x
x x

− +





 + +






 = − ;  2) –6; –4; 

− +15 129

2
;  

− −15 129

2
.  33.13. 1) –8; −

15

2
;  

− +35 265

4
;  

− −35 265

4
;  2)  –4;  5;  − +5 3 5;  − −5 3 5.   
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33.14. 1) 
1

2
;  2; 

− +11 105

4
;  

− −11 105

4
. Указание. Замена 

x t
x

+ =
1

; 2) − +3 15; − −3 15. 33.15. 1) 1; 
− +11 85

6
; 

− −11 85

6
;  

2) 5 31+ ;  5 31− ; 
3 159

5

+
; 

3 159

5

−
.  33.16. 1) 

1

2
;  

7

2
. Ука­

зание. Представьте данное уравнение в виде 
4

4 8
7

3

4 10
7

1
x

x
x

x
− + − +

+ = ; 

4

4 8
7

3

4 10
7

1
x

x
x

x
− + − +

+ = ;  2) 3; 5; 9 66+ ;  9 66− .  33.17. 1) 
5 21

2

+
;  

5 21

2

−
;  2) 1; 4.    33.18. 1) 2; 4; –1; −

1

2
.  Указание. Раз

делите обе части уравнения на (x – 1)2; 2) 3; 
81 9 97

8

−
.  

33.19. 1) − +3 3;  − −3 3;  
1 5

2

+
;  

1 5

2

−
;  2) 1; 

1 109

18

+
.   

33.20. 1) arctg − ±( ) +1 3 πk,    k ∈ ; 2) arctg 2 + πk, k ∈ . 
Указание. Умножьте правую часть данного уравнения на 

sin2 x + cos2 x.    33.21. arctg
15

7
+ πk,  − +

π
π

4
k,  k ∈ .   

33.22. 1) ± +
π

π
4

n,  n ∈ ; 2) ± +
2

3
2

π
πn,  ± −






 +π πarccos ,

2

3
2 n  

n ∈ . Указание. 5 3 2 9 5 0
1 12

2
cos cos .

cos cos
x x

x x
+







 + +






 + =    

Сделайте замену 3
1

cos ,
cos

x y
x

+ =  тогда 9 62
2

21
cos .

cos
x y

x
+ = − 

9 62
2

21
cos .

cos
x y

x
+ = −  33.23. 1) 

π
π

4
+ n,  n ∈ . Указание. (tg3 x + ctg3 x) + 

+ (tg2 x + ctg2 x) – 4 = 0. Сделайте замену tg x + ctg x = y;  

2) 
π

π
2

2+ k,  ( ) ,− +1
6

k ki
π

π  ( ) arcsin ,− +
−

1
17 5

4
k kπ  k  ∈ .  

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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33.24. − +
π

π
4

k,  k ∈ . Указание. Выполните замену sin x + 

+ cos x = t. 33.25. 
π

π
4

+ k, k ∈ . 33.26. 1) 8; 2) 10. Указание. 

Замена x a− =23 ,  x b− =1 .  Тогда a3 – b2 = –1. Другое ре-
шение можно получить, если учесть возрастание функции 

f x x x( ) .= − + −2 13  33.27. 1) −
17

5
;  

63

5
;  2) 1; 2; 10.  

33.28. 1) 4; 2) корней нет. 33.29. 1) 3; 2) корней нет.  

33.30. 1) 4πn, n ∈ ; 2) 
5

4

5

3

π π
+

n
, n ∈ . 33.31. 1) 6πn,  n ∈ ; 

2) 
9

4
3

π
π+ n,  n ∈ . 33.32. 2. Указание. Воспользуйтесь тем, 

что 0 m log2 (cos
2 πx + 1) m 1, 4x – x2 – 3 m 1. 33.33. 2.  

33.34. 1) 2; 2) 4. 33.35. 1) 9; 2) 2. 33.36. 0. 33.37. 0. 

34.1. 1) 
5

3
5; ;







 2) −∞





 +∞; ( ; ).

1

5
3c  34.2. 1) 

2

7

2

5
; ;







  2) −∞






; .

1

3
 

34.3. 1) − − −( ) − − +( )1 5 2 2 1 5; ; ;c  2) (–∞; 0) Ÿ (2; +∞);  

3) − +( )5 3 2 2; ;  4) −∞ −






+∞




; ; .

2

3

1

2
c  34.4. 1) −








3

4
1; ;   

2) (–∞; –3] Ÿ [1; 5) Ÿ (5; +∞); 3) (–∞; –1] Ÿ [5; +∞). 34.5.  

1) −∞( )− −; ;3 15
2  2) 2 2 2; ;(   3) [ ; ] ; ;− − −





4 3 0
1

3
c  4) решений 

нет. 34.6. 1) [9; +∞); 2) 0
1

2
; ;






  3) [2; 4]; 4) −∞( 


−; .5 5
2   

34.7. 1) 1 29
2

+ +∞( ); ;     2) ( ; ] ; ;−∞ − 




2 5

74

13
c     3) [0; 4].  

34.8. 1) − −




2 0 2

8

5
; ( ; ];c  2) (–∞; –3]; 3) [2; 3]. 34.9. 1) Ре-

шений нет; 2) (–∞; –10] Ÿ [1; +∞); 3) (–∞; –2] Ÿ (0; +∞).  

34.10. 1) 
8

3
; ;+∞






  2) − − + 6 4 2; ;  3) (–∞; –3] Ÿ (0; +∞).  

34.11. 1) 4;  2) [–4; –1];  3) (–∞; –8] Ÿ {1, 4};  4) ( ; ] [ ; ) , .−∞ − +∞ − −{ }5 2 2
1

2
c c  

( ; ] [ ; ) , .−∞ − +∞ − −{ }5 2 2
1

2
c c  34.12. 1) [3; 12]; 2) [7; +∞); 3) (–∞; –3] Ÿ 
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Ÿ {–2, 1};      4) −∞ −






; [ ; ).
17

2
1 10c       34.13. 1) − −











+
5

9 61

8
; ;   

2) 
1

2
1; .







 34.14. 1) (2; +∞); 2) 5. 34.15. 1) 
1

4

1

9 2 2

1

4

1

9 2
arccos ; arccos ,+ − +








π π πk k
 

1

4

1

9 2 2

1

4

1

9 2
arccos ; arccos ,+ − +








π π πk k
 k ∈ ; 2) − + +






 + +








π π π π
π π π π

2 6

5

6

3

2
2 2 2 2k k k k; ; ,c   

− + +





 + +








π π π π
π π π π

2 6

5

6

3

2
2 2 2 2k k k k; ; ,c  k ∈ ; 3) − + − +






 + +








π π π
π π π π

2 4 2
2k k k k; ; ,c arctg  

k ∈ ;    4) 
π π π π π π π π

4 2

3

8 2

3

8 2 2 2
+ +






 + +








k k k k
; ; ,c  k ∈ .  

34.16. 1) − + +







7

6 6
2 2

π π
π πk k; ,  k ∈ ; 2) 2 2 2 2

6

5

6
π π π π π

π π
k k k k; ; ,+






 + +






c 

2 2 2 2
6

5

6
π π π π π

π π
k k k k; ; ,+






 + +






c  k ∈ ;    3) 

π
π π

4
2+ +






k k; ,arctg  k ∈ . 

34.17. 1) − +





 + +








π π π
π π π π

4 4 2
k k k k; ; ,c  k ∈ ; 2)  − + − +






 − +






 + +







π π π π π π π
π π π π

2 2 2 2 2 2
2 4 2

3

4
k k k k k k; ; ;c c , 

− + − +





 − +






 + +







π π π π π π π
π π π π

2 2 2 2 2 2
2 4 2

3

4
k k k k k k; ; ;c c ,      k ∈ ;  

3) 
π π

π π
6

3

4
+ +






k k; , k ∈ ; 4) 2 2 2 2 2 2

3 2

4

3

3

2
π π π π π π π

π π π π
k k k k k k; ; ; ,+





+ +






+ +




c c 

2 2 2 2 2 2
3 2

4

3

3

2
π π π π π π π

π π π π
k k k k k k; ; ; ,+





+ +






+ +




c c  k ∈ . 34.18. 1) − + − +






 +






 + +






π π π π π π π

π π π π
2 2 2 2 2 2

2 6 2

5

6
k k k k k k; ; ;c c ,, 

− + − +





 +






 + +






π π π π π π π

π π π π
2 2 2 2 2 2

2 6 2

5

6
k k k k k k; ; ;c c ,, k ∈ ; 2) π π

π
k k;

3
+






 c 

c
π π

π π
2

2

3
+ +






k k; ,  k ∈ ; 3) 2 2 2 2 2 2

3 2

3

2

5

3
π π π π π π π

π π π π
k k k k k k; ; ; ,+







+ +




 + +





c c 

2 2 2 2 2 2
3 2

3

2

5

3
π π π π π π π

π π π π
k k k k k k; ; ; ,+







+ +




 + +





c c  k ∈ . 34.19. 1) [3; 11] Ÿ {2}; 2) (0; 21] Ÿ 

Ÿ {–21}.    34.20. 1) [2; 10] Ÿ [37; +∞);   2) [–6; 0) Ÿ {6}.  
34.21. 1) [–79; 83]; 2) [–5; 11]; 3) (–∞; 1); 4) [–2; +∞);  
5) [1; +∞). 34.22. 1) [–57; 71]; 2) [–31; 33]; 3) [3; +∞);  
4) [–3; +∞).
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Номер 
задания

Номер задачи

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

1 В А Б Б Г Г А Б Г Г А А Б В В А В Б

2 Г Б Б Г Б А В Б Г Б В В А В В А В Б

3 Б Г Б Г Г Б А Б А А Г В Б Б Г В В А

4 В Г Г А Б Г Б Г В Б А Б В Г Г В В А

Задание № 5
Номер  
задачи

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Ответ Г Г Б В В В Б Г Б А А А Г В А Б В Б

19 20

А Б В Г Д
1
2
3
4

А Б В Г Д
1
2
3
4

Задание № 6
Номер  
задачи

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Ответ В Г Г А Б В Г А В В А Б Г А А Г Б Б

19 20

А Б В Г Д
1
2
3
4

А Б В Г Д
1
2
3
4
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Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua



425

Ответы к заданиям в тестовой форме «Проверь себя»

Задание № 7
Номер  
задачи

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Ответ А Г В А В А Г А В Б В Б Б А Г Г Б Г

19 20

А Б В Г Д
1
2
3
4

А Б В Г Д
1
2
3
4

Задание № 8
Номер  
задачи

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Ответ В В Г А Г Г В А А В Б Б Г В А В Б А

19 20

А Б В Г Д
1
2
3
4

А Б В Г Д
1
2
3
4

Задание № 9
Номер  
задачи

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Ответ Г В Б Б Г Г Г А В В Б Б Г Б Б Б А Г

19 20

А Б В Г Д
1
2
3
4

А Б В Г Д
1
2
3
4
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Задание № 10
Номер  
задачи

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Ответ А Г Г Б Б А Г В В А Б В Б А В Б А Г

19 20

А Б В Г Д
1
2
3
4

А Б В Г Д
1
2
3
4

Задание № 11
Номер  
задачи

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Ответ Г Г В В Г А В Г А В Б В Г Б В Г Б А

19 20

А Б В Г Д
1
2
3
4

А Б В Г Д
1
2
3
4

Задание № 12
Номер  
задачи

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Ответ Б Г В В Б А В В А Г А В А Б Г Б Б А

19 20

А Б В Г Д
1
2
3
4

А Б В Г Д
1
2
3
4

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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δ-окрестность точки  24
— — — проколотая  24

А
Асимптота графика функции 

вертикальная  143
— — — горизонтальная  143
— — — наклонная  147

В
Весовой коэффициент  315 
Выборка  311
Выборочное среднее  312

Г
Генеральная совокупность  311
Геометрический смысл  

производной  54

Д
Дифференцирование  57

З
Закон движения  47

И
Интеграл неопределенный  240
— определенный  258
Интегрирование 238
Интервал  8

К
Касательная к графику  

функции  50
Комбинаторика 282
Криволинейная трапеция  255

Л
Логарифм  181
— десятичный  183
— натуральный  225
Логарифмирование  183

М
Медиана  312, 313
Метод замены переменной  342
— интервалов  352
— равносильных преобразо

ваний  328
— разложения на множи

тели 341
— следствий  328
Механический смысл  

производной  55
Мгновенная скорость  48
Множество упорядоченное  289
Мода  313

Н
Неравенство логарифми- 

ческое 216
— показательное  175

О
Общий вид первообразных 240
Окрестность 107
Основное логарифмическое 

тождество 182
Отрезок  8

П
Первообразная  238
Первый замечательный  

предел  44
Перестановка  289
Последовательность расходя-

щаяся   8
— стационарная  8
— сходящаяся  7
Правило произведения  283
— суммы  282
Предел последовательности 7
— функции в точке 15, 23, 24

Предметный указатель
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Предметный указатель

Приращение аргумента  46 
— функции  46
Производная функции  53 
— — вторая  132

Р
Размах 312
Размещение  291
Разрыв  17
Результаты благопри- 

ятные   297
— равновозможные  297

С
Среднее взвешенное значе-

ние 315
— значение  312
Событие  достоверное  298
— невозможное  298
— случайное  297
Сочетание  293
Степень положительного 

числа с действительным 
показателем  155

Статистическая оценка 
вероятности случайного 
события  297

Т
Теорема Больцано–Коши  35
— Вейерштрасса  37
— Лагранжа  93
— Ролля  91
— Ферма  89
Точка внутренняя множе-

ства  108
— критическая  110
— локального максимума 122
— — минимума  122
— максимума  107
— минимума  108

— перегиба  137
— экстремума  108

У
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