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4 

Д opozue ребята! 

В 7 классе вы ознакомились со свойствами смежных 
и вертикальных углов , nараллельных и перпендикуляр­

ных прямых , треугольников , со свойствами элементов 

окружности; научились использовать признаки равен­

ства треугольников при решении задач и решать задачи 

на построение. 

Теnерь вы расширите и углубите свои звания по гео­

метрии. Узнаете о свойствах и признаках четырёхуголь­

ников и подобных треугольников, научитесь вычислять 

площади треугольников и четырёхугольников, исполь­

зуя свойства площади. Ознакомитесь с новыми спосо­

бами измерения сторон и углов прямоугольных тре­

угольников, научитесь применять эти сnособы на прак­

тике. 

Как успешно изучать геометрию по данному учебни­

ку? Весь материал разделён на четыре главы , а главы ­

на параграфы. В каждом параграфе излагается теоре­

тический материал и содержатся задачи. Изучая тео­

рию, особое внимание обратите на текст в рамке . Это 

наиболее важные определения и свойства геометричес­

ких фигур . Их необходимо понять, запомнить и уметь 

орименять при решении задач . Другие важные сведения 

напечатаны жирным шрифтом. Курсивом выделены 

термины (научные названия) nонятий. 

Проверить, как усвоен материал параграфа, повто­

рить его помогут вопросы рубрики •Вспомните основ­

ное • в конце каждого параграфа. После каждой главы 

nриведены контрольные вопросы и тестовые задания. 

по которым можно проверить, как усвоена тема. 

Ознакомьтесь с советами к решению задач, с решен ­

ной типовой задачей. 

Задачи учебника имеют четыре уровня сложности . 



Номера задач начального уровня. сложности обозначе­

ны штрихом (') . Эти nодготовительные уnражнения 
предназначены для тех, кто не уверен, что хорошо усво­

ил теоретический материал. Номерами с кружочком (. ) 
обозначены задачи среднего уровня. сложности. Их не­

обходимо уметь решать всем. Номера задач достаточ ­

ного уровня сложности не имеют обозначений возле но­

мера. Научившись решать такие задачи, вы сможете 

уверенно демонстрировать достаточный уровень дости­

жений в учёбе. Звёздочками (*)обозначены задачи вы ­

сокого уровня сложности. Не огорчайтесь, если не смо­

жете их решить сразу, а проявите терпение и настойчи ­

вость. Радость от решения сложной задачи послужит 

вам наградой . 

Решив задачи, выделенные жирным шрифтом, заnом­

ните их формулировки. Эти геометрические утвержде­

ния можно nрименять при решении других задач. 

Восnользовавшись рубрикой • Узнайте больше•, вы 
можете углубить и расширить свои звав.ия . 

В учебнике используются сnециальные значки (пик­

тограммы). Они помогут вам лучше сориентироваться 

в учебном материале. 

Прочитайте 

lJ Подумайте 

Заnомните 

~ Как записать 

.!lJ Как действовать 

~~ Типовая задача 

Желаем вам успехов в познании нового и удоволь­

ствия от учёбы! 

s 



вы узнаете: 

о четырёхугольни­

ке, его элементах и 

классификации че­

тырёхуrольникоа; 

о свойствах сто­
рон и углов неко­

торых видов четы­

рёхугольников: 

параллело грамма, 

nрямоуrольника. 

ромба. квадр.па, 
трапеции; 

как различать эти 

фиJУРЫ и строить 
их с помощью 

чертёжных инст­

рументов; 

что такое цент­

ральные и вписан­

ные углы в окруж­

ности , какова их 

градУсная мера; 

каковы свойства и 
признаки четы­

рёхугольников, 

вписанных в 

окружность и 

описанных около 

окружности; 

как исnользовать 

свойства и при­
знаки четырёх­

угольников на 

практике и при 

решении задач 





§ 111 ЧЕТЬIРООrОЛЬНИК 
1 е И ЕГО ЭЛЕМЕНТЫ 

Глааа 1 

IВJ Обозначим четыре точки, наnример А, В, С, D, из 
которых никакие три не лежат на одной nрямой. Пос­

ледовательно соединим их непересекающимис.я отрезками АВ, ВС, 

CD, DA. Получим четырёхугольпи"АВСD (рис. 1). 
Точки А, В, С, D- вершипы четырёхугольни­

ка,отреэкиАВ,ВС,СD,DА-егосторопы.. Углы 1 
DАВ. АВС, BCD, CDA- это углы. четырёхуголь­

ника. Их также обозначают одной буквой- LA, 
LB,LC,LD. '---- -----' 

в 

Вершины, стороны и углы четырёхугольни- А D 
ка называют его алемепта.ми. Рис. 1 

!.J Почему фигуры, изображённые на рисунках 2 и 3, не .явл.яютс.я четы­
рёхугольниками? 

У фигуры на рисунке 2 отрезки АС и BD пересекаютсл, а у фигуры на 
рисуюсе 3 точки А, D, С лежат на одной пр.ямой . 

с в 

в 

с 
А D 

Рис. 2 Рис. З 

~ Четырёхуrольник обозначают, последовательно записыва.я его вер­
шины, начина.я с любой из них. Например, четырёхугольник на рисун­

ке 4 можно обозначить так : АВСD, или BCDA, или CDAB и т. д. Но дл.я 
данного четырёхугольника запись, наnример, ADBC либо CDBA - не­

верна . 

Две вершины, два угла или две стороны четырёхуголъника могут быть 

либо соседними, либо противоположпы..м.и. Наnример, в четырёхуголъни­

ке АВСD (рис. 4) вершины А и D, LA и LD, стороны AD и АВ- соседние, а 

вершины А и С, LA и LC, стороны AD и ВС - nротивоnоложные. 

Отрезки, соедин.яющие nротивоположные вершины четырёхуrолъ­

ника, называютс.я его диаzопаля.м.и. На рис. 4 отрезки АС и BD- диаго­
нали четырёхугольника АВСD. 



ЧЕТЫР~ХУГОЛЬНИКИ 9 

Четырёхуголъники бывают выпуклыми и н.евыпуклыми. 

Если четырёхугольник лежит по одну сторону от каждой прямой, со­

единяющей две его соседние вершины, то он выпуклый. На рисунке 5 че­
тырёхугольник выпуклый, а на рисунке 6 - невыnуклый, поскольку он 

не лежит по одну сторону от прямой , проходящей через вершивы М и N . 

'С+Р 
Рис. 5 М Рис. 6 

Мы будем изучать лишь выпуклые четырёхугольники. 

Сумма длин всех сторон четырёхугольника называется его nepuмem· 

ром. Периметр обозначают буквой Р. 

~ Заnисать, что периметр четырёхугольника АВСD равен 40 см, мож­
но Т &К: р АВСD = 40 СМ. ttl 3 а д а ч а Докажите, что каждая сторона четырехугольника меньше сум-

мы трех других его сторон. в 

Реш е н и е . Диагональ АС четырехугольника с 

ABCD делит его на два треугольника АВС и ADC 
(рис . l).BMBCAC<AB +BC,a вMDCAD<AC+ 

CD (по неравенству треугольника). 
TorдaAD<AC+ CD<AB +ВС+ CD. 
Аналогично АВ< ВС+ CD + AD, ВС < CD +AD + А 0 
+АВ, CD < AD + АВ + ВС Рис 1 

lJ Может ли четырёхугольник иметь стороны : 1 см, 2 см , 3 см, 6 см? 
Не может, так как наибольшая сторона равна сумме трёх других . 

!J Для того чтобы определить, можно ли из четырёх отрезков а, Ь, с, d 
nостроить четырёхуrольиик, проверьте, является ли наибольший из че­

тырёх отрезков меньше, чем сумма трёх друrих. 

Начертите произвольный четырёхугольник и измерьте транспорти­

ром его углы. Чему равна их сумма? 

Теорема (о сумме углов четырёхугольника). 

Сумма углов четырёхугольника равна 360". 

' Д а н о : четырёхугольник ABCD (рис. 8). 

, Дoкaaa ; LA+ LB+LC+LO=:O~Q' . 

11' 



~ 1 о ____ _,_г"," ••• 1 

Доказате11~ство . Диагональ АСчетырёх­

угольннка ABCD разделяет его на два треуголь­
ника АВС и A CD. Сумма углов четырёхугольннка 

равна сумме всех углов этих треугольников, то 1 
есть LA + L B + LC+ LD= 180' + 180' = 360' . 

1J Могут ли в четырёхугольнике все углы быть А• 
острыми? Нет, поскольку тогда сумма этих уг-

лов будет меньше 360". 
Угол, смежный с углом четырёхугольника, 

называют вн.ешн.иж углом четырёхугольника. 

На рисунке 9 LCDK - внешний угол четырёх­

угольника ори вершине D. 

.с 

Рис. 8 

~с 
~ УЗНАЙТЕ 60ЛЬШЕ ] L_ 

1. У вас может возникнуть воnрос: Чем отличаются А Рис. 9 ° 
Выпуклые и не8ыпуклые четырё:сугольники? 

к 

Диагоналн выnуклого четырёхугольника ABCD (рис. 10) nересекаются, и каж­
дая из них разделяет его на два треугольника. А диагонали невылуклога четы­

рёхугольника MNKP (рис. 11) не пересекаются, и только одна из них разбивает 
его на два треугольника. 

Каждый угол выпуклого четырёхугольника меньше 180". Если четырёхугольник 
невыпуклый, то один из его углов больше 180". 
Понятие «внешний угол» относится только к выпуклым четырёхугольникам . По­
смотрите на рисунок 11. В невылуклом четырёхугольнике МNКРугол Nбольше 
180". А понятие внешнего угла на углы, которые больше 180", не расnространяет­

ся, ведь согласно определению- это угол, смежный с углом четырёхугольника. 

2. В отличие от треугольника четырёхугольник- фигура нежёсткая. Если взять 
четыре планки и соединить их шарнирами, то форму nолученного четырёхуголь­

ника можно изменять (рис. 12). 
Э. Термин «диагональ• nроисходит от греческого слова diogoiu'os, что означает 
«идущий от угла к углу». Этот термин стал общепринятым лишь в XVНI веке. 

с к 

D 
р 

Рис. 10 Рис. 11 Рис. 12 



Ч~Е~Т=Ы~Р~~УГ~О~Л~ЬН~И~К~И __________________________________ J11 ~ 

ВСПОМНИЛ ОСНОВНОЕ 

1. Что такое четырёхугольник? 
2. Какие вершины четырёхугольннка называют соседними? Протнвоnооожными? 
3. Какие стороны четырёхугольника называют смежными? Противоположными? 
4. Что такое днагональ четырёхуrольннка? 
5. Как обозначают четырёхугольник? 
6. Что такое nериметр четырёхугольннка? 
7. Сформулируйте и докажите теорему о сумме углов четырёхугольника. 
8. Что такое внешний угол четырёхугольника? 

8 РЕШИЛЗАДАЧИ 

1'. Какая из фигур, изображённых на рисунках 13- 15, является четырёхуголь­
никомАВСD? 

с 

А D А 
Рис. 13 Рис. 15 

2'. Начертите nроизвольный четырёхуrольник MNKP н проведите его диаго­
нали. Назовите: 

1) nротивоnоложные стороны, вершины и углы; 
2) соседние стороны, вершины и углы; 
3) диагонали. · 

3'. Найдите периметр четырёхугольника, если его стороны равны: 
1) 1 см, 3 см , 4 см, б см; 2) 5 см, 7 см, 9 см, 10 см; 
3) 12 мм, 10 мм, 8 мм, 4 мм. 

D 

4' . Правильно ли указана на рисунках 1 б и 17 градусная мера углов четырёх­

угольника АВСа? Ответ объясните. 

5'. Назовите изображённые на рисунке 18 внешние углы четырёхугольника 
MNPK nри вершине: 1) N; 2) М; 3) К. 

с 

в 

Рис. 16 Рис. 17 

Е~р 

Рис. 18 

к 

D 

в 



12 Глава 1 

6". о, Ь, с, d-сторонычетырёхугольника, P-ero периметр.Заnолнитетаблицу 1. 

Табл и ца 1 

а в см 10 СМ 5 см 23 см 

ь 12 см 25 см 13 см 16 см 

с 16 см за см 30 см 20 см 

d 18 см 17 СМ 35 СМ 24см 

р 90 см 60 см 115 см 74см 

7". Найдите стороны четырёхугольника, если его nериметр равен 140 см, а одна 

из сторон в n раз меньше любой другой , при этом: 

1) n ~ 2; 2) n ~ 3; 3) n ~ 9. 

8". Может ли четырёхугольник иметь стороны: 
1) 1 см, 2 см, З см, 4 см; 2) 2 см, 3 см, 5 см , 10 см; 
3) 18 см, б см, 5 см, б см? 

9". По данным на рисунках 19 - 21 определите неизвестные углы четырёх­

уrольника ABCD. 

В Во· 70о С Bd · С 
120° 

А С ? 

D А D А D 

Рис. 19 Рис. 20 Рис. 21 

10". Найдите неизвестный угол четырёхугольника, если три его угла равны: 
1) 60", 1оо · , 50"; 2) 120· , во · , 1оо· ; 3) 70", во· , 90· . 

11". Могут ли углы четырёхугольника быть равны: 
1) 55", 75", 1 оо· , во· ; 2) 160", 95", 45", 60"; 3) 145", В5 " , 10· , 65"? 

12". По данным таблицы 2 найдите углы четырёхугольника ABCD. 

Таблица 2 

LA n· n· 

LB 2п" n• - 20" n· + 20" 2n" 

LC 3n" n" - 10" n· + 30" n· 

LD 4п" 5n" 
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13". Могут лн все углы четырёхугольннка быть туnыми? Объясните ответ. 
14". Все углы четырёхугольннка равны . Найдите их. 

13 

15". Если в четырёхугольннке два угла nрямые, то чему равна сумма остальных 
углов? 

16". Три угла четырёхугольника прямые . Докажите, что и четвёртый его 
угол прямой. 

17". Найдите внешний угол nри вершине Счетырёхугольннка ABCD, если: 
1) LC= 75 ' ; 2) LA= LB= LD= 90' ; 3) L B= LD= 110' , LA= 60 ' . 

18. Найдите стороны четырёхугольннка, если его nериметр равен 66 см, одна 
сторона больше второй на 8 см и на столько же меньше третьей, а четвёртая 
сторона в три раза больше, чем вторая. 

19. Одна нз сторон четырёхугольннка равна 9 см, вторая сторона в три раза 
больше, чем nервая, а третья- на 8 см меньше второй н на 10 см больше, 
чем четвёртая . Найдите nериметр четырёхугольннка. 

20. Три стороны четырёхугольннка равны 10 см, 15 см, 20 см. Может ли nерн­

метр четырёхугольника быть равным: 

1) 90 см; 2)72 см; 3) 115 см? 

21 . Докажите, что каждая диагональ четырёхугольннка меньше его nолуnери­
метра. 

22. Докажите, что сумма днагоналей четырёхугольннка меньше его nериметра. 

23. Вчетырёхугольнике АВСDднагональ ВОделитуглы В и Dnonoлaм (рис. 22). 
Докажите, что АВ= ВСн CD= AD. 

24. Если в четырёхугольнике ABCD стороны АВ = ВС н 
CD = DA, то диагонали АС н BD nерnенднкулярны 
(рис. 22). Докажите это. 

25. Найдите углы четырёхугольннка, если они nроnорцно-

1) 1, 2, 3, 4; 2) 1, 2, 4, 5; 3) 4, б, 12, 14. 

26. Каких углов в четырёхугольннке может быть больше 
всего: 1) туnых; 2) nрямых; 3) острых? 

27. Можно ли начертить четырёхугольннк, в котором: 
1) три угла nрямые, а четвёртый- туnой; 

2) один нз углов равен сумме трёх оставшихся? 

Рис. 22 

28. Сумма двух углов четырёхугольннка, nрилежащих к одной нз его сторон , 

равна 180". Найдите угол между биссектрисами этих углов. 

29. Найдите внешние углы четырёхугольннка, если три его угла равны: 
1) 38 ' , 158' , 44' ; 2) 50 ' , 150' , 65 ' ; 3) 49 ' , 145' , 91 ' . 

30. Докажите, что сумма внешних углов четырёхугольника, взятых по 
одному nри каждой вершине, равна 360". 
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31 . Существует ли четырёхугольник, внешние углы которого равны: 
1) 120·. во · . 59' , 1 о1 ' ; 2) 49 ' , 98' , 68' , 125' ; 
3) 100' , 55', 160' , 45 ' ? 

Глааа 1 

32. Найдите эавмсимость между суммой yrnoa четырёхугольника м сум­
мой его внешних углов . 

33. По данным, указанным на рисунках 23- 25, найдите угол а. 

Рис. 23 Рис. 24 

34~ Четырёхугольник разделён диагональю на два 
треугольника с nериметрами 30 см и 40 см . 

Найдите длину диагонали, если nериметр четы- N 
рёхугольника равен 50 см. 

3 5~ Докажите , что сумма двух nротивоположных 
сторон четырёхугольника меньше суммы его 

диагоналей. 

36~ В четырёхугольнике АВСDбиссектрисы углов А 
и В nересекаются е точке М. а биссектрисы yr лов 
Си D- в точке N.Докажите,чтосуммаугловАМВ 

и CND равна 180°. 
37~ Биссектрисы внешних углов четырёхугольника 

ABCD, nересекаясь, образуют четырёхугольник 
MNKP (рис . 26). Докажкте, что сумма nротивогю­

IЮЖНЫХ угiЮвчетырёхугольннка МNКРравна 180". 

38~ На рисунке 27 nостроен четырёхугольник ABCD 
по четырём его сторонам о, Ь, с, d и диагонали 

d1• Составьте nлан nостроения . 

Рис. 25 

м 

Рис. 26 

D 

р 

f.J Д11я того , чтобы построить четырёхугопь­
нмк, постройте два вспомогатеnьных треу-

А 

Рис. 21 

гоnьнмка, составпяющмх четырёхугольнмк. 

Наnример (рис. 27), сначала nостройте I!!.ABD, потом- ~BCD. Для nострое­
ния jj,ABD нужно знать три его элемента, а для построения ~BCD- только 

два, поскольку сторона BD уже известна. 

39 ~ Постройте четырёхугольник по четырём его сторонам а, Ь, с, dи углу а. 

40~ Постройте четырёхугольник по его сторонам а, Ь, с и диагоналям d1 и d2. 
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( ПРИМЕНИТЕ НА ПРАКТИКЕ ) 
41 ~ Четыре населённых пункта расположены в вершинах четырёхугольника. В 

каком месте нужно построить завод, чтобы сумма расстояний от него до 

всех четырёх пунктов была наименьшей? 

§z. ПАРАnЛЕЛОГРАММ И ЕГО СВОЙСТВА 

IВJ Если пару nараллельных 
nрямых nересечём другой 

парой параллельных прямых, то nолучим четы­

рёхугольник, в котором nротивоnоложные сторо­

ны поnарно nараллельны. В четырёхугольнике 

АВСD (рис. 28)AD 11 ВС и АВ 11 DC. 

Четырёхугольник, в котором противопо­

ложные стороны попарно параллельны, 

называется параллелоzра.м.мом. 

Высотой параплелограмма называется пер­

пендикуляр, проведённый из любой точки одной 

стороны к параллелъной ей стороне (либо её про­

должению). 

На рисунке 29 отрезки ВМ и BN - высоты па­

раллелограмма АВСD. 

А 

Рис. 28 

А 

Рис. 29 
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Теорема (свойство сторон и углов параллелограмма). 

В параллелоrрамме: 1) противоnоложные стороны равны; 
2) противоположные углы равны. 

Д а н о : ABCD- параплелограмм (рис. 30). 

Дока :а. т ь : 1}АВ= ОС, ВС= AD; 
2) LA~ L C, LB~ L O. 

До к аз а т en ьс т в о . Проведёмдиагональ 

АС. ААВС= l\CDA no стороне и nрилежащим А 
к ней углам. При этом АС- общая сторона, 

О 

Рис. 30 

L BCA = L DAC- внутренние накрест лежащие углы nри параллельнь1х nря­
мых ВС и AD и секущей АС, L BAC = LDCA также, как внутренние накрест 
лежащие углы при параллельных прямых АВ и ОС и секущей АС. Из равен­

стватреугольннковАВСи СDАследует: 1)АВ =ОС, ВС =AD; 2)LB = LD. 
Углы А и С nараплелограмма равны как суммы равных углов. 

1J Может ли в параллелоrрамме быть только один острый угол? Немо­
жет, так как, согласно доказанной теореме, таких углов два. 

1 
3 а д а ч а . Сумма углов, nрилежащих к одной сто­

роне nараллелограмма, равна 180". Докажите это. 

Р ew е н н е. L 1 + L 2 = 180" (рис . 31) по свойству 
внутренних односторонних углов nри параллельных 

прямых ВСи AD н секущей АВ. 
дналогично L 2 + LЗ ~ 180' (АВ 11 СО, ВС-секущая), 
L З + L 4 ~ 180' (ВС 11 АО, СО - секущая), 
L 1 + L4~ 180' (ABII СО, АО-секущая). 

в с 

/ 2 .! 
А D 

Рис. 31 

Теорема (свойство диагоналей параллелограмма). 

Диагонали параплелограмма точкой их пересечения 

делятся пополам . 

• Д а н о: АВСО- nараплелограмм (рис. 32), 
АС и ВО- диагонали, 

О- точка пересечения диагоналей. 

Доказать: АО =ОС, ВО= OD. 

Доказате11ьство . l1AOO=l1COB по стороне 

1 
и nрилежащим к ней углам. Из них ВС = AD как 

ш 
А D 

Рис. 32 

• nротивоnоложные стороны nараллелограмма, L CBO = L AOO как внутрен­

ние накрест лежащие углы nри nараллельных прямых ВС и АО н секущей 

ВО, L BCO = L DAO(BC 11 AD, АС- секущая). Из равенства треугольников 
АОО н СОВ следует: АО = ОС, ВО = OD. 
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!J Для того чтобы доказать равенство отрезков (углов) в nараллелограм­
ме, докажите равенство треугольников, соответствующими элементами 

которых являются эти отрезки (углы). 

Свойства параллелограмма приведены в таблице 3. 
Т аблица 3 

ABCD - параплелограмм Свойство 

в с I.AB=DC,AD =BC 

t!{J 2. LA= L C. L B= L D 

3.AD = DC, BD = OD 

А о 4. LA+ L B= 180' , LA+ L D= 180' 

l~ УЗНАНП БОЛЬШЕ ) 
1. Возникает вопрос: Сколько данных необходимо для построения паралле­
лограмма?Таких данных должно быть три, среди которых- не более одного 

из его углов (один угол параnлелограмма определяет остальные углы). 

2. Название «nараллелограмм» (para!felogrammon) происходит от сочетания 
греческих слов: «nараллелос» - идущий рядом и «грамма» - линия. 

Этот термин впервые упоминается в « Началах» Евклида (111 в. до н. э.). Сначала 
вместо термина «параллелограмм» древнегреческий учёный использовал сло­

восочетание «образованная nараллельными линиями nлощадь» (часть nлоско­
сти, ограниченная двумя nарам и nараллельных прямых). 

ВСПОМНИТЕ ОСНОВНОЕ 

1. Какой четырёхугольник называется параллелограммом? 
2. Что такое высота nараллело грамма? 
3. Сформулируйте и докажите теорему о свойстве сторон и углов nараллело­

грамма. 

4. Сформулируйте и докажите теорему о свойстве диагоналей nараллело­

грамма. 

riJ РЕШИЛ ЗАДАЧИ 
42: Верно ли указаны на рисунках 33 и 34 градусные меры углов и длины сто­

рон nараллелограмма? Объясните ответ. 

в ,_ ____ _, с 
130' 29' 

Рис. 33 Рис. 34 
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43~ В nараплелограмме MNPK MN = а, NP = Ь. Чему равны стороны РК и МК, 

если: 1)о=5см,Ь= 10см ; в с 

2) о= 1,2 дм, Ь= 0,4 дм? Объясните ответ. 

44'. В nараплелограмме ABCD L ABC =а, 
LBCD = (}.Чему равны углы ADC и BAD, 
если: 1) а= 120' , ~ = 60' ; 

2)а=45',~= 135' ; 3)а = ~=90'? 
Объясните ответ. 

45: Верно ли указаны на рисунке 35 длины отрез­
ков диагоналей nараплелограмма? 

Объясните ответ. 

46 : ABCD- параплелограмм (рис. 36). По данным 
на рисунке найдите: 

1) отрезки ОС и OD; 2) диагонали АС и BD; 
3) стороны AD и DC. 

Рис. 35 

Рис. 36 

47 : А, В, С, D- углы nараплелограмма ABCD. Начертите в тетради таблицу 4 
и заnолните её . 

Таблнца4 

LA 35' 

LB 140' 

LC 75 ' 

LD 

48: Могут ли в параплелограмме быть углы: 
1) 30' н 60'; 2) 55' н 125' ; 3)116' н 123' ? 

49: Могут (может) ли в nараплелограмме быть: 

64' 

1) все углы острыми; 2) только три равных угла; 3) только один угол туnой? 
Объясните ответ. 

so: По данным на рисунках 37- 39 найдите углы nарамелограмма ABCD. 

51 : Найдите углы nараллелограмма, если: 
1) один иэ углов в три раэа больше другого; 
2) один иэ углов на 506 

меньше другого; 

3) сумма двух углов равна 120· ; 
4) внешний угол nараллелограмма равен 140". 

А А D 
Рис. 37 Рис. 38 Рис. 39 
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52: Биссектриса угла nараплелограмма nересекает его сторону nод углом а. 
Найдите углы nараллелограмма, если: 1} а= 29"; 2} а= 34"; 3} а= 45". 

53: Моrут л н в nараллеоограмме быть толькотри равные стороны? Объясните ответ. 

54: Периметр nараплелограмма равен 48 см. Составьте формулу н найдите сто­
роны nараллелограмма, если: 

1) одна нз сторон на 3 см больше другой; 

2) одна нз сторон в семь раз меньше другой; 
3) разность двух сторон равна 1 см. 

55: По данным на рисунках 40-42 найдите стороны nараплелограмма ABCD. 

в с 

4o----U--A~I 
А 2см к 4 см 0 

Рис. 40 

в с 

D 

Рис. 41 Рис. 42 с 

56: Докажите, что дмагона11ь nарапnелограмма ра3деляет его на два рав­
ных треугольника . 

57: Стороны nараплелограмма равны 3 см н 5 см . 

Может ли его днагональ быть равной: 1) 10 см; 2) 8 см; 3) 4 см? 

58: Существует ли nараллелограмм, у которого две диагонали и сторона соответ­

ственноравны: 1)4 см, 10 см, 6 см; 2)8см, 10 см,9см; 3)8см, 10см,10см? 

59: Докажите, что сумма расстояний от любой внутренней точки nараплелограмма 
до всех его сторон есть величина nостоянная. Чему равна эта сумма? 

60: Обозначьте три точки, не лежащие на одной nрямой. Сколько можно nо­
строить nараллелограммов с вершинами в этих точках? Постройте их . 

61 . Найдите углы nараллелограмма, если два его угла относятся , как: 

1) 2:3; 2)4 :5; 3) 3:7. 
62. Найдите углы nараллелограмма, если: 

1) один из них раве н сумме двух других; 

2) один нз них в четыре раза больше суммы двух других; 
3) nоловина одного угла равна трети другого. 

63. На рисунках 43- 45 изображены nараллелограммы . Найдите угол r. 

А 

Рис. 44 Рис. 45 -
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64. Из вершины тупого угла параплелограмма nроведены две высоты. Угол меж­

ду ними равен а. Найдите углы nараллелоrрамма, если: 

1) "= 35"; 2)" = 45"; 3) "= 89". 
65. Докажите, что yron между высотами параnлелограмма равен его 

острому углу. 

66. В параnлелограмме ABCD диагональ ВО образует со стороной CDyroл 68°, 
L ABC = 84°. Найдите углы ADB и BCD. 

67 . Найдите углы nараллелоrрамма, если одна из его диагоналей равна сторо­

не nараnлелограмма и перпендикулярна к ней. 

68. Биссектрисы углов А и В nараплелограмма ABCD пересекаются в точке К. 
Какого вида треугольник АВК? в к с 

69. Докажите : 

1) биссектрисы уг11ов, прилежащих к одной сторо­

не парапnелограмма, взаимно перпендикулярныj 

2) биссектрисы двух противоположных угnов AJL..J-P-uc-.-
4

-
6

--1
0 

параnлелограмма параллепьны. 

70. Найдите углы nараллелограмма, если биссектриса его угла nересекает сто­
рону под углом, равным одному из углов параллелограмма. 

tJ Если в задаче дана биссектриса угпа паралпепограмма, то образовав· 
wнйся треугольник равнобедренный (llABK на рис. 4б}. Используйте его 
свойства. 

71 . Биссектриса угла А nараплелограмма АВСDnересекает сrорону 8Св точке 
К(рис. 4б}. ВК= а, КС= Ь. Найдите nериметр nараллелограмма, если: 

1} о= 14см, Ь= 1 см; 2} о= 2см, Ь= Зсм. 

72. В параплелограмме АВСDбиссектриса угла А пересекаетсторону ВСв точке К. 
Найдите: 

1} ВКи КС, если АВ= б см, AD = 9 см; 2) AD, если АВ= 4 см , КС= 11 см; 

3) nериметр nараллелограмма, еслиАD = 14 см, ВК : КС= 3:4. 

73. В nараплелограмме АВСDчерез точку Оnересечения диагоналей nроведе­

на nрямая, пересекающая стороны ВС и Айв точках Е и F. 
1) Докажите, что: а) ОЕ = OF; б) ВЕ = DF; в) СЕ = AF. 
2) Найдите стороны ВС и AD nараллелограмма, если ВЕ= 5 см, AF= 4 см. 

74. Точки Ми N- середины сторон ВСи АDnараллелограммаАВСD. Докажи­

те, что диагональ АС делится отрезками ВNи MD на три равные части. 

75. Найдите длину диагонали АС параплелограмма АВСО. если его nериметр 
равен 1 см, а nериметр треугольника АВС - б см. 

76. Из точки, лежащей на основании АС равнобедренного треугольника АВС, 

nроведены nрямые, nарЗ.ллельные боковым сторонам (рис. 47). 
1) Докажите, что периметр nолученного nараплелограмма MNBK не зави­

сит от nоложения точки М. 
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2) Найдите периметр параллелограмма MNBK, если АВ= 15 см. 

77, Составьте nлан построения nараллелограмма по: 

21 <! 

1) сторонам а, Ь и углу а (рис. 48); 2) стороне а и диагоналям d 1 и d2 (рис. 49). 

1J Для того чтобы построить параллелограмм, сначала постройте вспо­
могательный треугольник (MDC на рис. 48 или l1AOD на рис. 49). Потом 
достройте этот треугольник до параллелограмма, используя свойства 

параплелограмма. 

в 

.tд, ~ А а О 

в с 

d!fY ~Et 

А а о 

Рис. 47 Рис. 48 Рис. 49 

78. Постройте параллелограмм по: 
1) сторонам а и Ь и диагонали d; 
2) диагоналям d

1 
и d

2 
и углу а между ними; 

3) стороне а, диагонали d и лежащему против неё углу а; 
4) стороне а, диагонали d и углу а между ними. 

79 ~ Два угла параллелограммаотносятся, как 1 : 3. Найдите угол между высотами 
nараллелограмма, проведёнными из вершины: 1) туnого угла; 2)острого угла. 

80 ~ В параллелограмме острый угол равен 60". Высота nараллелограмма, про-
8едённая из вершины тупого угла, делит сторону пополам. Найдите мень­
шую диагональ nараллелограмма, если его периметр равен 24 см. 

81 ~ Один из углов параллелограмма в три раза больше другого. Высота, прове­

дённая из вершины тупого угла, делит противолежащую сторону на два 

отрезка- 2 см и 4 см. Найдите высоту nараллелограмма. 

82~ Паралле лограм м, nериметр которого равен 50 см, разделяется диагоналя­
. ми на четыре треугольника. Найдите стороны nараллелограмма, если раз­
ность периметров двух из этих треугольников равна 5 см. 

83~ В каком nараллелограмме биссектрисы двух углов, nрилежащих к одной 

стороне, делят nротивоnоложную сторону на три равные части? 

84~ Периметр параллелограмма ABCD равен 48 см. Биссектрисы углов А и D 
делят сторону ВСна три равнь1е части. Найдите стороны nараллелограмма. 

85~ При каком условии точка nересечения биссектрис двух углов nараллело­
грамма, nрилежащих к одной стороне, лежит на nротивоnоложной стороне? 

86~ Периметр nараллелограмма равен 42 см. Биссектрисы углов, прилежащих к 
одной стороне, пересекаются на другой стороне . Найдите стороны nаралле­

лограмма. 
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(ПРИМЕНИТЕ НА ПРАКТИКЕ ) 

87. На рисунке изображены два одинаковых колеса (рис . 50). Стержень АВ, 
длина которого равна расстоянию 001 между центрами колёс, передаёт 

движение от одного колеса к другому. Каким может быть взаимное расnо­

ложение стержня АВ и линии центров 001? 

88. Для проведения nараллельных nрямых исnользуются nараллельные линей­
ки (рис. 51). Объясните, как ими nользоваться. 

Рис. 50 Рис. 51 

§3 ПРИЗНАКИ е ПАРАЛЛЕЛОГРАММА 

Щ) Решея задачи, иногда требуется установить, что 
данный четырёхугольник - параллелограмм. Для 

этого используют признаки параллелограмма. 

Теорема (признак параллелограмма). ~ 
Если противоположные стороны четырёхуголъника попарно 

равны, то такой четырёхугольник - параллелограмм. j 
Д а н о : ABCD- четырёхугольник (рис. 52), 

АВ ~ ОС, ВС ~ AD. 

До казать : АВСО- nараллелограмм. 

Доказательство. Проведём диагональ ВО 

(рис. 52). !J.BCO = !J.OAB по трём сторонам. 
У них ВО- общая сторона, АВ= ОСи ВС = AD 

J:\7 
А D 

Рис. 52 

по условию. Из равенства треугольников следует: LCBD= L ADB и LABD= 
LCDB. Углы СВОи ADB- внутренние накрест лежащие nриnрямых ВСи AD 
и секущей BD. Поэтому ВС 11 AD. Углы АВDи СDВтакже внутренние накрест 
лежащие nри прямых АВ и DСи секущей ВО. Поэтому АВ 11 DC. 
Так как в четырёхугольнике ABCD ВС 11 АDи АВ 11 DC, то, по определению, 
этот четырёхугольник - параллелограмм. 
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lJ Можно ли считать четырёхугольник парал­
лелограммом, если в нём две противоположные 

стороны равны, а две дРугие- параллелъвы? 

в·~---~с 

Нет, нельзя. На рисунке 53 АВ -CD, ВС ~AD. 
но четырёхугольник ABCD - не параллело­

грамм. 

Теорема (признак параллелоrрамма). 

А 
Рис. 53 

Если в четырёхуголънике две противоположные стороны равны l и параллелъны, то такой четырёхугольник - параллелоrрамм. 

Д а н о : ABCD- четырёхугольник {рис. 54), 
АВ= DC, АВ 11 DC. 

Доказать : ABCD- параллелограмм. 
k/c 

Доказатеnьство . ПроведёмдиагональАС А D 
(рис. 54). ААВС= I:!CDA по двум сторонам и углу 
между ними. У них АС- общая сторона, 

Рис. 54 

АВ = DCno усоовию, LВАС= LDCA как внутренние накрест лежащие углы 
nри nараллельных прямых АВ и ОСи секущей АС. Из равенства треугольни­

ков следует: L DAC = LBCA. Но угль• DAC и ВСА- внутренние накрест 

лежащие nр н прямых ВС и AD и секущей АС. Поэтому ВС 11 AD. 
Поскольку в четырёхугольнике ABCD AD 11 ВС (по доказанному) и АВ 11 DC 
(по условию}, то, по оnределению, этотчетырёхугольник- nараллеоограмм. 

Задача (признак параллеоограмма). Есnн днагонмн чет~рiхуrоп~нн­

ка деnятся точкой их пересечения попоnам, то такой чет~рёхуrоll-.­

мнк- napunenorpaмм . Докажите это. 

Реш е н м е. Пусть ABCD- данный четырёх- В С 
угольник, О- точка пересечения его диаго- /d5:/0 
налей н ВО= OD, АО = ОС (рнс . 55). 
Докажем, что ABCD- nараллелограмм. 
I:!BOC=ADOA по двум сторонам и углу меж- А D 
АУ ними. Рис. 55 
У них ВО = OD, АО = ОС по условию, 
L BOC= LDOA как вертикальные. 

Из равенства треуrольников следует: ВС= AD н L OBC= LODA. 
Но углы ОВС и ODA- внутренние накрест лежащие nри прямых ВС и AD и 
секущей BD. 
Поэтому ВС 11 AD. 
Поскольку в четырёхугольнике ABCD ВС = AD н ВС 11 AD, то, согласно 
доказанному nрнэнаку, этот четырёхугольннк - nараллеооrрамм. 
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.t.J Чтобы установить, что четырёхугольиик- параллелограмм, дока· 
жите, что в иём: 

о"'ибо противоположные стороны попарно параллельны (определе· 

вне параллелограмма), 

либо противоположные стороны попарно равны (признак), 

либо две противоположные стороны равны и параллельны (признак), 

Jtибо диагонали делятся точкой их пересечения пополам (признак). 

~ УЗНАЙТЕ ЮЛЬШЕ) 
Вам уже знакомы nонятия снеобходимо•, сдостаточно•, снеобходимои доста· 

точноt . В таблице 5 рассмотрите nары утверждений А и В и выясните смысл этих 
nонятий. 

Утверждение 

А 

Утверждение Связь между 

В утверждениями 

Таблица 5 

Вид условн11 

Четырёхугольник Две nротивоnолож- И А 
8 

А - достат;::': уеловне 

является чет~~~~::~~ка 3 (~л~дJ)т f-,8"---- необ="х=од'=н"см'::ов:-у:::сл=о=в::-:нв::-1 
nараплелограммом равны мя А 

Четырёхугольник Противоnолож~~~е Из В следУет А А -необходимое· н 
является у':!оО,:~~ач~~~:~~ и из А следует в достаточное уеловне для В 

nараплелограммом равны (А с:> 8) н наоборот 

Обратите внимание, что утверждения сА достаточно для 8-. и сА необходимо для 
В• - взаимно обратные. Их можно объединить н сформулнровать следующим 
образом . 
Дllя того чтобы четырfхуrольнмк был парап11елоrраммом1 необходимо м до· 
статочно, чтобы его протмвопо.nожные стороны бы11 и поnарно равны . 
Иногда вместо снеобходимое и достаточное условие• говорят снеобходнмый н 

достаточный прнзнак•, а чаще- nросто спрнзнакt. Поэтому теоремы этого па­

раграфа называем с nрнзнакамн параллелограмма•. 

ВСПОМНИТЕ ОСНОВНОЕ 

1. Докажите, что если противоnоложные стороны четырёхугольннка попарно 
равны, то такой четырёхуrольник- параллелограмм . 

2. Докажите, что если в четырёхугольнике две противоположные стороны рав­

ны и параллельны, то такой четырёхугольник - параллелограмм. 

3. Докажите, что если диагонали четырёхугольника делятся точкой их пересе­
чения пополам, то такой четырёхугольник- nараллелограмм. 

4. Как убедиться, что данный четырёхугольник явля~тся параллелограммом? 
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ljJ РЕШИТI ЗАдАЧИ 
89 '. Является ли параплелограммом четырёхугольник, в котором только две 

противоположные стороны равны? Объясните ответ. 

90 '. Почему четырёхугольник на рисунке 56 не является параллелограммом? 
91 '. Является ли параллелограммом четырёхугольник, если две его противопо-

ложные стороны: 1) параллельны; 2) параллельны и равны? 

92 ', Начертите два равных и параллельных отрезка длиной 4 см. Их концы соеди­
ните отрезками так, чтобы они не nересекались. Почему образовавшийся че­

тырёхуrольник- параллелограмм? 

В Sсм 

А 

Рис. 56 Рис. 57 Рис. 58 

93', Какой из четырёхугольников, изображённых на рисунках 57 и 58,- паралле­
лограмм? Объясните ответ. 

94". По данным на рисунках 59 и 60 докажите, что че- В С 
тырёхугольник ABCD- параллелограмм. ~ 

95". Постройте nроизвольный треугольник АВС и на 
стороне АВ отметьте точку М. Через эту точку па- ·­
раллельно сторонам ВС и АС треугольника про- А D 
ведите прямые, пересекающие их соответствен­

но в точках N и К. Объясните, почему четырёху­

гольник MNCK- параллелограмм. 

96". Из произвольной точки внутренней области угла 
проведены nрямые, параллельные сторонам угла. 

Является ли полученный четырёхугольник парал- А 

лелограммом? Объясните ответ. 

97". Является ли nараллелограммом четырёхугольник 

Рис. 59 

в 

D 
Рис. 60 

KLMN, у которого: 1) KL = MN; 2) KL = MN и KN= LM; 3) KL = LM? 
98". В четырёхугольнике ABCD АВ= CD, ВС= AD. 

Докажите: 1) LB~LD, LA~LC; 2)ABIICD,BCiiAD. 
lJ Для того чтобы доказать равенство (либо параппе.nьность) двух отрезков: 

1)выде.nите на рисунке четырёхуго.nьник, у которого отрезки являются 

противопо.nожными сторонами; 

2)докажите, что четырёхугопьник- nараппе.nограмм; 

З)сде.nайте вывод: отрезки равны (пи6о пара.nпе.nьны) как противоnо­

ложные стороны nарап.nепограмма. 

Анапогично можно доказать равенство двух углов. 
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gg•. В четырёхугольннке MNKP nротивоnоложные стороны попарно равны. 
Найдите: 1} угол М, если L K= зs• ; 2) MN, если КР= 5 см . 

100". Докажите, что четырёхугольник ABCD- nараллелограмм, еслн: 

1) ABIICD, АВ~Зсм, со~зомм; 2)AD ~ вс, LABC~бO',LВAD~ 120". 

101 ". Докажите, что четырi!iхуrоnьник, в котором сумма угдов, припежащмх 
к каждой ма двух смежных сторон, равна 180",- это napanneJiorpaмм . 

102". В четырёхуrольнике ABCD L A + L B = 180" и L B+ LC= 180". Докажите, 
что противоnоложные стороны четырёхугольника равны. 

103". В четырёхугольнике ABCD L A + L B = 180" н AD = ВС. Докажите, что 
ABCD- nараллелограмм. 

104". В nарамелограмме ABCD точка М- середина стороны AD, а N- середина 
стороны ВС. Докажите, что BNDM - nараллелограмм. 

в с в с 

А А 

Рис. 61 Рис. 62 

105". ABCD- nараплелограмм (рис. 61), АЕ= СF. Докажите,чтоотрезки СЕ и AF 
равны и nараллельны. 

106•. В четырёхугольнике ABCD диагонали nересекаются в точке О. Доnолните 
данные в таблице б так, чтобы nравильный вывод был nрав ильным. 

Таблица 6 

AD 3 см О,бдм 

ос 2дм 35 мм 

во 4,8дм б см 

DD 5 см 2, 1 см 

ВыfJод 
ABCD- ACBD- ABDC- DСВА-

nараллелограмм nараллелограмм nараллелограмм nараллелограмм 

101 ·. ABCD - nараплелограмм (рис. 62), ОМ= ON. Докажите, что /t18ND­
nараллелограмм. 

108·. MBND- nараплелограмм ( рис. 62), ОА = ОС. Докажите, что ABCD­
nараллелограмм . 

109". Медиана ВО треугольника АВС nродлена на отрезок DE= BD. Точка Е со­
единена с вершинами А и С треугольника. Докажите, что четырёхугольиик 

АВСЕ- nараллелограмм. 

110". Медиана LO треугольника KLM nродлена на отрезок ON и достроен четырёх-
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угольник KLMN. Заnолните таблицу 7 и оnределите вид четырёхугольника 

KLMN. Таблица 7 

LO 4 см 0,05 ДМ 60 мм 2 см 

ON 40 мм О,Sдм б см 2дм 

ко 0,3 дм О,бдм 

ом 12 мм 2,2дм 

111 . Если противоположные углы четырёхугольника равны, то такой че­
тырёхугольник- параллелограмм. Докажите. 

112. Является ли четырёхугольник nараллелограммом, если три его угла равны: 
1) 20· , бо ·, 110·; 2) 60", 60", 120·; 3) 35", 145", 35"? 

113. Является ли четырёхугольник nараллелограммом, если биссектрисы двух его 
nротивоnоложных углов nерnендикулярны к биссектрисе третьего угла? 

114. На nротивоnоложных сторонах АВ и СО nараллелограммаАВСО отложены 
равные отрезки АВ1 = СО1 и nроведены nрямые В1 С, В1 0, АО1 и ВО1 • Докажи­

те , что четырёхугольник, nолученный nри nересечении этих nрямых, - nа­

раллелограмм. 

115. Биссектриса у г л а А nараплелограмма АВСО nересекает сторону ВС в точке 
М, а биссектриса Угла С nересекает сторону АО в точке N. Докажите, что 

AMCN- nараллелограмм. 
116. На сторонах АВ, ВС, СО и АО nараллелограмма АВСО точки Е, М, К, N 

отмечены так, что ВМ = ON, ВЕ = ОК (рис. 63). Докажите , что EMKN­
nараллелограмм. 

й i:1! "В· 
А ND АМ D F Е 

Рис. 63 Рис. 64 Рис. 65 
117 . На сторонах nараллелОграммаАВСОотложены, как nоказано на рисунке 64, 

равные отрезки АМ, ON, СР, ВК. Докажите, что MNPK- nараллелограмм. 

118. Вне nараплелограмма АВСО с острым углом А nостроены равносторонние 
треугольники АВЕ и COF. Докажите, что AECF- nараллелограмм. 

119. АВСОиАВЕF-nарал.пелограммы (рис. 65).Докажите,что OF= СЕ и OFII СЕ. 
120. d.ABC= d.A1B1 С1 (рис. 66). Найдите расстояние между точками В и В1 , если: 

1) М1 = 3 см; 2) АС= 10 см, А 1 С= б с м; 3) АС1 = 20 см, А1 С= 12 см. 

121 . На сторонах ВС и АО парал.пелограмма АВСО отмечены точки Е и F так, что 

L AEC = L AFC {рис. 67). Докажите, что четырёхуго11ьн1о1к AECF- nаралле­

лограмм. 
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122. Если две nротивоположные стороны четырёхуrольника параллельны, а 
одна из диагоналей делит другую nоnолам, то такой четырёхугольник -

nараллелограмм. Докажите это. 

В 8 1 В Е С 

е:д Ь/с 
А 1 С С 1 А F D А D А 

Рис. 66 Рис. 67 Рис. 68 

123. Докажите, что еслн через точку nересечения диагоналей nараплелограмма 
nровести две nрямые, то точки пересечения этих прямых с его сторонами 

являются вершинами параллелоrрамма. 

124. Диагонали nараплелограмма ABCD nересекаются в точке О. Докажите, что 
четырёхугольник MNPK, с вершинами в серединах отрезков ОА, 08, ОС и 
00, - nараллелоrрамм. 

125. ABCD- nараплелограмм (рис. 68), АМ= КС, BN= PD. 
Докажите, что МР= NКи МР 11 NK. 

126. Медиана АО треугольника АВС nродлена на отрезок OD= АО. Точка D 
соединена с вершинами В и С треугольника. . 

1) Докажите, что СО= АВ и СО 11 АВ. 2) Найдите угол СОВ, если L САВ= 36•. 

127 ~ Если каждая диагональ четырёхугольника делит его nериметр nополам, то 
такой четырёхугольннк- nараллелограмм . Докажите это . 

128 ~ На nродолжениях сторон АВ, ВС, СОн DA параплелограмма ABCD отмече­
ны соответственно точю1 К, Р, М, Е так, что АК= ВР =СМ= DE. 
Докажите, что четырёхугольник КРМЕ- nараллелограмм. 

129 ~ На диагонали АС nараплелограмма ABCD отмечены точки К н М так, что 
L AKB= LCMO. Докажите, что KBMD - параллелограмм. 

130~ Через точку К внутренней области угла АВС проведите прямую таким обра­
зом, чтобы её отрезок, эаключённый между сторонами угла, этой точкой де-

131 ~ Из вершин туnых углов nараплелограмма проведены высоты . Являются ли 
концы этих четырёх высот вершинами nараллелограмма? 

132 ~ К сторонам параплелограмма проведены серединные перnенднкуляры , 
nересекающне nротивоnоложные стороны (либо их nродолжения) в точках 

К, L, М, N. Докажите , что четырёхугольник KLMN- nараллелограмм. 

,133~ Если вершины nротивоnоложных углов четырёхугольника равноудалены от 
соответствующих диагоналей, то такой четырёхугольннк - nараллелограмм. 

Докажите это. 
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Рис. 69 Рис. 70 

135. На рисунках 71 и 72 изображены шарн~рные устройствадля регулирования 
высоты. Одна иэ сторон nараплелограмма ABCD (сторона АВ) закреплена 
неподв~жно, а к стороне СDжёстко пр~креплены лампа (р~с. 71) ~кольцо 
для игры в баскетбол (рис. 72). Объясните, пОчему при всех возможных поло­

жениях стороны СDось MN лампы всегда вертикальна, а плоскость кольца­
горизонтальна. 

Рис. 71 Рис. 72 

§4. ПРЯМОУГОЛЬНИК 
IВJ Параллелограммы , как и 8м--------г-iс 

L.'-'----"'-'--'---'----'---" треугольники, можно разде-

лить на виды. Прямоугольник - один из видов nа-

раллелограмма . На рисунке 73 вы видите nараяле-
пограмм ABCD, являющийся nрямоугольником. 
Дайте оnределение nрямоугольнику и сравните его с А 
;rриведённым в учебнике. 

D 
Рис. 73 
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Параллелограмм, у которого все углы прямые, J 
~вается прямоугольниrс:ом. 

Поскольку прямоугольник - частный вид параллелограмма , то ему 

присущи все свойства параллелограмма: 

1) противоположные стороны равны; 
2) противоположные углы равны; 
3) диагонали делятся точкой их nересечения пополам . 

Кроме этих свойств прямоугольник имеет ещё и особое свойство. 

Теорема (свойство диагоналей прямоугольника). l 
Диагонали прямоугольника равны. 

' Д а н о : ABCD - nрямоуrольннк, АС и BD - диагонали (рис. 7 4). 

Доказать : АС= BD. 
в с 

Д о к аз а т е ль с т в о . Прямоугольные треугольни­

Ю1 АСDи D8Аравны nо двум катетам. Приэтом AD­
общий катет, а катеты АВ и ОС равны как противопо­

ложные стороны nараллелограмма. 

Из раве нства треугольников следует: АС = BD. C8J 
А D 

СВойства прямоугольника приведен:ы в таблице 8. Рис. 74 

Т абли ца 8 

ABCD- nрямоугольник Свойство 

napannenorpaммa 

~' 
1. АВ= DC,AD = ВС 

2. LA = L C, L B = L D 

3. AD = ОС, ВО = OD 

:-------'о 4. LA + L B= 180' , LA + L D= 180' 

особое 

5. АС= ОВ 

!J Можно ли утверждать, что параллелограмм , в котором диагонали 
равны, является nрямоуrольником? Да , но это нужно доказать. 

~r 3 ад а ч а {признак прямоугольника). Ес11и диагонапи napa11nenorpaм­
,.. ма равны, то такой nараппеnограмм- nрямоугопьник . Докажите это. 
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Ре w е н н е . Пусть ABCD - параллелограмм, в котором АС = BD 
(рис. в табл. В). Докажем, чтоLА = LB = LC = LD = 90". 
!J.ABD = !J.DCA по трём сторонам. У них AD -общая сторона, АС = BD по 
условию, АВ = DC - как nротивоnоложные стороны параллелограмма. И э 

этого следует, что L A = L D. Поскольку в nараллелограмме nротивоnолож· 

ные углы равны, то: LA = L С = LD = L B. По свойству углов чет.ырёхуголь­

ника, LA + LC + L D + L B = 360". 
Следовательно, L A = L C= L D= L B = 360~ : 4 = 90", то есть nараллело­

грамм ABCD - nрямоугольник. 

!J Для того чтобы установить, что данный паралл:елограмм- прямоуголь­
вик, докажите, что у него: 

либо все его уrлы прямые (определение прямоугольника), 

либо диагонали равны (признак). 

!J Можно ли утверждать, что четырёхугольнин, в кото­
ром диагонали равны,- этопрямоугольник? Нет, нельзя 

(см. рис. 75). Необходимо nроверить, выполняется ли 
один из признаков параллелограмма. Например, делят­

ся ли диагонали точкой их пересечения пополам. 

УЗНАЙТЕ 60ЛЬШЕ 

Рис. 75 

Возникает воnрос : Можно ли сфор.мулиробать другие определения 

прямоугольника? 

В младших классах nрямоугольником называли четырёхугольник, все углы в 

котором прямые. Теnерь мы оnределили nрямоугольник как частный вид парал­

лелограмма. Возможны и такие оnределения nрямоугольника: 

nараллепограмм, в котором все углы равны (действительно, сумма углов 

параплелограмма составляет 360", тогда каждый иэ них равен 90"}; 
nараллелограмм, в котором есть nрямой угоп (действительно, в nарапле­

лограмме сумма смежных углов составляет 180", а противоположные углы рав­

ны. Если один иэ его углов прямой, то и три остальные- nрямые}. 

Эти оnределения nрямоугольника эквивалентны. 

Следовательно, существуют разные определения одного н того же nонятия. 

ВСПОМНИТЕ ОСНОВНОЕ 

1. Что такое прямоугольник? 
2. Сформулируйте и докажите свойство диагоналей прямоугольника. 
3. Докажите, что если диагонали параплелограмма равны, то этот nараллеJЮ­

грамм- nрямоугольник. 

4. Как установить, что данный nараплелограмм является nрямоугольником? 
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II РЕШИП ЗАДАЧИ 
136'. ABCD- nрямоугольник (рис. 76). По данным на рисунке найдите: 

1) AD, DC; 2) BD; 3) АО, ОС, ВО, OD. 

137'. По данным на рисунке 77 найдите: 
1) диагонали прямоугольника; 2) сумму диагоналей прямоугольника. 

138~ ABCD- прямоугольник (рис. 78). Поданным на рисунке найдите углы 1, 2, 3. 

' ' ~ ' 

А 
Рис. 76 

А 
Рис. 17 

D А 

Рис. 78 

139'. Найдите периметр прямоугольника, если его стороны равны: 
1)2 сми3см; 2)0,4дми0,5дм; 3) 10мми12мм. 

140'. Назовите свойство nрямоугольника, которого нет у nараллелограмма, не 
являющеrося nрямоуrольником. 

141 ". Найдите диагонали nрямоуrольника, если их сумма равна: 
1) 12 см; 2) б см; 3) 18 мм. 

142". О- точка пересечения 'диагоналей прямоугольника ABCD. Докажите: 
1) треугольники AOD, ВОС, АОВ и DOC- равнобедренные; 

2) LIAOB ~ t>COD, t>BOC ~ t>DOA. 

143". На рисунках 79-81 изображены прямоугольники. Найдите углы 1, 2, 3. 

в с 

А 
Рис. 79 

D 
Рис. 80 Рис. 81 

144". Найдите градусную меру угла между диагоналями прямоугольника 
(рис. 82- 84). 

N р 

~ 
м к 

Рис. 82 Рис. 83 

F , R 

R1 
~ 
Е Q 

Рис. 84 



ЧПЫРtХУГОЛЬНИЮ1 --------~3~ 

145". В nараплелограмме ни один из углов не является острым. Докажите, что 
этот nараплелограмм - nрямоугольник. 

146 ". Диагональ nрямоугольника равна d и образует со стороной угол 30". Найдите 
меньшую сторону nрямоугольника, если: 1} d= 4 см; 2} d= 14 мм; 3} d= 0,44 дм. 

147". Меньшая сторона nрямоугольника равна а. Найдите диагонали nрямоуголь­
ника, если они nересекаются nод углом 60" и: 
1) а= 10см; 2) о= 0,25дм; 3) о = 7 мм. 

149". Найдите nериметр nрямоугольника, если: 
1) одна его сторона равна 4 см, а другая- в три раза больше; 

2) одна сторона равна 10 см, а другая -в два раза меньше; 
3) одна сторона равна 12 см, а другая- на 4 см больше . 

150". Докажите, что ес11и в пара1111е11оrрамме хотя бы ОАИН yro11 прямой, 
ТО ОН ЯBIIAeTCA ПрАМОуГОII~НИКОМ . 

151: Если в nараллеоограмме хотя бы один угол nрямой, то его диагонали равны. 
Докажите. 

152. Четырёхуrо.11ьнмк, в котором три yr.11a прямые, - прямоуrо11ьнмк . 
Докажите . 

153. Ес11и все уr11ы четырёхуrо.11ьнмка равны- это ПРJIМОуrо.llьник. Докажите. 

154. Ес11м в пара1111е11оrрамме сумма АВУХ протмвопо11ожных уr11ов рав­

на 180" - это прямоуrо11~нмк. Докажите. 

155. Докажите, что если в nараплелограмме углы, nрилежащие к одной сторо­
не, равны, то он является nрямоугольником. 

156. Диагонали nараплелограмма образуют равные углы с его стороной. Дока­

жите, что этот nараплелограмм является прямоугольником. 

157. Туnойугол между диагоналями прямоугольника равен 1 20" . Докажите, что 

его диагональ в два раза больше, чем меньшая сторона. 

158 . Докажите, чтоесли в nрf!моугольнике сторона равна nоловине диагонали, 
то угол между ними равен 60". 

159. Перnендикуляр, nроведённый из вершины угла nрямоугольника к диаго­

нали, делит этот угол в отношении 2 : 3. Найдите: 
1) углы, образованные диагоналями со сторонами прямоугольника; 
2) угол между перnендикуляром и второй диагональю. 

160. В четырёхугольнике диагонали делятся точкой их пересечения nополам, а 

один угол- nрямой. Докажите, что этот четырёхугольник- nрямоугольник. 
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161 . Периметр nрямоугольника равен 48 см. Найдите стороны nрямоугольника, если: 

1) две стороны относятся, как 2: З; 
2} расстояние между серединами двух nротивоnоложныхсторон равно 10 см; 

3) точка nересечения диагоналей удалена от стороны на 4 см. 

162. Периметр nрямоугольника равен Р. Найдите сумму расстояний от произ­

вольной внутренней точки nрямоугольника до его сторон, есл и : 

1)Р ~12см; 2)Р~8,6с""" в с 

163. Найдите периметр прямоугольника ABCD, если бис­
сектриса угла А делит сторону ВС на отрезки т и n 
длиной:1 ) m=Зсм, n=Scм; 2)m=О,2дм, п=Зсм. 

164. Биссектриса ВМпрямоугольника ABCD (рис. 85) де- А 
лит сторону АDпополам. Докаж~оо~те, что СМ- биссек­

триса угла С. 

М D 
Рис. 85 

165. Докажите, что если биссектриса прямоугольника делит пополам сто­
рону, которую она nересекает, то одна из сторон nрямоуго.nьника .в 

два раза 6o.nьwe другой его стороны . 

166. биссектрисаодного из углов nрямоугольника делит сторону, которую она 

nересекает, на равные отрезки. Найдите nериметр прямоугольника, если 

меньшая сторона равна: 1) 15 см; 2) 3,8 дм. 

167. По рисунку 86 составьте план построения nрямоугольника по стороне а и 
диагонали d. 

tJ Д.nя того чтобы nостроить nрямоуго.nьник, как и nарал.nе.nограмм , сна­
чала необходимо построить вспомогательный треугольник, а затем дом 

строить его до прямоугольнмка . Вспомогательными могут быть: 
либо прямоугольный треуго.nьник (рис. 86), 
либо равнобедренный треугольник (рис. 87). 

d 

в.k----t=c 

А D :~: 
Рис. 86 Рис. 87 

168. Постройте nрямоугольник no: 
1) днагонали dи углу а между диагональю и стороной; 

2) диагонали d н углу а между диагоналями. 

169~ Диагонали nрямоугольника ABCD пересекаются в точке О. Периметр тре­
угольника ABD больше периметра треугольника АОВ на 12 см, а периметр 
nрямоугольника равен 50,2 см. Найдите стороны nрямоугольннка. 
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170~ Докажите, что если'4Jtетырёхуrоnьнике диаrонаnи равны и в точке пере­

сечения деnятся пополам, то такой четырёхуrольник - прямоуrоnьник. 

!J Дnя утверждения, что четырёхугольник ЯВJ'Iяется прямоугольником, дока­
жите, что: nибо этот четырёхугольник является параnnелограммом, а параn­

леnоrрамм- прямоугольником,либотри угла четырёхугольника- прямые. 

171 ~ Четырёхугольник, в котором и nротивоnоложные стороны, и диагонали 
равны, является nрямоугольником. Докажите это. 

172~ Докажите, что если в четырёхугольнике диагонали равны и две противоnолож­
ные стороны равны и параллельны, то такой четырёхугольник- прямоугольник. 

173 ~ В nрямоугольнике ABCDco сторонами о и Ьnроведены биссектрисы углов А 
и D, nересекающие сторону ВС в точках М и N (рис. 88, 89}. Найдите длину 
отрезка MN. В 

В М N С 

А D 
Рис. 88 Рис. 89 

м r----w 

А к с 

Рис. 90 

174~ Докажите, что в прямоугольном треугольнике медиана, проведён ­
ная из вершины прямого угла, равна половине гипотенузы • 

.tJ Дnя того чтобы доказать равенство двух отрезков, покажите, что они: 
либо противопоnожные стороны прямоуrоnьника (или nараппепо­

грамма}, nибо диагонали nрямоугоnьника, nибо часть диагонали пря­

моугоnьника (или параnлеnограмма), на которые она деnится точкой 

пересечения с другой диагонаnью. 

175 ~ Через середину гиnотенузы nрямоугольного треугольника, равной б см, 
nроведены две прямые, параллельные его катетам. Найдите диагонали nо­

лученного nрямоугольника. 

176 ~ Докажите, что сумма расстояний от точки, лежащей на основании равно­
бедренного треугольника, до его боковых сторон, равна высоте, проведён­

ной из вершины основания. 

177*. В равнобедренный nрямоугольный треугольник вnисан nрямоугольник так, 
что угол у них - общий (рис. 90}. 
1} Докажите, что nериметр прямоугольника не зависит от положения его 
вершины на гиnотенузе. 

2} Найдите периметр nрямоугольника, если катет треугольника равен 5 см. 

178*. Постройте nрямоугольник по: 
1) диагонали dи сумме s двух не равных сторон; 
2) диагонали d и разности т двух сторон. 
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( ПРИМЕНИТЕ НА ПРАКТИКЕ) 
179. Чтобы измерить расстояние между недо­

стуnными nунктами А и 8 (рис. 91), nостро­
или nрямые углы ВАD и АВ С. Затем на сто­

ронах углов отложили равные отрезки AD 
и ВС. Тогда искомое расстояние АВ будет 

равно DC. Почему? 

180. Какими сnособами можно nроверить, что 
данный четырёхугольный nредмет имеет 

форму nрямоугольника? Объясните ответ. 

181 . Ученик изготовил из четырёх nопарно 
равных nланок рамку nрямоугольной фор­

мы. Чтобы убедиться в правильнести ю­

готовления рамки, он nроверил равенство 

её диагоналей. Достаточно ли этого? 

182. На рисунке 92 изображено nрисnособле­
н не для измерения диаметра брёвен. По­

чему отсчёт на горизонтальной линейке 

соответствует диаметру бревна? 

183. Прямая, nровешенная на местности, упн­

Рис. 92 

рается в здание (рнс. 93). Как продолжить .,..,...,r'UI"!'v 
эту прямую за зданием? 

Рис. 93 

§5 РОМ&. •КВАДРАТ 

Г nава 1 

в 

!J Могут ли в параплелограмме А с 
все стороны быть равными? Да, ~~t-=---1 

могут. На рисунке 94 в параллелограммеАВСD АВ- ВС -
- CD - AD. Это ещё один вид параплелограмма - ромб. 

Параллелограмм,в котором все стороны 

равны, называется ро.мбо.м. 

D 

Рис. 94 

.!.J Можно ли утверждать, что параплелограмм является ромбом, если 
две его смежные стороны равны? Да, можно. Равенство всех сторов та­

кого параллелограмма следует из свойства: nротивоnоложные стороны 

параплелограмма равны. 
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Так как ромб - это частный вид параллелограмма, то он имеет все 

свойства параллелограмма (назовите их) . Кроме того, ромб обладает осо-

быми свойствами. 
в 

1 

1 Теорема (свойства диа1·оналей ромба). 
Диагонали ромба взаимно перnендикулярны. 

Диагонали ромба делят его углы пополам . А С 

Д а н о: ABCD - ромб (рис. 95), 
0 - точка nересечения диагоналей АС и BD. 

Доказать : AC.lBD ; 
L ABD ~ L CBD ~LADB ~ LCDB; 
LВАС ~ L DAC ~LBCA ~ L DCA. 

D 

Рис. 95 

Д о к аз а тел ьс т во . Согласно оnределению ромба АВ = ВС, nоэтомутре­

угольник АВС- равнобедренный. Т а к как ромб АВСО- nараллелограмм, то 

АО = ОС. Отсюда ВО- медиана равнобедренного треугольника АВС, следо­

вател ьно, высота и биссектриса этого треугольни ка. Поэтому АС J. ВО и 
LABD ~ LCBD. 

Аналогично доказываем, что днагональ ВО делит пополам угол D, а днаго­
наль АС- углы А н Сромба АВСD. 

Свойства ромба nриведены в таблице 10 . 
Т а блица 1 О 

АВСD-ромб Свойство 

в napannenorpaммa 

! . АВ- DC, AD- ВС 
2.LA L C, L B L D 
3. АО- ОС, ВО- OD ·Ф, 4.LA+ L B-180", LA + L D-180" 

особое 

5. Ac.LBD 
D 6. LABD~ L CBD- LADB- L CDB, 

LВАС~ LDAC~ L BCA ~LDCA 

3 а д а ч а {nриз нак ромба). Докажите, что napanl'leno­
rpaмм, диагонали которого взаимно перпендику­

nярны, яв11яется ромбом . 

Реш е н и е. Пусть ABCD - данный nараллелограм м, в 

котором АС .l ВО{рнс. 96). Докажем, что АВСО- ромб. 

в с 

!Xl 
дАОВ = .6.AOD no двум с торонами и углу между ним и. А D 
У них с торона АО - общая, ОВ = OD по с войст в у Рис. 96 
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1 

диагоналей параллелоrрамма, L AOB = L AOD = go· по условию. Из ра ­

венства треугольников следует: АВ= AD. Тогда АВ= CD и AD = BCno 
свойству противоположных сторон nараллелоrрамма. Итак, все сторо­

ны nараплелограмма равны , nоэтому он является ромбом . 

.!!..J Для того чтобы установить, что данный параплелограмм- ромб, до­
кажите, что в нем: 

либо все стороны равны (определение ромба), 

либо диагонали взаимно перпепдикулярны (nризн8.1() . 

Прямоугольник , в котором все стороны 

равны, называется квадратом. 

На рисунке 97 вы видите квадрат АВСD . 

Существуют и другие определения квадрата: 

ромб, в котором все углы прямые, называется квад- А 
ратом; nрямоугольник, в котором все стороны рав-

ны, называется квадратом; nараллелограмм, в кото-

Рис. 97 

ром все стороны равны и все углы прямые, называется квадратом. Сле­

довательно, квадрат имеет все свойства nараллелограмма, nрямоуголь­

ника и ромба. Перечислим свойства квадрата . 

1) Противоnоложные стороны и противоnоложные углы квадрата 
равны. Диагонали квадрата в точке nересечения: делятся nополам (свой­

ства nараллелограмма) . 

2) Диагонали квадрата равны (свойство nря:моугольника). 
3) Диагонали квадрата взаимно перпендикуля:рны и делят его углы 

пополам (свойства ромба) . 

Квадрат является: частным видом и ромба. и прямоугольника. и па ­

раллелограмма. Ромб и прямоугольник - это частные виды паралле­

лограмма. Соотношение между видами параллелограммов показава на 

рисунке98. 

Рис. 98 
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УЗНАЙП 60ЛЬШЕ 

1. Рассмотрите таблицу классификации nараллелограммов no соседним углам 
и смежным сторонам . Предложите собственную классификацню изученных ви-

дов nараллелоrрамма. 

Та б лица 11 

По сторонам 

По углам Смежнwе стороны Смежные сторон ... 
равны неравны 

Углыnрямые в l ПрЯМОуrОЛЫ<ИК l 
Yrлw неnрямые <3> /параллелограм( 

2. Кроме nараллелограммов есть ещё один вид четырёхуголь­

ннков - дельтоид. Эту фигуру получим , если два равнобед­

ренных треугольника АВС и ADC с равными основаниями АС А 

nрипожить друг к другу так, как nоказано на рисунке 99. 
Свойства дельтонда следуют из свойств равнобедренного треу­

гольника. Наnример, диагонали взаимно nерnенднкулярны, одна 

из них делит углы nоnолам и другую диагональ - nоnолам. Сфор­

мулируйте, nользуясь рисунком, другие свойства дельтоида. 

Если равнобедренные треугольники, из которых образован 

дельтонд, равны, то такой дельтонд является ромбом. 

Если равнобедренные треугольники к тому же nрямоугольные, 

то дельтоид является квадратом. 

в 

D 

Рис. 99 

с 

3. Слово с: ромб• происходит от греческого rhombos- юла, вращение. Слово 

сквадрат• происходит от латинского quodrotum - четырёхугольннк. Квадрат 

был nервым четырёхугольником, который рассматрнвался в геометрии. 

ВСПОМНИЛ ОСНОВНОЕ 

1. Чтотакое ромб? 
2. Сформулируйте и докажите свойства днагоналей ромба. 
3. Докажите, что nараллелограмм, диагонали которого взаимно nерпендику­

лярны, является ромбом . 
4. Что такое квадрат? 
5. Назовите свойства квадрата. 
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ljl! РЕШИТЕ ЗАдАЧИ 
184'. Правильно ли указаны на рисунке 100 длины сторон н градусные меры 

углов ромба? Объясните ответ. 

185'. ABCD- ромб (рис. 101). По данным на рисунке найдите: 
1) ВС, AD, DC; 2) АС, BD. 

186'. ABCD- ромб (рис. 102). По данным на рисунке найдите углы 1, 2, 3. 

А 

с 
Рис. 100 Рис. 101 

187 '. Перечислите свойства ромба, которых не имеет nа­
раллелограмм, не являющийся ромбом. 

188'. По данным на рисунке 103 найдите: 

1) стороны квадрата; 2) диагонали квадрата; 
3) углы 1, 2, 3, 4. 

189". Найдите сторону ромба, если его периметр равен: 
1) 12 см; 2) 2,4 дм; 3) 280 мм. 

190·. Докажите, что дмаrонuи ромба разде11яют его 

на чет8ао!ре равных прямоуго11ьных треугольника. 

19С Докажите, что дмаrонць ромба разде11яет его 

на два равных треуrо11ьнмка. 

192·. ABCD- ромб (рнс. 104). По данным на рисунке най­
дите углы 1, 2, 3, 4, 5. 

А D 

Рис. 102 

в 5см 

3 
4 

о 

R 
2 

' 
1 

А 

Рис. 103 

193". Угол ромба равен а. Найдите углы, об~аэованные А.к::.--=-: 
диагоналями ромба с его сторонами, если: 

1) "= 36' ; 2) "=54' ; 3) "= 60' . 
Рис. 104 

с 

с 

D 

194". Найдите углы ромба, если одна из его диагоналей равна стороне. 
195·. Найдите углы ромба, если его высота образует со стороной угол: 

1) 30' ; 2) 15' ; 3) 65 ' . 

196". По данным на рисунках 105- 107 найдите углы ромба. 

с 

197". Угол ромба равен 60", а меньшая диагональ- d. Найдите nериметр ромба, 
1) d= 10 см; 2) d= 3,2 дм; 3) d= 45 мм. 

198". Найдите nериметр квадрата, если точка nересечения его диагоналей уда· 
ленаотсторонынап,где: 1)п=8см; 2)п=О,Здм; З)Р=21 мм. 

199". Днагональ квадрата равна d. Его сторона является диагональю другого 

!,. 
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в с 

А D 
А D 

Рис. 105 Рис. 106 

квадрата. Найдите сторону другого квадрата, если: 

1) d~ б см; 2) d~ 29 мм; 3) d~ 1,5 дм. 

в с 

А D 
Рис. 108 

200". Докажите, что четырёхугольник ABCD на р~о~сунке 108- квадрат. 

~·- Начертите в тетради таблицу 12. В таблице nоставьте знак •+•, если гео­
метрическая фигура имеет указанное свойство. 

202. Ромб, в котором один yron nрямой,- квадрат. Докажите это. 

203. Докажите, что четырёхуrопьнмк, все стороны которого равны, яв­

nяется ромбом . 

204. Пара1111е11оrрамм , дмаrона"'м которого де11ят уr.11ы попо11ам, - ромб. 
Докажите это. 

205. Найдите углы ромба, если его nериметр равен 36 см, а высота- 4,5 см. 

206. Докажите, что высоты ромба равны. 

Таблица 12 

Свойство 
Фигура 

Параппеnограмм Прямоуrоn .. нмк Ромб Кu.драт 

1 Противоnоложные старо-
ны nona_p_!lo ~араллельны 

2 Противоnоложные старо-
ны равны, nротивоnолож· 

ные углы равны 

3 Все стороны равны 

4 Все углы nрямые 

5 Диагонали делятся 
точкой их nересечения 

nоnолам 

6 Диагонали равны 

7 Диагонали взаимно 
nерnендИ9!1_~рны 

8 Диагонали делят 
глы nоnолам 
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207. Выс~та ромба, nроведённая из вершины туnого угла, 
делит сторону nоnолам. Найдите: 

1) углы ромба; 

2) nериметр ромба, если меньшая его диагональ рае~ 

на 20 см. 
208. Найдите углы ромба, если угол между его высотой и 

диагональю, проведёнными из одной вершины , равен: 

1) 35 ' ; 2) 20' ; 3) 40' . 

209. Сторона ромба ABCD равна 4 см, L D= 120° (рис. 109). 
1) Найдите длины отрезков АМ, MD, ВМ. 
2) Докажите , что !J.MBN - равносторонний . 

с 

А 

Рис. 109 

210. Найдите углы ромба, если его сторона образует с диагоналями углы, отно~ 

сящиеся , как: 1) 2: 3; 2) 2 : 7; 3) 1 : 2. 

211 . Высота ромба в 8 раз меньше его nериметра. Найдите углы ромба. 

21 2 . . В равносторонний треугольник вписан ромб, имеющий с ним общий угол 

(рнс. 1 10). 
1) Найдите периметр ромба, если nериметр треугольника равен 24 см. 

2) Докажите, что сторона ромба равна половине стороны треугольника. 
3) Найдите длины отрезков, на которые вершины ромба делят стороны тре~ 
угольника. 

213. Постройте ромб по: 
1) диагоналям d

1 
и d

2
; 2) стороне о и диагонали d; 3} стороне о и углу а. 

214. AN- биссектриса прямого угла А треугольника АВС(рнс. 111); NМи NJS. ­
перпендикуляры к катетам. Докажите, что AMNK- квадрат. 

215. В равнобедренный прямоугольный треугольник вписан квадрат, имеющий 
с ним общий угол. Найдите периметр квадрата, если катет треугольника 

равен: 1}8см; 2)29мм; 3)0,41дм. 

216. Докажите, что ромб, диагонали которого равны,- квадрат. 

217. На диагонали BD квадрата ABCD отложены равные отрезки ВМ = DN 
(рис. 112). Докажите, что AMCN- ромб. 

218. Справедливы ли утверждения, что четырёхугольник, в котором: 
1) диагонали взаимно перпендикулярны и равны,- квадрат; 

2) все стороны равны и один угол прямой,- квадрат; 

3} диагонали взаимно перпендикулярны и точкой их пересечения делятся 
пополам, - квадрат? 

219. Постройте квадрат по: 1) стороне о; 2) диагонали d. 

220~ Докажите, что диагональ ромба делит пополам угол между высотами, про~ 
ведёнными нз одной вершины. 

221 ~ Высоты, проведённые из вершины ромба, образуют угол 30". Найдите углы 

ромба. 
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в 
в 

&·~ 
А К С А К 

Рис. 110 Рис. 111 

в 

D 

Рис. 112 

в с 

~ 
А D 

Рис. 113 

222*. Вершины противоположных углов ромба соединены с серединами его сто­
рон так, как показано на рисунке 11 3. Докажите, что данный четырёхугол ь­

ник MNKL - параллелограмм. 

223~ Из точки пересечения диагоналей ромба проведены 
перпенднкуляры к его сторонам. Докажите, что осно­

вания этих nерnенднкуляров являются вершинами 

nрямоугольника. 

224~ Докажите, что четырёхугольннк, вершины которого 
являются серединамисторон прямоугольннка,- ромб. 

а 
А Р D 

Рис. 114 

225~ От двух nротивоnоложных вершин ромба на его сторонах отложены рав­
ные отрезки (рис. 114). Докажите, что концы этих отрезков являются вер­

шинами nрямоугольника. 

226*. Четырёхуго11ьник, диагона11и которого равны и ABJIIAIOтcя биссект­
рисами его уг11ов,- квадрат. Докажите это. 

227*. Сумма nериметров четырёх треугольников, на которые квадрат разделяет­
ся диагоналями, больше периметра квадрата на 20 см. Найдите диагональ 
квадрата. 

228*. Докажите, что биссектрисы уг11ов прямоуго11ьнмка, пересекаясь, 
образуют квадрат. 

229*. Постройте квадрат по : 
1) сумме s диагонали н стороны; 2) разности т днагонали и стороны. 

( ПРИМЕНИТЕ НА ПРАКТИКЕ ) 
230. Швея выкроила из ткани четырёхугольник, который должен быть ромбом . 

Как nроверить правильность изготовления выкройки, не пользуясь инстру­

ментами? 

231 . Столяр, чтобы nроверить, имеет ли столешница форму квадрата, измермл 

её стороны и увидел, что они равны. Правильна ли така.я nроверка? Доста­

точно ли измерить днагонали столешницы и убедиться, что они равны? 

232. Земельный участок, имеющий форму квадрата, был огорожен забором_ 
Со временем от забора остались два столбика в nротивоположных верши­

нах квадрата. Как восстановить границы участка? 
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233. От nрямоугольной детали вам необходимо отрезать кусок nод углом 45" к 
краю. Как вы это сделаете? 

234. Ученик решил проверить, 11меет л1о1 салфетка форму квадрата. Он сrюжил её по 
днагонали и убедился, что края обеих половинок салфетки совмесn1лись. Но 

ему nодсказал и, что такой проверки недостаточно. Нужно сложить салфетку по 

каждой диагонали. Если в обоихслучаях края салфетки совместятся, то она име· 

ет форму квадрата. Были ли правильными действия ученика или подсказка? 

235~ Используя схемы раздвижных кронштейна (рис . 115) и решётки (рис. 1 1 б), 
объясните, почему точки А, 8, С, D . . всегда лежат на одной прямой. 

Рис. 115 Рис. 116 

§6 ПОРЕМА ФАЛЕСА. 

• CPEДIUUI ЛИНИЯ 
ТРЕУГОЛЬНИКА с 

t;g Начертите угол АВС &' 
(рис. 117). Произвольвым раствором циркуля от-

82 
лежите на стороне АВ угла равные отрезки А1А2 и 
Ar1-a· Проведите с помощью чертежного угольника g

1 
и линейки через точкиА 1 , А2 , А, nараллельны е nря- 8 А 
мые, которые nересекут сторону ВС этого угла в А1 А2 Аз 
точках В 1 , В2 , В3 • При помощи циркуля сравните Рис. 117 
длины отрезков BIB2 и в2в3 . Сделайте вывод . 

Теорема Фалеса. Если параллел:ьные пря­

мые, nересекающие стороны угла, отсека­

ют на одной его стороне равные отрезки, то 

они отсекают раввые отрезки и на другой 

его стороне. 

Дано : LАВС(рнс.118), 

А1А2 =А2А3 , A18 1 IIA28 2 II A383• 

в 
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, Д о к азат~ п ьс т в о . Проведём через точки А 1 и А2 nрямые А 1 Е и A 2
F, nа­

раллельные ВС. ~А1А2Е= ~A2A3F no стороне н nрилежащим к ней углам. У 
них А ,А2 = А2А3 nоуслови10, L A

1
A

2
E= LA2A3 Fи L A

2
A

1
E= LА3А2Fкаксоот­

ветственные углы nри nараллельных nрямых. Из равенства этих тре­

угольников следует, что А, Е= A
2
F. Но А , Е= 8 182 и 

A
2
F= 8

2
8

3 
как nротивоnоложные стороны nараллело­

граммов А 18182Е и A2
8

2
8

3
F. Поэтому 8

1
8

2 
= 8

2
8

3
• 

1J Справедлива ли теорема Фалеса, если вместо сто­
рон угла взлть две произвольные прямые? Да, спра­

ведлива . Параллельные прямые, пересекающие две 

Заданные прямые и отсекающие на одной прямой 
равные отрезки, отсекают равные отрезки и на дру­

гой прямой (рис. 119). Рис. 119 

f0l 3 а д а ч а . Разделите данный отрезок АВ на nять равных частей . 

~ 

Р ~ w ~н н е . Проведём иэ точки А луч АС, не 

лежащий на nрямой АВ {рис. 120). 

Отложим на луче АС nять равных отрезков: М,, 

А,А,. АА. А,А,, А,А,. 

Проведём nря':'ую А5 В. 
Через точки А1 , А· А· А4 nроведём nрямые, nа­
раллельные nрямой А58. По теореме Фалеса, эти 
nрямые делятотрезок АВ на nять равных частей. 

Средкей л.икией mреуzол.ькика 

называется отрезок, соединяющий 

середины двух его сторон. 

На рисунке 121 отрезок М N - средняя линия 

МВС, так как точки М и N - середины сторон 

АВиВС. 

Теорема 

(свойства средней mшии треугольника). 1 
Средняя линия треугольника nараллельна 

третьей его стороне и равна её nоловине. 

' Дан о : .:\ABC(pнc.122),AD=BD,CE=BE. 

Доказат• : 
1 

1) DEII АС; 2) DE= 2 АС. 

в 

А 
Рис. 121 

в 

А 

Рис. 122 

с 

с 
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До к аза т е л а. с т а о . 1) Пусть DE- средняя линия 6АВС. Проведём через 

точку D прямую, параллельную АС. Согласно теореме Фалеса, она пересе· 

, кает отрезок ВС в его середине Е, то есть содержит среднюю линию DE. 
Следовательно DE 11 АС. 
2) Проведём прямую EFII АВ. По теореме Фалеса, прямая EF делит отрезок 

1 
1 АС пополам: AF= FC =2 АС. По построению, четырёхуг~льник ADEF- па· 

раллелограмм, nоэтому DE= AF. Следовательно, DE= ~ 

3 а д а ч а . Докажите, что середины сторон четырёх- 8 
угольника являются вершинами nараллелограмма. М~РС 
Ре w е н и е . Пусть АВС- данный четырёхугольник 

и М, N, Р, К- середины его сторон (рис. 123). 
Докажем, что MNPK - nараллелограмм. 

Проведём диагональ АС. MN- средняя линия 6АВС. 

1 
Поэтому MNII АСи MN= 2 АС. КР-средняя 1линия А 

треугольника ADC. Позтому КР 11 АСи КР= 2 АС. 

Получаем: MNII АСи КР IIAC, отсюда MNII КР; 
1 1 

MN= 2 АСи КР= 2 АС, отсюда MN= КР. 

К D 
Рис. 123 

Противоnоложные стороны МNи КРчетырёхугольника МNРКравны и па-

раллельны, следовательно, это параллелограмм . 

.tJ Если по условию задачи даны середины некоторых отрезков, то мож­
но использовать свойства средней линии треугольника. 

lj УЗНАЙП 60ЛЬШ Е) 
Древнегреческого учёного Фале'са из Милета (625- 548 гг. до н . э.) считаютодним 

из семи мудрецов мира. Гений Фалеса наwёл воплощение в раэных сферах деятель­

нос ти. Он занимался инженерным делом, был госу­
дарственным деятелем, математиком, астрономом. Особой 

заслугой Фалеса является то , что он ввёл в математику идею 

доказательства. Учёный доказал, что углы nри основании рав­

нобедренного треугольника равны, что днаметрделит окруж· 

ность на две равные части , что прямой угол можно вписать в 

nолуокружность и т. д. Историки nолагают, что именно 

Фалесначал исnользовать основные геометрические инстру­

менты- циркуль и линейку. Учёный измерял высоту егиnет­

ских nирамид по длине их теней, вnервые предсказал солнеч-

ное затемнение, наблюдавwееся в 585 г. до н. э. Фалес Милетский 
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ВСПОМНИЛ ОСНОВНОЕ 

1. Сформулируйте и докажите теорему Фалеса. 
2. Как разделить данный отрезок на n равных частей? 
3. Что такое средняя линия треугольника? 
4. Сформулируйте и докажите теорему о свойствах средней линии треугольника. 

liJ РЕШИЛ ЗАдАЧИ 
236'. Правильно лн указаны на рнсунке 124 длины отрезков? Объясните ответ. 

237 '. По данным на рисунках 125, 126 найдитех (а 11 Ь). 

') j, и;-

4 
- 1\..v~ 

~ 

А А а Ь 

Рис. 124 Рис. 125 
238'. Правильно ли указаны на рисунке 127 длины отрезков? Объясните ответ. 

239'. По данным на рисунках 128 и 129 найдите х. 

6& 
А 5см С А 8 см С 

в 

М бсм N 

Рис. 127 Рис. 128 

240 '. DE и EF- средние линии МВС, соответственно nараллельные сторонам 

8Си АВ. Найдите: 

1) отрезок FC, если DE= 4 см; 2) отрезок 8D, если EF= 7 см. 

241 : На рисунке 130 АА 1 = А 1А2 = А2А3 i А1 81 11 A2B2 II А383 • Найдите: 
1) АВ1 , если 8

2
8

3 
= б см; 2) А83 , если 8

1
8

2 
= 5 см; 3) 8

2
8

3
, если АВ3 = 12 см. 

в 

вh, 
в~ 
А А1 А 2 С 

Рис. 130 Рис. 131 Рис. 132 
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242: Разделите данный отрезок на следующее количество равных частей: 
1) 3; 2) 4; 3) б. 

243: ВМВС{рис. 131);А8= 12см, ВС= 18см.СторонаАСразделенанатриравные 
части, через точки деления nроведены nрямые, nараллельные АВ и ВС. 

Найдите: 

1) длины отрезков, полученных на сторонах АВ и ВС; 
2) длины отрезков nараллельных nрямых, заклюfённых между сторонами 
треугольника. 1 

244: По данным на рисунке 132 докажите, что А81 = 8 182 = 8 28 3• 

245: Найдите средние линии треугольника, если его стороны равны: 
1) 8 см, 5 см, 7 см; 2) 30 мм, 40 мм, 50 мм; 3) 9 см, 10 см, 14 см. 

246: Стороны треугольника равны а, Ь и с. Найдите стороны другого треуголь­

ника, вершины которого являются серединами сторон данного тре­

угольника, есл1о1: 

1) о= 8 см, Ь= 10 см, с= 12 см; 2) а= 0,5 дм, Ь= 12 см, с= 1,3 дм . 

247". Докажите, что в равностороннем треуго11ьнике все средние nинии 
равны. д в равнобедренном? 

248". Найдите средние линии равностороннего треугольника, есл111 его периметр 
равен: 1) 12см; 2)24дм; 3)48мм. 

249". Найдите периметр равностороннего треугольника, если его средняя линия 
равна: 1) 4 см; 2) 0,8 дм; 3) 100 мм. 

250". Найдите периметр треугольника, если его средние линии равны: 
1) 3 см, 5 см, б см; 2) 7 см, 9 см, 12 см; 3) 8 см, 10 см, 12 см. 

251 ". Составьте формулу и вычислите периметр треугольника АВС, если пери­

метр другого треугольника, образованного средними линиями .6.АВС, ра-

вен: 1) 18см; 2)2,4дм; 3)300мм. 

252". Найдите диагонали параллелограмма, если два отрезка, соединяющих се­
редины его смежных сторон, равны: 

1) 5 см и 11 см; 2) 0,6 дм и 0,9 дм; 3) 100 мм и 14 см. 

253". Определите вид треугольника, если равны: 8
1 

8
2 

Вз, 8
4 

1) его средние линии; 2) две его средние линии . Aw 
254. Разделите данный отрезок на две части так, чтобы А 1 

они относились, как: 1) 2: 3; 2) 3: 4; 3) 2; 5. А 2 
255. На рисунке 133АА1 =А 1А2 =АЛ =А3А4 и Аз А 

A 1 B1 IIA2B2 IIA3 В, IIA48 4• Найднте: ' 
1) АВз, если разность длин отрезков АВ4 и В2Вз равна 9 см; Рис. 133 
2) 8 184, если разность длин отрезков АВ4 и В1 Вз равна 8 см; 
3) АВ4, если разность длин отрезков 8 18 4 и 8 18 2 равна 10 см. 

256. Точки М и N- середины сторон AD и ВС параплелограмма ABCD. Дока­
жите, что nрямые AN и СМ делят диагональ BD на три равные части. 
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257. Средняя линия равнобедренного треугольника, nараллельная основанию, 
равна т. а его nериметр- Р. Найдите стороны треугольника, если: 

1} т= 5 см, Р= 40 см; 2) т= 2,5 см, Р= 2,5 дм . 

258. Точки А и В лежат no обе стороны от nрямой а на 
расстоянии 8 см и 4 см (рис. 134). Найдите рассто~ 
яние от середины О отрезка АВ до nрямой о. 

259. Стороны треугольника относятся, как 3: 4: 5, ne~ 
риметр равен Р. Найдите стороны треугольника, 

образованного средними линиями данного тре-
угольника, если: 1) Р= 60 см; 2) Р= 4,8 дм. 

Рис. 134 

260. Стороны треугольника относятся, как 7 : 8 : 9. Периметр треугольника с 
вершинами в серединах сторон данного равен Р. Найдите стороны данного 

треугольника, если: 1) Р= 48 см; 2) Р= 2,4 дм. 

261 . Докажите, что nериметр данного треугольника в два раза больше, 
чем nериметр треугольника, образованного средними линиями дан-
ного треугольника. 

262. Диагонали четырёхугольника равны тиn. Найдите nериметр четырёхуголь­
ника с вершинами в серединах сторон данного четырёхугольника, если: 

1)т=4см,п=бсм; 2)т=24см, п=25см. 

263. Сумма диагоналей четырёхугольника равна s. Найдите nериметр четырёх­

угольника с вершинами в серединах сторон данного четырёхугольника, 

если: 1)s =/ 25см; 2)s=3,5дм. 
264. Диагональ к~рата равна d. Найдите nериметр четырёхугольника с вершинами 

в серединах сторон квадрата, если: 1) d= 8 см; 2) d = 1,3дм. 

265. Докажите: 1) середины сторон nрямоугольника-вершины ромба; 
2) середины сторон ромба- вершины nрямоугольника; 

3) середины сторон квадрата- вершины квадрата. 

266. Постройте треугольник по заданным серединам его сторон. С 

267. Внутри углаАВСдана точка М. Проведите через точку А 
М nрямую так, чтобы отрезок, отсекаемый от неё сто- К 
ранами угла, делился в точке М nоnолам. N м 
Построение (рис. 135). - ----- -· 

Провод11м MNII АВ; откладываем на стороне 8Сугла в А 
отрезок NK = BN; nроводимчерезточк11 К11 Миска- р 

мую nрямую. Докажите, что такое nостроение верно . Рис. 135 

268•. ТочкаК-середина медианы АМтреугольника АВС. 
Прямая дК пересекает сторону АСе точке D. Докажите, что АС= 3AD. 

269". Докажите, что точка nересечения медиан треугольника депит каж­
дую медиану в отношении 2 : 1, считая от вершины треугоnьника. 
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270~ Прямые, проведённые через вершины А, В н Стре- с, В А , 

угольника А8Сnараллельно nротивоnоложным сто- ~ 
ронам, образуюттреугольник А1В1 С1 (рис. 136). 
1) Докажите, что стороны треугольника А181 С1 де- · А С 
лятся точками А, 8 и С nоnолам. 

2) Найдите стороны треугольника А181 С1 , если 8 1 

АВ=бсм,ВС=12 см, АС=15см . Рис. /36 
3) Найдите nернметр треугольника АВС, если nерн-
метр треугольника А,В, С, равен 48 см. В 

211 : докажнте, что три •ысоты треуrо11~ннка пере-
секаются а ОАНОЙ точке. 

212: Докажите, что среАнме 11мнмм треуrо11 .. нмка 
paJAeJiяtoт его на чет ... ре раан ... х треуrо11 .. нмка. 

273~ Каждая сторона треугольника АВС разделена на 
А 

три равные части, а точки деления соедннены от- Рис. 131 
резками (рис. 137}. 

с 

1) Найдите сумму длин всех отрезков, соединяющих точки деления, если 
nериметр треугольника АВСравен Зб с~\ 
2) Решите задачу nри условии, что к~ сторона треугольника разделена 

на четыре равные части. 

274~ Докажите, что вершины треугольника лежат на одинаковом расстоянии от 
nрямой, nересекающей середины двух его сторон. 

275 ~ Через точку М внутри углаАВСnроведите nрямую так, чтобы отрезок, отсе­
каемый от неё сторонами угла, делился в точке Мв отношении 1 : 2. 

(ПРИМЕНИТЕ НА ПРАКТИКЕ ) 
276. Нужно разделнть nрямоугольную noJIOCy (до­

ску, кусок жести, картона) на мть nопосокодина­

ковой ширины. Для этого линейку разместили 

так, как nоказано на рисунке 138, и обозначили 
точки, соответствующие делениям одинаковой 

длины. Через эти точки nровели nрямые, nа­

раллельные краю полосы. Почему прямые раз­

делили noJIOCy на nять равных частей? 

277. У вас есть лист из тетради с nараллельными го­
ризонтальными линиями и циркуль. Нужно раз­

делить данный отрезок АВ на равные части, на­

nример на восемь (рис. 139}. Пользуясь рисун­
ком, объясннте, как это можно сделать. Почему 

1 
АС- 8 АВ 1 д как разделить, наnример, каран-

даш на nять равных частей nри nомощи этого же 

тетрадного листа? 

А 

---в 

-с-___ 
А 

в 

Рис. 139 
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с 

.А 
Рис. 140 Рис. 141 Рис. 142 

278. На рисунке 140 nоказано, как измеряли на местности расстояние между 
nунктами А и В, разделёнными nреnятствием. Обозначили nроизвольную 

точку Си nровесили nрямые СА и СВ. Нашли точки Ми N- середины отрез­

ков АСи ВС, измерили расстояние междуточками Ми N. Объясните, nочему 
искомое расстояние АВ= 2MN. 

279. Предnоложим, что nровесить nрямую между точками М и N, как в задаче 
278, невозможно (рис. 141). Объясните, nользуясь рисунком, как измерить 
расстояние АВ в этом случае. Почему искомое расстояние АВ= 4M1N1? 

280. На рисунке 142 nоказано, как измерить расстояние между nунктами А и В, 
если к nункту А нельзя nодоНти. 01ъясните измерения. Обязательно ли угол 
В должен быть nрямым? 

281". Три населённых nункта А, В и О расnоложены на равнине и не лежат на 
одноН nрямой . Нужно nропожить дороrу так, чтобы она nрошла на одина­

ковом расстоянии от этих nунктов. Как это сделать? Покажите на рисунке. 

Сколько таких дорог можно nропожить? 

§ 7 е ТРАПЕЦИЯ 
цg Вы уже знаете, чточетырёх­
угольник с попарно параллель-

в с 

Рис. 143 

выми противоположными сторонами - параллелограмм. 

D 

На рисунке 143 изображёв четырёхуголъникАВСD, две стороны: AD 
и ВС которого параллелъны, а две другие - АВ и CD - непараллельны. 

Такой четырёхугольник - трапеция. Дайтеопределение траnеции и срав­

ните его с приведёвным в учебнике. 

Трапецией называется четырёхугольник, в которо~ 
две стороны nараллельны, а две другие - непараллельны. 
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Рис. 144 

N К 

о 
м Равнобокая р 

MN = КР 
Рис. 145 

Г11ааа 1 1 

А Прямоугольная D 
LA = 90' 

Рис. 146 
Параллельные стороны трапеции называются её основаниями, а не­

параллельные - боковыми сторонами. На рисунке 144 AD и ВС - осно­

вания трапеции, АВ и CD - боковые стороны. 

1J Могут ли основания трапеции быть равными? Не могут, поскольку 
тогда получим параллелограмм. 

Высотой трапеции называется перпендикуляр, проведённый из лю­

бой точки одного основания к другому основанию либо его продолжению 

(рис. 144). 
Трапеция, в которой боковые стороны равны, называется равнобед­

рещtой. На рисунке 145 трапеция MNKP - равнобедренная, поскольку 

MN - KP. 
Трапецию, один из углов которой прямой, называют прям.оуzольной. 

ТрапецияАВСD (рис . 146) - прямоуголъная, поскольку LA = 90". 

Средней лиttией трапеции - азывается 

l
отрезок, соединяющий середины её 

боковых сторон . 

На рисунке 147 отрезок EF - средняя линия 

трапеции АВСD, так ка.к точки Е и F - середины 

боковых сторон АВ и CD. 

Теорема (свойства средней линии трапец11И). 

Средняя линия траnеции параллельна 

основаниям и равна их nолусумме. 

Д а н о : ABCD - траnеция с основаниями AD и 
ВС(рис. 148), EF- средняя линия. 

в с 

в с 

~ Дока з ать: 1)EFIIAD,EFIIBC, 

2) EF = AD + BC 
2 

А D Q 
Рис. 148 

Доказат ельство . Поскольку EF- средняя линия траnеции ABCD, то 
АЕ = ВЕ. DF = CF. Через точки В и F проведём прямую, nересекающую nродол­
жение основания AD в точке О. fJ.BCF = fJ.QDF по стороне и прилежащим к ней 
углам . У них CF= FD по условию, LBFC = LOFD как вертикальные, 
LBCF= LODFкaк внутренние накрест лежащие углы nри параллельных nря-
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мых ВСи АQи секущей CD. Из равенства треугольников следует: BF= FQ, то 
есть средняя линия ЕFтраnеции является средней линией треугольника ABQ. 

1) По свойству средней линии треугольника EF [[ AQ, nоэтому EF [[ AD. 
Поскольку ADII ВС, то EFII ВС. 
2) EF ='2_AQ = AD + DO, но DQ= ВС(из равенства треугольников ВСFи 
QDF). 2 2 

Тогда nолучимЕF = AD + BC . 
2 

ф 3 а д а ч а (свойство равнобедренной траnеции}. 
В равнобедренной трапеции уг.nы при основании В С 
равны . Докажите это. · 

Реш е н не. ПустьвтралецниАВСD(рис. 149)А8= СО. 

Докажем, что углы nри основании AD равны. 

Проведём СЕ 11 АВ. Полученный четырёхугольник А 
АВСЕ- параллелограмм, так как его противоnолож-

ные стороны поnарно nараллельны. По свойству па- В 

ралле.nограмма, АВ= СЕ, а по услов1о1ю- АВ= СО. 

Следовательно, СЕ= СО 1о1 !!J.COE- равнобедренный. 

Поэтому L СОЕ= L СЕО. Но L СЕО = LВАО как соот­
ветственные углы np1o1 параллельных nрямых СЕ1о1 АВ А 

1о1 секущей АЕ: Отсюда LCDE = LВАЕ. Рис . 

D 

С Е ----, 

.!!J Если в условии задачи дана трапеция, то полезно такое дополнитель­
ное построение: проведите через вершиву тР'ацzции прямую, парал­
дельную боковой стороне (рис. 149 или 150), и используйте свойства 
полученных параплелограмма и треугольника. 

Решите предыдущую задачу. используя рисунок 150. 
Посмотрите на рисунок 151, где изображены изученные вами 

Рис. 151 
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четырёхугольники. Вы видите, что среди четырёхугольников мож­

но выделить параплелограммы (противоположные стороны попар­

во параллелъны) и трапеции (только две противоположные стороны 

параллельвы). Среди трапеций, в свою очередь, - равнобедренвые и 

nрямоугольвые . Если в параплелограмме все стороны равны либо 

все углы прямые, то получим ромбы или прямоугольвики . Нако­

нец, квадрат - это частвый вид либо ромба (все углы прямые), либо 

nрямоугольника (все стороны равны) , либо параплелограмма (все 

углы прямые и все стороны равны). 

lj У3НАЙП БОЛЬШЕ ) 

1. Рассмотрите таблицу 13 класснфнкациитралеций no боковым сторонам и углам. 

Табли ц а 13 

По yrnaм 
Равнобедренные 

Пp•мoyron~tнwe 

Непрнмоуrол~tные 

По боковым сторонам трапецин делятся на равнобедренные и не равнобедрен­

ные, а по углам- на nрямоугольные и неnрямоуголрные. Равнобедренные тра­

nе цнн бывают одного вида- непрям~угольные; неравнобедренные - как пря-
моугольные, так и неnрямоугольные. 

2. Слово •траnеция• nроисходит от греческого слова tropezion, что означает­
столик, траnеза. Этот термин как название вида четырёхугольника nрименяется 

с XVIII века. 
О том, что средняя лнния траnеции равна nолусумме её оснований, было извест­

но ещё древ н н м егнптянам и вавилонским землемерам. 

8СПОМНИП ОСНОВНОЕ 

1. Чтотакое траnеция? 
2. Какие стороны трапеции называются основаннямн? Боковыми сторонами? 
3. Какая траnеция называется равнобедренной? Прямоугольной? 
4. Что такое средняя лнния траnецни? 
5. Сформулируйте и докажите свойства средней линии траnеции. 
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[!! PEWИU ЗАдАЧИ 
282'. На рисунке 152 изображена трапеция ABCD, в 

которой Ай[[ ВС. Назо вите: 
1) основания трапеции; 
2} боковые стороны трапеции; 
3) углы, nрилежащие к оснозанию; 
4) углы, nрилежащие к бокозой стороне. 

55 1 

в с 

А D 
Рис. 152 

283'. Начертите острый угол с зерwнной О. Прозедите дзе nараллельные nря­

мые, nересекающие стороны угла. Обозначьте точки nересечения nрямых н 

сторон угла буквами А, В, С, D. Какого видаданный четырёхугольник ABCCIJ 

о 
А D 

Рис. 153 

N К 

Рис. 154 

284: По рисункам 153 и 154 найдите: 

к 

Рис. 155 

1) сторону CD равнобедренной траnеции (рис. 153); 2) угол N траnеции 
(рис. 154). 

285: Начертите трапецию ABCDc основаниями АDи ВС. 
1} Прозеднте среднюю линию MN. 
2) Найдите длины отрезкоз ВС, Ар и MN. 
3) Найдите сумму длин отрезкоз Вf н AD. Во сколько раз сумма этих отрез­
ков больше, чем средняя линия? \ 

286: Правильно ли указана на рисунке 155 длина средней линии траnеции? 
Объясните отзет. 

287: Докажите, что сумма rраАусных мер АВУХ yrJWoв трапеции, прм~Wежа­
щнх к боковой стороне, равна 180". 

288: По данным на рисунках 156- 158 найдите ненззестные углы трапеции 
ABCD. 

в с 

в с 

А 
Рис. /56 Рис. 157 

А 
Рис. 158 

D 

289: ABCD - трапеция с оснозаниями АDи ВС. Найдите: 
1) LAн LC,ecлн LB= 110' , LD=30'; 

2) L A н L D, если L B = 125' , LC= 145' . 
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290: В прямоугольной трапеции ABCD боковая сторона АВ nерпендикулярна к 
основанию AD. Найдите неизвестные углы трапеции, если: 
1) LC - 120' ; 2) LD - 25' ; 3) L c- LA~ 40 ' . 

291: АDи ВС- основания траnеции ABCD. По данным таблицы 14 найдите не-
известные углы траnеции. 

Таблица 14 

LA 70' 65 ' 

LB 120' 135' 

LC 154' 142' 

L D 36' 28' 

292: На рисунке 159 ABCD- равнобедренная траnеция с основаниями AD и ВС, 
СК IJ АВ. Докажите, что: 
1) четырёхугольник АВСК- nараллелограмм; 

2) треугольник KCD- равнобедренный. 

N К 

а 
А М К D 

Рис. /59 Рис. 160 Рис. 161 

293: MNKL- трапеция с основаниями ML и NK, NFJJ KL (рис. 160). Найдите: 
1) основание ML, если MF= 5 см, NK= 2 см; 
2) основание NK, если ML = 10 см, MF= 1 см; 
3) отрезок MF, если основания равны 12 см и 4 см. 

294: ВМ и СК- высоты равнобедренной траnеции ABCD с основаниями AD и 
ВС(рис. 161). Докажите, что l!J.ABM= .1-DCK. 

295•. По данным на рисунках 162- 164 в траnеции АВСDнайдите отрезок х. 

1 ~: \ / :1./ '::\, 
Рис. /61 Рис. 163 Рис. 164 

296: AD и ВС- основания траnеции, MN- средняя линия. Заnолните табли­
цу 15. 

297 ". Найдите периметр траnеции, в которой боковые сторон~;>! равны с и d, а 
средняя линия т, если: 

1) С "" 8см,d=12см,т=10см; 2) с-d=- 11см,m ""' 14см. 
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298: По данным на рисунках 165 н 166 найдите основания и среднюю линию 
траnеции. 8 с 

D 

Рис. 165 

299. Два угла траnеции равны: 1) 46" н 144"; 
Найднте два других её угла . 

Рис. 166 

2) 35" и 155"; 3) 52" и 124". 

300. Могут лн углы траnецин, взятые nоследовательно, относиться, как: 
1) 3: 8: 5: б; 2) 1 : 2: 2: 3; 3) 7: 3: 4: 57 

301 . Острый угол nрямоугольной траnеции с основаниями он Ь равен 45". Най­

дите высоту траnеции, если: 1) а= б см, Ь= 8 см ; 2) а= 62 мм, Ь= 10 см. 
302. Есnм угnы nри основаним траnеции равны, то трапеции равнобед­

ренная , Докажите это. 

303. По данным на рисунках 167 - 169 найднте углы траnецин ABCD (ADII ВС). 
в с 

i;?\ 17\ 
А D А D А D 

Рис. 167 Рис. 168 Рис. 169 
304. Докажите, что в равнобедренной траnеции сумма nротмвоnежащнх 

угnов равна 180". 

305. Есnн в трапеции сумма nротмвоnоnожных угnов равна 1во· , то траnе­
ции равнобедренная . Докажите это. 

306. Найдите углы разнобокой траnеции , если: 
1} разность nротивоnоложных углов равна 40"; 
2} nротивоnоложные углы относятся, как 1 : 4. 

307. Докажите, что днагонали равнобедренной траnе- ~ 
цнн равны . А 

308. ABCD- равнобедренная трапеция, АDII ВС, АСи BD-
D 

Рис. 170 
диагонали, О- точка их nересечения (рис. 170). 
Докажнте, что: 1) I:!BOC н I:!AOD- равнобедренные; 2) I:!AOB = f!DOC. 
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309. В равнобедренноН траnеции большее основание равно 10 см, боковая сто­
рона- 4 см, а угол между ннмн- 60". Найдите меньшее основание . 

310. Острый угол равнобедренной трапеции равен бо· , а 

основания- 15 см н 49 см. Найдите боковую сторону. 

311 . Найдите основания равнобедренной трапеции, если её 

высота, проведённая из вершины туnого угла, делит 

основание на отрезки: 1} 4 см и 8 см; 2) 2 см и 7 см. А 

в с 

312. ABCD- равнобедренная траnеция , Рис. 111 
ADII вс, ВКн см- высоты (рнс.171). 
Докажите: 1) АК= МО= (АО- ВС): 2; 2) КО= АМ= (АО+ 8С) : 2. 

Э 13. Найдите длины отрезков, на которые делит основание равнобе,цренной тра· 

nеции высота, проведённая из вершины тупого угла, если основания рав­

ны: 1) 12 см и 24см; 2}8сми 14 см. 

314. Докажите, что если боковая сторона трапеции равна меньшему ос­

нованию, то диаrона11ь, соединяющая их концы, - биссектриса угпа, 

при11ежащего к 6о11~wему основанию. 

315. В равнобедренной траnеции диагональ является биссектрисой острого угла, 
а основания равны о и Ь. Найдите периметр траnеции, если: 

1) о= б см, Ь= В см; 2) а= б2 мм, Ь= 10 см. 

316. Докажите теорему о свойствах средней линии трапеции , исnользуя рисун­

ки 172- 174. 

в~ 
А О А F О О 

Рис. 172 Рис. 173 Рис. 

317. Основания траnеции относятся, как 7: 3, а разность их длин равна 4,8 см. 
Найдите среднюю линию траnеции. 

318 . Средняя линия траnеции равна 10 см. Одна иэ диагоналей делит её на два 
отрезка, разность длин которых равна 2 см. Найдите основания траnеции. 

319. Докажите, что отрезок, соединяющий середины дмагона11ей трапе­
ции, nараллелен основаниям м равен их nолуразностм. 

320. Меньшее основание траnеции равно о, расстояние междусерединами диа­
гоналей - с. Найдите большее основание траnеции, если: 

1} о= б см, с= 4см; 2) о= 50 мм , с= 2см. 

321. Постройте траnецию ABCDc основаниями АDи ВС, если: 
1) АО= 12 см, АВ= б см, СО= 8 см, LO= 35"; 
2} AD= 10 см, АВ= 5 см, CD= б см, BD = 8 см; 
3) АО=7см. A8=3cм. LA =60.,L0=50• ; 

4) АО= а, ВС= Ь. СО= с, АС= d. 
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32 2 ~ Если биссектрисы углов при одном основан11и трапеции nересекаются на 
другом её основании, то другое основание равно сумме боковых сторон 

траnец1111. Докажите это. 

323~ Найдитеуглы равнобедренtюНтраnеции, если её боковая сторонаравна 24 см, 
. а диагональ делит среднюю линию на отрезки 8 см и 20 см. 

324~ Есnи диаrонаnи траnеции равны, то траnеция равнобедренная. 
Докажите это. 

325 ~ Докажите, что еспи диагонапм равнобедренной траnеции взаимно 
перпендмкупярны, то средняя пинмя траnеции равна ei высоте. 

326~ Если средняя л11ния равнобедренноН траnеци11 равна её высоте, то диаrо· 
нали траnеции nерпендикулярны. Докажите это. 

327 ~ Прямая делит траnецию на ромб и равносторонню1 треугольник . Найдите: 
1) угол между диагоналями траnеции; 
2) основан11я траnеции, если её средняя л11ния равна 18 см. 

328~ Прямоугольная траnец11я разделяется диагональю на два треугольника -
равносторонний со стороной о и nрямоугольный. Найдите среднюю линию 

траnеции. 

329~ Периметр траnец1111 равен 60 см, углы при большем основан1111 - по 60". 
Диагональ делит среднюю линию на две части, одна из которых на 7 см 
длиннее другой. Найдите основания трапеции. 

330~ По рисунку 175 составьте nлан nостроения трапеции ABCDno основаниям 
о и Ь(о > Ь), а также боковым сторонам си d. 

.t.J Д11я nостроения трапеции, как м в спучае с па­

раппепограммом, сначапа нужно построитt~ 

всnомоrате~tt~ный треугопt~ник (наnример, f!KCD 
на рис. 17 5), а затем достроитt~ его до траnеции. 

331 ~ Постройте трапецию по основаниям он Ь(о> Ь) 11 
диагоналям d1 11 d2• 

[ ПРИМЕНИТЕ НА ПРАКТИКЕ ) 

332. Иэ плитки в форме равнобедренноН трапеции 
нужно изготовить паркет. Как это сделать? 

333. Над входом в дачный домик сооружён навес. Со 
временем возникла необходимость поставить 

nодnоры к середине края навеса (точка F на 
рис. 176). Как без замеров найти длину подпоры 
(отрезка EF), если края навеса находятся на вы­

соте 2,5 м и 3,5 м от поверхности земли? 

334. Плитка для кровли имеет форму траnеции (тра­
nеция неравнобедренная). Нужно оnределить 

размеры сторон, если: 

c~d 
А~ 

Рис. 175 
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в с в с 

г-- .... ~ F '- L -----:.---------s 
А м D А м D 

Рис. 177 Рис. 178 

1) обломан один уголок nлитки (рис. 177); 
2) обломаны два уголка плитки (рис. 178 и 179). 
Объясните, как это сделать. 

Глава1 

/ --г -~ 

~ t ~ А D 
Рис. 179 

335. Найдите расстояние от конца трансnортёра до nоверхности земли (непо­
средственно измерить его нельзя), если nротивоnоложный конец и середи­

на транспортёра находятся соответственно на высоте 0,5 м и 2 м (рис. 180). 

336 ~ Посмотрите на рисунок 181. Строителям нужно определить расстояние 
между серединами боковых сторон кровли (точки А и 8). Им nредложили 
следующий способ: из верхней части кровли условно nровесить nрямую, 

перnендикулярную к нижнему основанию кровли, ориентируясь, наnример, 

на соответствующие края кровли. Обозначить точку С пересечения этих 

прямых и измерить расстояние CD. Тогда искомое расстояние АВ будет рав-
~но CD. Правильный ли этот способ? Почему? 

А 

Рис. 180 Рис. 181 

§8 ЦЕНТРАЛЬНЫЕ • И ВПИСАННЫЕ УГЛЫ 

li:Q проведём окружность с цент­
ром О и построим угол с вершиной 

в центре окружности (рис. 182). Получили центральный 
угол в окружности. 

~ Угол с вершиной в центре окружности 
называется цептральпым уzлом. Рис. 182 
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Q Qe(Э, 
ALB А В N М 

v ALB=L АОВ 

Рис. 183 

v AM8=360"-L АОВ 

Puc. -184 

v AN8=180o 

Рис. 185 Рис. 186 

Пусть стороны центрального угла пересекают окружность с центром 

О в точках А и В. Центральному углу АОВ соответствуют две дуги с кон­

цами А и В - одна из них меньше полуокружности (рис . 183), другая -
больше nолуокружности (рис. 184). Если угол АОВ - развёрнутый, то 

ему соответствуют также две дуги - две полуокружности (рис. 185). Что­
бы различать эти дуги, на каждой из них обозначают nромежуточные 

точки, например L и F (рис. 183). 
~ Записывают: uALB и u AF В (рис. 183). Дугу можно обозначить и без 
промежуточной точки, например uAB, если понятно, о какой из двух 
дуг идёт речь. 

Дуга окружности измеряется в градусах. Если дуга АВ окружности с 

центром О меньше полуокружности (рис. 183) либо является П9J!У0к­
ружностью (рис. 185), то её градусная мера равна градусной мере цент­
рального углаАОВ . Если же дуга АВ больше nолуокружности (рис. 184), 
то её градусная мера равна 360"- LAOB. 

Градусная мера всей окружности равна 360' . 
На рисунке 186 градусная мера дуги ALB равна 110' . 

~ Кратко говорим: •ДугаАLВ равна 110' • и записываем : u ALB = 110' . 
На этом же рисунке uАМВ = 360"- 110" = 250' . 

lJ Зависит ли . градусная мера дуги окружности от длины её радиуса? Не 
зависит, поскольку от длины радиуса окружности не зависит градусная 

мера соответствующего центрального угла. 

: Угол, вершина которого лежит на окружности, 
а стороны перссекают эту окружность, 

l называется вписан.н.ым уиим. 

На рисунке 187 LАВС - вписанный, так как его верши­

на В лежит на окружности, а стороны пересекают окруж­

ность в точках А и С . Если дуга АС лежит во внутренней 

области вписанного углаАВС, то говорят , что данный впи­

санный угол опир"ается на дуzу АС. 
Рис. 187 
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в в 

D 

Рис. 188 Рис. 189 

Теорема (о вписанном угле) . 

Вписаииы:й угол измеряется половивой дуги, 

на которую он опирается. 

Гмво1 

Рис. 191 

1 Д а н о : LABC- вnисанный в окружность с центром О (рис. 188 - 190). 
1 

Доказать : LABC= ; u AC. 

• Д о к аз а т е .n ь с т в о . Рассмотрим три случая расnоложения центра 

окружности относительно сторон данного вnисанного yr л а. 

1. Центр окружности лежит на стороне вnисанного угла (рис. 188). Прове­
дём отрезок О А, тогда центральный угол АОС является внешним углом МОВ. 

По свойству внешнего угла треугольника, L AOC= LОВА + L OAB. 
Но L ОВА = L ОАВ, так как dAOB - равнобедренный ( 08 = ОА = R). 

1 
Поэтому LAOC= 2LABC, или LABC= 2 LAOC. Но LАОСнэмеряется дугой 

АС. Следовательно, вnисанный угол АВС измеряется nоловиной дуги АС. 

\ ~· Центр окружности лежит во внутренней области вnисанного угла (рис. 189). 
\Проведём луч ВО, тогда данньtй угол равен сумме двух угоов: 

, 'LABC~ LABD+ LDBC. 

1 
Иэ доказанного в nервом случае следует, что LABD иэме-

1 ряется nоловиной дуги AD, а L DBC- nоловиной дуги DC. 

: Поэтому LABC измеряется суммой nолудуг AD и DC, то ~ 
: есть nоловиной дуги АС. 

: 3. Центр круга лежит во внешней области вписанного угла 
: (рис. 190). Проведём луч ВО, тогда: 
1 1 1 1 
LABC~LABD- LCBD~-vAD -- vCD~-vAC. 

2 2 2 Рис. 192 
Следстане 1. 
Вписаииыеуrлы:, опирающиес.я на одву и ту же дугу, равны (рис. 191). 

Действительно, каждый из них измеряется половиной одной и той же дуги. 

еледетвне 2. 
Вписаввый уrол, оnирающийся ва диаметр,- прямой (рис. 192). 
Действительно, такой угол измеряется половивой полуокружности, 

то есть 180" : 2 = 90' . 
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Рис. 193 Рис. 194 
Рис. 195 Рис. 196 

!J Равны ли вписанные углы, опирающиеся на равные дуги (рис. 193)? 
Да, та.к как каждый из этих углов измеряется nоловиной равных дуг, 

градусные меры которых равны:. 

11) 3 а д а ч а • Хорды окружностн АВ н ВС образуют угол зо• . Найднте хорду 
АС, еслн днаметр окружности равен 10 см. ~ 

Ре w е н и е . Проведём днаметр CD 1о1 соедин н м точкн А н D (рн • 194). 
LABC= LАDСкак вnисанные, оnирающнеся на дугу АС(следствне 1). 
Поэтому LADC= LABC = зо· . LCAD= 90", так как оnирается на днаметр 
окружности (следствие 2). Тогда в nрямоугольном треугольнике АDСкатет 
АС лежит протнв угла зо• и равен nоловине гиnотенузы CD. Следовательно, . 

1 1 
АС~ 2 CD ~ 2 · 10 ~ 5 (см). 

!J Для того чтобы доказать равенство двух углов, покажите, что они 
ивпяются вписанными в одну окружность н опираются на одну и ту же 

дугу либо на равные дуrн даввой окружности. 

~ УЗНАЙТЕ &ОЛЬWЕ ) 

Рассмотрим геометрическое место точек, которое используется прн решении 

сложных задач на nостроен не. 

Пусть АВ- некоторый отрезок nрямой о, М- nронзвольная точка, не лежащая 

на nрямой о, LAMB= а {рис. 195). Тогда говорят: нз точки 
М ompeJoк АВ Виден под углом а. 
Если описать окружность око/Ю !J.AMB (рис. 196), то нз любой 
точки дуги АМВ (кроме точек А н В) отрезок АВ внден nод уг­

лом а (следствие 1 из теоремы о вnисанном угле). Поскольку 

м 

точку можно" взять н с другой стороны от прямой о, то суще- с:.а~'----)(:" 

ствует ещё одна дуга, налример АNВ(рнс. 197), нз каждой точ- А 

кн которой (кроме точек А и В) отрезок АВ виден nод угJЮм а.. 

Поэтому геометрическим местом точек, MJ котор~х отре-

3ОК АВ виден под yr~toм а, ямяется фмrура, состоящu 

м:~ двухдуг АМВм АN86е3точек А м В. 

Чтобы построить одну нз двух дуг этого геометрического 

места точек для острого угла а, необходимо: 
Рис. 197 
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1) nровестн серединный nерnендикуляр к отрезку АВ 
(рнс. 198); 
2) нз точки В провести луч под углом 90" - сх к отрезку АВ. 

О- точка nересечения луча с серединным перпендикуляром; 

3) оnисать окружность радиусом 08. Дуга АМВ- искомое 

геометрическое место точек. 

ВСПОМНИТЕ ОСНОВНОЕ 

~ 
~ 

1. Какой угол называется центральным? Рис. 198 
2. Что считают градусной мерой дуги окружности? 
3. Что такое угол, вписанный в окружность? 
4. Докажите, что вnисанный угол измеряется половиной дуги, на которую он 

опирается. 

5. Сформулируйте следствия из теоремь1 о вnисанном угле. 

[!] РЕШИТЕ ЗАдАЧ И 
337'. Проведите окружность с центром О и отметьте на ней две точк~ А и В. Со­

едините эти точки с центром окружности. Назовите центральный угол, а 

также две дуги, соответствующие этому углу. 

338 '. По данным на рисунках 199 - 201 найдите градусную меру дуги ALB. 

в 

Q?- 8L GBL 
60° 

А В 0 А 

Рис. 200 Рис. 201 

339 '. Проведите окружность с центром О. Отметьте на окружности точки А и В 

так, чтобы дуга АВ была равна: 1) 70"; 2) 120"; 3) 55 ". 

340'. Начертите окружность и nроведите днаметр АВ. Постройте несколько вnи­

санных углов, оnирающихся на диаметр АВ. Измерьте эти углы и сравните 

их градусные меры. Сделайте вывод. ' 

34 1'. По данным на рисунках 202- 204 найдите градусную меру угла Ь.. 

® 
А~С 

Рис. 202 

v 
AV:J!_) 

о 

Рис. 203 Рис. 204 
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342: Какова градусная мера дуги, равной: 
1 1 2 

1) 2окружностн; 2) зокружностн; 3) зокружностн? 

Какова градусная мера соответствующего центральном 

го угла? 

343: Центральный угол АОВ равен а. 
Какова градусная мера двух дуг, соответствующих 

углу АОВ, если: 1) а~ 30"; 2) а~ 62"; 3) а~ 100"? 
344: По данным на рисунках 205, 206 найдите градусную 

меру: 1) дугн А СВ; 2) дуги АМВ. 

Рис. 205 

345: Начертнте окружность с центром Он отметьте на ней А t----"?""'--1 
точку А Постройте хорду АВтакнм образом, чтобы: 

1) LAOB~ 60"; 2) LAOB~ 90"; 
3) LAOB~ 120"; 4) LAOB~ 180". 

Обозначьте дуги окружности, стянутые хордой АВ, 

и найдите их градусные меры. 

346: НаnолуокружностисдиаметромАВотмеченьtточки Си 
D, nрнэтомuАС= 59•,u8D=б1 •. Найдкте хорду СО, если 
радиус окружности равен: 

1) 12см; 2)0,2дм; 3)39.,... 
347: В окружности с центром О дуги АВ н CD равны 

(рис. 207). Докажите, что LAOC= LBOD. 

348: ДугиАВСи ВСDокружности с центром О равны 
(рис. 207). Докажите, что L AOB = LCOD. 

~ 
D 

Рис. 207 

349: Найдите вnисанный угол, если дуга, на которую он оnирается, равна: 
1) 52"; 2) 126"; 3) 200". 

350: Найдите дугу, на которую оnирается вnисанный угол, если он равен: 
1) 16"; 2) 32"; 3) 110". 

351 : По данным на рисунках 208 - 210 найдите х· . 

352: Точки А, В и С делят окружность на три дуги, градусные меры которых 
относятся, как т: n: k. Найдите углы треугольника АВС, если: 
1)m~п~k~1 ; 2)m~1,п~k~2; З)m~1,п~2,k~З. 

:r®N 160
• sw · F :r• Е во• 

зо• 

м к о 

Рис. 208 Рис. 209 Рис. 210 
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353: Около треугольника АВС описана окружность. Найдите 
градусные меры Дуг АВ, ВСи АС, если: 

1) LA~ 65", LC~ 35"; 2) LA~ 30", LB~ 90"; 
3) LB~ 1 10", LC~ 26". 

354: Найдите углы вnисанного в окружность равнобедренно­
го треугольника, боковая сторона которого стягивает 

дугу: 1) 64"; 2) 120"; 3) 144". 

Зss : По данным на рисунках 211 и 212 найдите углы, обозна­
ченные знаком «?•. 

356. В окружности равные дуги стянуты равными хорда­
мм. Докажите это. 

357 . В окружности равные хорды стягивают равные дуги . 

Докажите это. 

358. Докажите, что диаметр, перпендмкуJtярный к хорде, 

делит стягиваемые дуги nополам. 

Глава 1 

ф 
\0/ 

Рис. 211 

Рис. 212 

359. Диаметр проведён через середмну хорды, не проходящей через 
центр. Докажите, что дуги, стягиваемые хордой, при этом делятся 

ПОПОII&М. 

360. Дуги, заключённые между nараллельны ми хордами, равны. Докажите это. 

· 361 . Дуги, заключённые между касательной и nараллельной ей хордой, равны. 
Докажите это. 

362. Концы хорды АВ делят окружность на две дуги АСВ и ADB. 
Найдите вnисанные в эту окружность углы АСВ и ADB, если: 
1) uACB: uADB~2:3; 2) u ACB: uADB~4:5 . 

363. Точки Р и Т делятокружность на дуги, градусные меры которых относятся, 
как: 1)3:5; 2)2:7. 
Н"айДИте вnисанный угол, оnирающийся на дугу РТ. 

364. Точки А и В делятокружность на две дуги, меньшая из которых равна 160", 
а большая точкой С делится в отношении 2: 3, начиная с точки А. 
Найдите: 1) L ABC; 2) LВАС. 

365. Докажите, что если хорды АВ и ВС образуют угол 30", то хорда АС равна 

радиусу окружности. 

366. Найдите угол, образованный хордами АВ и ВС, если хорда АС равна ради­

усу окружности. (Рассмотрите два случая.) 

367. Хорда делит окружность на две дуги, одна из которых в n раз больше 
другой. Найдите вnисанные углы, оnирающиеся на эту хорду, если: 

1)п~3; 2)п~4. 

368. Докажите, что сумма вnисанных углов, оnирающихся на хорду окружнос­

ти, у которых вершины лежат по разные стороны от неё, равна 180". 
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369. По данным на рисунках 213 - 215 найдите угол а. 
р 

D 
м 

Рис. 213 Рис. 214 Рис. 215 Рис. 216 

370. Центральный угол на n" больше вnисанного угла, оnирающегося на одну и 

ту же дугу. Найдите градусную меру каждого угла, если: 

1) n ~ 35' ; 2) n ~ 45 ' . 

371 . Докажите, что центр окружности, оnисанной около nрямоуrольно-
rо треуrольника, nежит на середине rиnотенузы. ---

372. Докажите, что медиана прямоугольного треугольника, nроведённая к ги­

nотенузе, разделяет его на два равнобедренных треугольника. 

373. Yron между касатеnьной м хордой, nроходящей через точку каса­
ния, измеряется поnовиной дуrи, заключённой между сторонами 

yrna {рис. 216). Докажите это. 

374. Через конец хорды, делящей окружность в отношении т: n, nроведена 
касательная . Найднте острый угол между хордой и касательной, если: 

1) т ~ 1, п~ 3; 2) т~ 2, п~ 7. 

375 ~ Докажите, что уrол с вершиной внутри окружности измеряется по­
nусуммой дуr, на которые оnираются заданный yron м yron, верти­
кальный ему. (Исnользуйте рис. 217.) 

376 ~ Докажите, что yron, вершина котороrо лежит вне окружности, а сто­
роны nересекают эту окружность, измеряется полуразностью бо.~tь­

шей и меньшей дуr, закnючённых между ero сторонами. (Исnользуйте 
рис. 218.) 

377~ По данным на рисунках 219 и 220 найдите угол АВС. 

Рис. 217 Рис. 218 Рис. 219 Рис. 220 
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378~ Окружность разделена точками А, В и С на дуги, которые относятся, как 
11: 3: 4. Черезточкн А, В и Спроведены касательные до их взаимного nере­
сечения . Найдите углы образованного треугольника. 

379 ~ К двум окружностям с центрами О и 0 1, имеющим внешнее касание в точке 
А, nроведе на общая касательная 8С(8и С- точки касания). Докажите, что 

угол ВАС- nрямой. 

380~ Две окружности имеют внутреннее касание, причём меньшая окружность nро­
ходит через центр большей. Докажите, что любая хорда большей окружности, 

nроходящая через точку касания, делится меньшей окружностью пополам. 

381 ~ Найдите геометрическое место вершин: 
1) nрямых углов, стороны которых nроходят через две заданные точки; 

2) треугольников с общим основаннем АВ, в которых угол, лежащий напро· 
тнв основания, равен данному углу а. 

( ПРИМЕНИТЕ НА ПРАКТИКЕ ) 
382. Правильнасть изготовления чертёжного 

угольника проверили следующим образом. 

Начертили окружность н её днаметр АВ 

(рис . 221). Приложили угольник так, чтобы 
его катеты проходили через точки А н 8. Если 
при этом вершина прямого угла лежит на ок· 

ружности, то чертёжный угольник правиль· 

ный. Объясните, почему. 

383. В центре круглого диска нужно просверлить 
отверстие. Как найти центр диска, используя 

только чертёжный угольник? Рис. 221 

§ 9 ВПИСАННЫЕ И 

е ОПИСАННЫЕ 

ЧЕТЫРtхУI"ОЛЬНИКИ 

Щотметим на окружности четыре 
точки и соединим их хордамп (рис. 222). Получили четырёх. 
угольник, вписа.нный в окружность. 

Че'!!JI'!j)ёхуzольник., все_в_е_р_ш_и_ны_к_о-тороrо л~­
жат на окружности, называется вnисанным в 

эту окружность, а окружность - описанной 

около этого четырёхуrолъника. Рис. 222 
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Отметим на окружности четыре точки и проведём че­

рез них отрезки касательных, как показано на рисун­

ке 223. Получили четырёхугольник, описанный около ок­
ружности. 

Четырёхуtольн.ик, всеСтороны которого каса~ 
ются окружности, называется описаппым около 

этой окружности, а ок.ружпость - вписаппой в 

этот четырёхуголъник. 

Рис. 223 

Свойство вписанного четырёхугольника и его признак связаны с уг-

лами этого четырёхугольника. 

1 Теорема (свойство углов вписанного четырёхугольника). J 
Сумма противоположных углов вписанного 

четырёхугольника равна 180". 

Д а н о : четырёхугольник ABCD, вписанный в окружность (рис. 224). 

Из теоремы о вписанном угле следует: 

1 1 
LA~ 2 u DCB, LC~ 2 u DAB. 

Дока з ать : LA+LC=180. ,LB+ L D = 180" . 

1 Д о к аз а тел ьс т во . Углы А, В, Си О вписаны в окруж- . Q 
1 1 

Тогда L A + LC~ 2 (u DCB+ u DAB) ~ 2 · 360"~ 180". 
Рис. 224 

Сумма всех углов четырёхугольника равна 360°, а сумма углов А и С- 180°. 
TorдaLB +LD ~ 360"- (LA+ L C) ~ 360" - 1 80" ~ 180" . 

.!J Около каждого ли четырёхугольника можно описать окружность? 
В отличие от треугольника не каждый четырёхугольник ~ вписанный. 

Приведём признак вписанного четырёхугольника без доказательства. 

1 
i Теорема (признак вписанного четырёхугольника). 
Если в четы:рёхугольнике сумма двух противоположных углов 

равна 180·, то около такого четырёхуголъника можно описать 
окружность. 

За д а ч а . Докажите, что около равнобедренной тра­

пеции можно описать окружность. 

Ре w е н и е . Пусть ABCD - равнобедренная трапе­

ция с основаниями АDи ВС(рис . 225). 
Докажем, что LB + LD= 180°. А 

В любой трапеции сумма углов, nрилежащих к одной 

в с 

Рис. 225 
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j 
боковой стороне, равна 1so• (следует из свойства nараллельных nрямых). 
Поэтому, LA + LB= 180". По свойству разнобокой траnеции, LA =LD. 

Тогдг L B + L D = 180" и, согласно признаку вnисанногочетырёхугольника, 
трапеция ABCD- вписанная. 

Свойство оnисанного четырёхугольаика и его признак связаны со сто-

ронами этого четырёхуrольника. 

1 

Теорема (свойство сторон оnисанного четырёхугольяика). 

Суммы nротивоположных сторон описанного четырёхуголъ­

вика равны. 

Д а н о : четырёхугольник ABCD, описанный около 
окружности (рис. 226), Е, F, КиР- точки касания. 

Доказат .. : АВ + CD = ВС + AD. 

Д о к аз а т е ль с т в о . По свойству касательных, 

nроведённых к окружности из одной точки: 

АЕ~АР, ВЕ~ BF, СК~ CF, DK~ DP. 
Сложив почленно эти равенства, nолуч1о1м: 

АЕ+ ВЕ+ СК + DK ~АР+ BF + CF + DP, 
то есть АВ+ CD = ВС + AD . Рис. 226 

D 

.!.J В каждый ли четырёхуго.л:ыmк можно вписать окружность? В отличие 
от треуго.л:ыmка, в е в каждый четырёхуrолыm:к можно вписать окружность. 

Приведём признак описапвого четырёхуrо.льника без доказательства. 

Теорема (признак описанного четырёхугольника). 

Если в четырёхуголыmке суммы nротивоположных сторов 

равны, то в этот четырёхуголъвик можно вписать окружность . 

.!J Чтобы доказать, что четырёхугольвик MNKP 
(рис. 227)- вписаВПЬlй, покажите, что: 

либо LM + LK ~ 180", 
либо LN + LP = 180". 

.!J Чтобы доказать, что четырёхуrольник ABCD 
(рис. 227)- оnисанный, покажите, что: 
AB+CD~AD+BC. 

УЭНАЙП 60ЛЬWЕ 

~ 
~с 

D 

Pvc. 227 

1. Кроме окружностей, вnисанноН и описанноН около четырёхугольника, суще­

ствуют ещё и ВнеВписанные окружности. 

Проведём в nроизвольнам четырёхугольнике ABCD биссектрисы внешних yrJIOв 
nри вершинах А, В. Си D(рис. 228). Точки их пересечения О, 0

1
, 0

2
, и 0

3
- центры 

четырёх вневnнсанных окружностей. Каждая из них касается одной стороны четы-
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рёхугольника и продолжений двух других его сторон. 

Вневписанные окружно~:;ти имеют следующее свой­

ство: их центры являются вершинами четырёхуголь­

ника 00,0
2
0

3
, вnисанного в окружность. 

Действительно, , , 
LOO, O, ~ 2(L B+ L C) i LOO, o, ~ 2(L A+ LD), 

nоэтому , 
L OO,O, + L OO,O, ~ 2 (L A + LB+ L C+ L D) ~ , 
~ 2 · 360' ~ 1 ВО' . Рис. 228 

Следовательно, четырёхуrольннк 00,0
2
0

3
- вписанный в окружность. 

2. Древнегреческие учёные открыли, кроме уже известных вам, другие инте­

ресные свойства вnисанных и оnисанных четырёхугольников. Наnример. 

Теорема Птолемея {llв.) . Произведение диагоналей вnисанного четырёхуrоль­

ника равно сумме nроиэведеннй его nротивоположных сторон. 

Задача Архимеда (111 в. до н. э.) . Если диагонали вnисанного четырёхугольника 

nерnендикулярны, то сумма квадратов четырёх отрезков, на которые делятся дна­

гонам• точкой пересечения, равна квадрату диаметра описанной окружности. 

Позднее (IX - Xlll в.) арабские учёные дополнили сведения о вnисанных и опи­

санных четырёхугольниках и способах исследования их свойств. 

Так, одарённый геометр Г асан ибн-Гайтем {умер в 1038 г.) nредложил, сnособ, 
nозволяющий установить, исnользуя лишь циркуль, является ли данный четы­

рёхугольник вnисанным. Пусть дан четырёхугольник ABCD (рис . 229). Продол­

жим сторону AD за точку D. Проведём дуги равных окружностей с центрами в 
точках В и D. Если KL = MN. то четырёхугольник 
ABCD- вnисанный, так как L ABC + L ADC = 180" 
(докажите это) . В иных случаях четырёхугольник не 

является вписанным • 
.tJ 3. При решении задач иногда рассматриваются ок­
ружности, не заданные в условии. На рисунке к зада­

че сначала находим четырёхугольник, около которо-

го можно оnисать окружность либо в который мож- А 
но вписать окружность, а потом исnользуем своиства 

хорд, диаметров, вписанных углов, углов с верши­

ной внутри окружности и т. д. 

, 

3 а д а ч а . Из произвольной точки М катета ВС 
nрямоугольного треугольника АВС проведён 

перпендикуляр MD к гиnотенузе АВ (рис. 230). 
Докажем, что LMAD= L MCD. 

в 

м 

Рис. 229 

А 

с м в 

Рис. ZЗО 
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t 
Ре w е н и е . Около четырёхугольника ADMC можно оnисать окруж­
ность, так как L ACM+ LADM= 1во· . 

Тогда LMAD = LMCD- вnисанные углы, оnнрающнеся на одну дугу MD. 

ВСПОМНИТЕ ОСНОВНОЕ 

1. Какой четырёхугольннк называется вnисанным в окружность? Оnисанным 
около окgужностн? 

2. Сформулируйте н докажите теорему о свойстве углов вnисанного четырёх­
угольника. 

3. Сформулируйте и докажите теорему о свойстве сторон оnисанного четырёх­
угольника. 

4. Сформулируйте nризнак вnисанного четырёхугольника; оnисанного четы-

\ рёхугольника. 

(Ш РЕШИТЕ ЗАДАЧИ 

384: Начертите окружность и отметьте на ней четыре точки А, В, С и D. Последова­
тельно соедините зп1 точки отрезками. Измерьте трансnортиром углы nолу­

ченного вnисанного четырёхугольника ABCD. Найдите суммы градусных мер 
nротивоnоложных углов А и С, В н D. Сравните эти суммы н сделайте вывод. 

385: Правильно ли указаны на рисунке 231 градусные меры углов четырёх­
угольннка? Объясните ответ. 

386: Начертите окружность и nроведите четыре касательные к окружности таким 
образом, чтобы nолучить оnисанный четырёхугольник. Измерьте стороны это­

го четырёхугольника. ~айдите сумму длин nротивоnоложных сторон . Срав­

ните эти суммы н сделайте вывод. 

387'. Правильно ли указаны на рисунке 232 д11ины сторон четырёхугольннка? 
Объясните ответ. 

388'. По данным ·на рисунке 233 найдите: 
1) сумму сторон AD и ВС оnисанного четырёхугольника ABCD; 
2} сумму углов М н Р вnисанного четырёхугольника MNPK. 

389: По данным на рисунках 234- 236 найдите углы вnисанных четырёхугольннков. 

с 

А 

А 

Рис. 231 Рис. 232 Рис. 233 
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е ~ 
в 

60' 

Е О р 

м о А с 

Рис. 234 Рис. 235 Рис. 236 Рис. 237 

390: Можно ли оnисать окружность около четырёхугольника ABCD, если: 
1) углы А, В, Си О соответственно равны: 

а) 90' , 90 ' , 110' , 120' ; б) 70' , 130' , 110' , 50 ' . 
2) углы А, В, С соответственно равны: 

а) 85 ' , 130' , 95 ' ; б) 60' , 100' , 119' ? 

391 : В треугольнике АВС nроведены высоты 881 н СС1 , nересекающнеся в точке К 

(рис. 237). Докажите, что около четырёхугольника А81КС1 можно описать ок-

ружность. Найдите угол 81 КС,. если угол А равен: 1) 55"; 2) 72°; 3) 60". 

392: Можно ли оnисать окружность около произвольного: 

1) nрямоугольника; 2) квадрата; 3) ромба? Объясните ответ. 

393: Докажите, что центр окружности, оnисанной около прямоугольнн­

ка, - 3ТО точка nересечения диагоналей. 

394: AD и ВС- диа~тры окружности. 

1) Докажите, ч~о четырёхугольник ABDC- nрямоугольник. 

2) При каком ус::лоеии nрямоугольник ABDC является квадратом? 

395: По данным на рисунках 238- 240 найдите неизвестные стороны описан· 
ных четырёхугольников. 

396: Сумма двух nротивоnоложных сторон оnисанного четырёхугольника равна s. 
Найдите nериметр четырёхугольника, если: 1) s= 20 см; 2) s= 3,2 дм. 

397: Найдите nериметроnж:анного четырёхугольника, е котором nоследователь· 

ноеэятыестороныравны: 1) 12см, 16см,28см; 2) 10см, 14см, 1бсм. 

398: Можно ли вписать окружность е четырёхуrольник, в котором nоследовательно 
еэять~естороны равны: 1) 2см, 3 см, Sсм, 4см; 2) 7 см, 4см, 3 см, Sсм? 

Рис. 238 

Е 5см Q 

Рис. 239 

5см 

м 

К Рис. 240 
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399: МожtЮ лн вnисать окружность в nроизвольный: 
1) nрямоуrольник; 2) квадрат; 3) ро'"'!б? Объясните ответ. 

400: Докажите, что центр окружности, вnисанной в ромб, - 3ТО точка 

пересечения ,Aмaroнa.llleЙ . 

401 . Углы А, В н С вnисанного четырёхуrольника АВСDотносятся, как m: n: k. 
Найдите угол D, если: 
1)m =2,n=З,k= 4; 2)m = 1,n=k=2. 

402. Меньшая сторона прямоугольника равна Ь, а угол между диагоналями -
60°. Найдите радиус оnисанной окружности, если: 

1) Ь= 10см; 2) Ь = 2,3 дм. 

403. Можно ли оnисать окружность около четырёхугольника, в котором после­
довательно взятые углы относятся, как: 1) 2: 4: 5: 3; 2) 5: 7: 8: 9? 

404. Докажите, что: 

1) пюбая трапеция, вписанная в окружностtt,- равнобедренная ; 

2) 11ю6ой парапnелоrрамм, впмсаннwй в окружность, - nрямоуrольнмк; 

3) любой ромб, вnисанный в окружнос.тtt,- К8адрат. 

405. Докажите, что угол А вписанного четырёхугольника АВСDравен внешнему 
углу при верwине С. 1 

406. Докажите, что биссектрисы углов трапеции ABCD, 
пересекаясь, образуют четырёхугольник MNKL, око-. 

ло которого можно описать окружность (рис. 241). 

407. Можно ли вписать окружность в четырёхугольник, 
в котором последовательно взятые стороны пропор­

цианальны числам: 1) 2, 2, 3, 3; 2) 2, 5, 3, 4? 

408 . Два равнобедренных треугольника имеют общее 

в с 

~ 
А D 

Puc.l41 

основание, а верwины лежат по разные стороны от него. Можно ли в полу­

ченный четырёхугольник вписать окружность? 

409. Как расположитьдва равных разносторонних треугольника, чтобы в обра­
зованный ими четырёхугольник можно было вписать окружность? 

410. Докажите, что боковую сторону траnеции, оnисанной окопа окруж-

ности с центром О, видно иэ точки О nод угnом 90". ' 

411 . Еспи четырёхугоnttник оnисанный, то сумма угnов, nод к~торыми 

видны иэ центра вnисанной окружности две его nротивоnоnожные 

сторонw, равна 180". Докажите это. 
412. Три стороны описанной трапеции, взятые последовательно, относятся, как 

2: 7: 12. Найдитесторонытрапеции,если еёпериметрравен: 1} 42 мм; 2) 56 см. 

413. Составьте формулу и найдите среднюю линию описанной трапеции, если 
её периметр равен: 1) 16 см ; 2) 200 мм . 

414. Угол описанной равнобедренной трапеции равен 150", а её средняя линия-
40 см. Найдите: 1) высоту трапеции; 2} радиус вnисанной окружности. 
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415. Постройте квадрат: 
1) вnисанный в окружность; 

2) оnисанный около окружности. 

416. Постройте прямоугольник по радиусу Rопнсан­

ной около него окружности н : 

1) стороне а; 2) углу а между диагоналями. 

417: Докажите, что 6иссектрисы углов четырёх-

75 

А 

Рис. 242 

угопьника, пересекаясь, образуют четырёхугольник, около которого 
можно описать окружность (см. рис. 242). 

418: Докажите, что во вписанном четырёхугольннке ABCD биссектриса угла А 
nересекается с биссектрисой внешнего угла nри вершине Св точке, лежащей 

на окружности , оnисанной около четырёхугольника. 

419: Из точки Рпересечения взаимно nерпенднкулярных днагоналей четырёх­
угольннка ABCD проведены перnендикуляры РК, PL, РМ н РNк сторонам. 
Точки К, L, Ми Н лежатсоответственно на сторонах АВ, ВС, CD, DA 
Докажите, что четырёхугоJJьннк KLMN- вnисанный в окружность. 

420: Прямая, nараллельная боковой стороне равнобедренного треугольника, 
отсекает от него трапецию, боковая сторона которой - часть основания 

заданного треугольника и в два раза длиннее его меньшего основания. 

Можно ли в такую трапецию вписать окружность? 

421: Если около трапеции можно оnисать окружность и в эту же трапецию вnи­
сать окружность, то каждая боковая сторона трапе ци и равна её средней 

линии. Докажите это. 

422: Постройте 'ррмб по радиусу R вписанной в него окружности и стороне о. 
423: Постройте ч~тырёхугольник по радиусу Rописанной около него окружно­

сти и сторонам о, Ь, с. 

( ПРИМЕНИТЕ НА ПРАКТИКЕ ) 

424. Нужно просверлить четыре отверстия наоднн~ковом расстоянии вдоль края 
круглого диска и одно отверстие- в центре. Начертите рисунок и объясни­

те, как это сделать. 

425. Объясните, как из листа жести прямоугольной формы вырезать круг нан­
большего радиуса. 

426. Из листа картона круглой формы нужно вырезать квадрат, диагональ ко­

торого равна диаметру круга. Объясните, как это сделать. 

427. Обитатели четырёх дачных домиков решили найти такое место для колод­

ца, чтобы расстояния от него до каждого дома были одинаковыми. Оказа­

лось, что до,..а расположены в вершинах равнобедренной трапеции. Сде­

лайте рисунок и найдите место для колодца. 



1. Докажите теорему о сумме углов четырёхугольннка. 
2. Какой четырёхугольннк называется nараллелограммом? 
3. Сформулируйте и дока~нте теоремы о свойствах сторон и углов nарал· j 

лелограмма; днагонален nараллелограмма. 

4. Каковы nризнаки nараллелограмма? 
5. Чтотакое nрямоугольннк? Ромб? Квадрат? Траnеция? Равнобедреннаятра· 

nецня? 

б . Сформулируйте н докажите теоремы о свойствах днагоналей nрямоу· 

гольннка; ромба. 

7. Каковы свойства квадрата? 
8. Докажите теоремы о свойствах средней линии треугольника; траnеции. 
9. Какой угол называется центральным? Вnисанным в окружность? 

10. Докажите, что вnисанный угол измеряется nоловиной дуги, на которую он 
оnирается . \ .. 

11 . Какой четырёхугольник называется вnисанным в офужность? Оnисан· 1 

ным около окружности? 

12. Сформулируйте и докажите теоремы о свойстве сторон оnисанного че· 

тырёхугольника; о свойстве углов вnисанного четырёхугольника . 

r. 

Внимательно nрочитайте задания и найдите среди nредложенных ответов 
nравильные. Для выnолнения тестовогозадания необходимо 10 - 15 мин. ! 

Sl 
1° Найдите туnой угол nараллелограмма, если острый угол равен 30°. 

А. 60". Б . 120". В.1 50" . Г. 180". 
j 2° При каком нз указанных условий четырёхугольник является nаралле-

лограммом? 

А. Две nротивоnоложные стороны равны. 

б. Одна из диагоналей делит другую nоnолам. 

В. Две nротивоnоложные стороны nараллельны . 

(f)циагонали делятся точкой их nересечения nоnолам. 
3° Диагональ nрямоугольника равна 10 см и образует со стороной угол зо· . 

1 

Найдите меньшую сторону nрямоугольника. 

А.15см. б.5см. В.20см . Г.бсм . 

Найдите острый угол ромба, если его nериметр равен 24 см, а высота- 3 см. 
А . 5о· . Б . go·. в. зо· . г . 45". 

~ Биссектриса угла А nараплелограмма ABCD nересекает сторону ВС в точ· 
ке К. Найдите nериметр nараллелограмма, если ВК= 12 см, КС= 8 см. 1 
А . 20 см. б . 40 см. В . 44 см . ~4 см. 
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""'2 
(Е} У МВС ВС= 18 см. Сторона АВ разделена на три равные части и через 

точки деления nроведены прямые, параллельные стороне АС. Найдите от­

резки, отсекаемые nараллельными nрямыми на стороне 8Стреугольника. 

~5щ5щ5~ Lбщбщб~ 

В.S см,бсм,бсм. Г.4 см,4см,4см. 

ll:) Точки Ми!"- середины сторон АВ и ВС 6АВС. 
Найдите сторону АС треугольника, если MN= 4 см . 

д . 8 см . Б. 12 см. В. 2 см. Г. б см. 

(!J ABCD- траnеция с основаниями AD и ВС. 
Найдите угЛы А н С трапеции, если L B= 100°, L D= 60°. 
А . зо· и 1оо· . Б. 70' и 12о· . в . 80' и 120· . г. 45 ' и 150' . 

(!) Одно из оснований траnеции равно 10 см. 
Найдите другое её основание, если средняя л~о~ння равна 8 см . 

А. б см. Б. 16 см. 8. 18 см. Г. 2 см. 

® Диагональ равнобедренной траnеции является бнссектрисой её острого 
угла, а основания равны 5 см и 12 см. Найдите nериметр траnеции . 

А. 17 см. Б. 22 см. В. 25см. Г. 27 с м. 

@] \ 
(!) Найдите вписанный угол,~сли дуга, на которую он опирается, равна 150°. 

А.150'. Б. 75 ' . В.90'. Г. 85'. 

~ Хорда окружности длиной 10 см стягивает дугу 60•. 
• Найдите диаметр окружности. 

А. 5см. ._ Б. 15см . В.20см. Г. 16 см. 

1G3 Сумма двух противоположных сторон описанного четырёхугольника 

1 

равна 10 см. Найдите nериметр четырёхугольника. 

А. 10см. Б.20 см. · В.ЗО см. Г.40см. 

(!) Углы А, В и С вnисанного четырёхугольиика ABCD относятся, как 1 : 2 : 
3. Найдите угол D. 
А. зо· . Б . бО'. в. 120· . г. 90'. 

~ Угол оnисанной равнобедренной траnеции равен 150•, а её средняя ли­
ния - 6 см. Найдите высоту траnеции . 

А.12см. Б.18см . В.Зсм. Г.4 см. 







Глава 2 

§ 10 ПОДОБНЫЕ • ТРЕУГОЛЬНИКИ 

Щ Вы знаете, что в равных треугольниках равны 
соответственные стороны и углы. Посмотрите на 

рисунок 243. Углы М1В 1С 1 равны соответственным углам МВС: 
LA

1 
= LA, L B

1 
= LB, LC

1 
= LC. Но стороны М1В1С1 в два раза больше 

соответственных сторон М.БС: А1В 1 = 2АВ, В 1С1 = 2ВС, А1С 1 = 2АС. Сле­
довательно, треугольник А1В1С 1 не равен треугольнику АВС. Треуголь-
никиА1В1С1 и АВС - подобп.ые. с, 

2о 

~ А с В А '-, ---'--~---'-'---' в, 

Рис. 243 
А,В, 

Поскольку А1В 1 = 2АВ, составим отношение этих сторон: АВ= 2. 

В,С, А,С, 
Аналогично получим: 8с = 2 и Ас= 2. Каждое из этих отношений рав-

А,В, В,С, А,С, 
но числу 2. Следовательно, их ~ожно приравн.ять: АВ =вс=Ас. 

Из этого двойного равенства составим три пропорции: 

З) А,В, ~А,С, 
АВ АС. 

Именно поэтому говорят, что соответственные стороны подобных 

треугольников пропорциональны. Их называют сходственными. 

Два треугольника называются п.одобпыми , если в них соот­

ветственвые углы равны, а сходственные стороны пропор­

циональны. 
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Число, которому равно отношение сходственных сторон подобных 

треугольников, называется "оэффициептом подобия. Его обозначают 

буквойk . 

~ Записываем: М1В 1С 1 ru AA.ВC и говорим: • Треугольник А 1В1С1 подо­
бен треугольнику АВС • . Знак ru заменяет слово •подобный • . Если коэф­

фициент подобия треугольников известен, то записываем: 

М1В 1С 1 ru МВС (k = 2) ИЛИ МВСru М1В 1С1 (k = ~ ). 
Для подобных треугольников, как и для равных треугольников, име­

ет значение порядок записи вершин. Для треугольников на рисунке 243 
запись •М1В 1С 1 ru &ВАС• - неверна. 

ф 3 а д а ч а . Два треугольника на рисунке 244 nодобны . 
Найдите длину их неизвестных сторон. 

Реш е н и е . В данных треугольниках: 

t
~ LN LB~ LK LC~ LP 

стави~ отношен~е сходст~енных сторон: 
В ВС АС 
-о;-о;-. 

NK КР NP 

Подставим известные длины сторон: 

АВ "'~ "' ~ Рис. 244 
КР 5 

Приравняем nервое и третье отношения, а затем -второе и третье. 

АВ 4 
Получаем: 7 = 5, отсюда АВ= 5,6 см; 

6,4 4 
J<P = 5 ,отсюда КР= 8 см. 

lJ Для того чтобы составить отношение сходственных сторон подобных 
треугольников: 

1) определите соответственно равные углы треугольников; 

2) выясните, какие их стороны являются сходственными; 
3) запишите равенство трёх дробей, в их числителях - стороны 

одного треугольника, а в знаменателях - сходственные стороны дру-

гого. 

1J Может ли коэффициент подобия быть равным 1? Да, может. В этом 
случае подобные треугольники имеют равные стороны, следовательно, 

они равны. 

Равенство треугольников - это частвый случай подобия треугольни· 

ков с коэффициентом k = 1. 
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3 а д а ч а . Отношение nериметров nодобных треугольников равно 
отношению их сходственных сторон . Докажите это. 

Решен н е. Пусть треугольники АВС и А,В, С, (р1о1с. 245) nодобны с коэф­

фициентом k.. 

PWJC АВ 

Докажем, что Рм,в,с, = А,В, , 

ABBCAC k 
Поскольку А.В, = в,с, = А.С, = , 

то АВ= kA ,B
1
, ВС = kB,C,. 

АС= kA,C,. 

Запишем nериметры nодобных тре­

угольников АВС и А, В, С,: Рис. 245 

Р6АВС =АВ+ ВС +АС= kA,B, +kB,C , +kA,C, = k(A,B, +В, С , +А , С,)= 

= kPl!.A, в,c, • 
Рм,в,с, = А , В, +В, С, + А , С, . 

Тогда ;мм = k:Ы.,IIc, "'k , или :мвс = : ,: , = :,~, А,А~' . 
Ы.,I,С, М,г,с, Ы.,В,С, 

(_j УЗНАНП 60ЛЬWЕJ 
1. Слово •nодобный• означает •имеющий общие черты с кем-либо, чем-либо; 
nохожий на кого-либо, что-либо& . Этот термин часто используют в быту, науке, 
nроиэводстве. Наnример, эскиз треугольно~ косынки в масштабе 1: 10 и её вы­
кро~ка в натуральную величину - это nодобные треугольники. А вот выкро~ка 

и сама косынка- равные треугольники. 

2. Древнегреческие математики вместо термина •nодобны~» уnотребляли сло­
во •nохожи~». В отечественно~ ма-

тематическо~ литературе русски~ 

термин «nодобие» исnользуется с 

1739 г. Знак • "'• ввёл в 1679 г. не­
мецкий математик ГотфридЛейбниц 

(1646- 1716). 
3. На рисунке 246 вы видите nодоб-

с 

ные треугольники АВС и НТР. Они / _ 6 

р . 

расnоложенытак,чтоихстороныnа- о .. -:: :::::. - - - - - -- - в- ­

раллельны, а nрямые АН, ВТ и СР, 

nроходящие через соответственные 
Рис. 246 



ПОДОБИЕ ТРЕУГОЛЬНИКОВ 83 

вершины, пересекаются в одной точке О. Говорят, что такие подобные треуголь­

ники АВСи НТР имеют перспектиВное расположение. 

Понятие перспективы известно с древности, но собственно научная теория начи­

нает интенсивно развиваться только в эпоху Возрождения. Посредством перспек­

тивы художники достигали эффекта объёмности своих холстов. Первым, кому 

это удалось сделать, был выдающнНся флорентиНекий художник Джопо ди Бон­

доне (1266- 1337). Одновременно начинается поиск научных основ перспектн­
вы. Здесь первенство nринадлежит также флорентиНцу 

Филиnnо Брунеллески (1377 -1446). Учениеоперспективе 
развивали и активно исnользовали в своём творчестве вы­

дающиеся художники Леонардо да Винчи (Италия, 1452-
1519), Альбрехт Дюрер (Германия, 1471- 1528) и другие. 
Со временем из nервых геометрических ростков учения о 

персnективе возникла tювая наука- проектиВная геоJИеm­

рия. Её основателем был французский геометр, архитектор 

иинженерЖерарДезарг(1591 

стройноН математической теории французский математик 

Жан Виктор Понселе (1788- 1867) 

1. Какие треугольники называются nодобными? 
2. Как заnисать, что два треугольника подобны с коэффициентом k? 
3. Объясните, как составить отношение соответственных сторон двух ~одоб­

ных треугольников. 

1 Чему равен коэффициент nодобия равных треугольников? 

~ . Какой коэффициент подобия имеют nериметры подобных треугольников? 

l'Sl РЕWИтt ЗАдАЧИ 

428'. На рисунках 247 и 248 изображены nодобные треугольники. Назовите их. 
Заnишите: 1) их соответственные углы; 2) их сходственные стороны . 

м 

с 

А в 

Рис. 247 

в 

.,~" 
~ 
А 7 С 

Рис. 248 

Q 

~
7244 

т 790 5,6 
S;-o 

4 
р 
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с 

с к А 1?
675 3 

2 ,5 

м 2 к 
5 

3 2,5 

А М А 4 В '' 
Рис. 249 Рис. 250 

429 '. Даны nодобные треугольники: 1) АВС и КLМ(рис. 249}; 
2) АВС и МКС (рис. 250). 

Составьте отношение их сходственных сторон . Оnределите коэффициент 

nодобия. Сделайте заnись. 

430 '. Постройте по клеточкам сначала треугольник 
КLМ(рис. 251), а nотом !1K8C N !J.KLM, если: 

1 2 
1) k=2; 2)*~; ; 3)*=з · 

431 '. Вычислите nериметры nодобных треуго~ьников, 
изображённых на рисунках: 

1) 247; 2) 248; 3) 249; 4) 250. 
Найдите отношение nериметров nодобных треу-

432". На рисунке 252 11ABC r:u tJ.KDC. Подберите пары 
отрезков так, чтобы из них можно было составить 

nравую часть nроnорции: 

KD АС ВС 
1 )Ав ~ ... ; 2)кс ~ ... ; 3) ос ~ .... 

Сколько таких пар отрезков можно nодобрать? 

433". Могут ли быть подобными треугольники: 

1) остроугольный и туnоугольный; 
2) прямоугольный и туnоугольный; 
3) равнобедренный и равносторонний? 

к 

Рис. 251 

С К А 

Рис. 252 

434". !1АВС (\) .1А 1 81 С1 • Найдите неизвестные углы треугольников, если: 

1) LA ~ 3o· LB ~so·· 

2) LC~ L B: ~50·; ' 
3) LB~ 1 10·, L C, ~ 25· . 

435: Могут ли стороны двух nодобных треугольников иметь длину: 
1) Здм, 4дм, Sдми 9 м, 12 м, 15м; 
2) 1,2 см, 1,3 см, 2,5 см и 24 мм, 26 мм, 50 мм; 
3) 5 мм, 50 см, 50 см и 5 см, 50 мм, 50 мм ? 
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436: &ABCrol\A 1B1C1• Найдите стороны АСи В1 С" если: 

1) АВ= 8см,ВС=10 см, А1В1 = 5бмм,А1 С1 =42мм; 

2) АВ= 13 см, ВС= 14 см, А, В, = 3,9 дм, А 1 С1 = 4,5 дм ; 

3) АВ = 40 мм, ВС= 37 мм, А , В,= 20 см, А 1 С1 = 6,5 см. 

437: Прямая, пересекающая две стороны треуго.nьнмка и отсекающая от него 

подобный треугопьник , параппепьна третьей стороне треугопьнмка . 

Докажите это. 

438: Прямая пересекает две стороны треугольника АВСв точках Ми Nи отсека­

ет от него подобный треугольник. Назовите параллельные прямые, образо­

вавшиеся при этом, если: 

1) М е АВ н N e ВС; 2) М е АС н N e ВС; 3) М е АС н N e АВ. 

439: о, Ь, с - стороны треугольника с периметром Р. Он подобен с коэффициентом 

k другому треугольнику, периметр которого равен Р1 • Заполните таблицу 16. 

Табл иц а 16 

а 12 см 20 см 8 см 

ь 16 см 21 СМ 8 см 

с 18 см 17 см 14см 

р 

Р, 140см 100см 1 2, 4 см 

k 2 .......----t 2 5 
5 2 

440: Найдите стороны равностороннего треугольника , если периметр подобного 
ему треугольника с коэффициентом 4 равен: 
1 ) 3бсм; 2)45см; 3)72см. 

441 . Стороны треугольника относятся, как 3: 5: 7. Найдите стороны подобного 
ему треугольника, у котоР.Ого: 

1) меньшая сторона равна 5 см; 2} периметр равен 45 см. 

442. Еспм треугопьник А 1 81 С1 nодобен треугопьнмку АВС и треугопьник 
А282С2 nодобен треугопьнику АВС, то м треугопьнмкм А 1 81 С1 м А282С2 
подобны . Докажите это. 

443. MBC N l!.MOP (k1 ~ 3) н M8CN l!.TEH(k2 ~ 2). 
Подобны ли треугольники МОР и ТЕН? С каким коэффициентом подобия ? 

1 
444. MBC N l!.MOP(k

1 
~4) нl!.MOPN l!. ТEH(k2 ~ 2). 

Подобны ли треугольники АВСи ТЕН? С каким коэффициентом подобия? 

445. Каждая сторона треугольника увеличена на: 1) 2 см; 2) 5 см. 
Из полученных отрезков построен новый треугольник. 

Может ли он быть подобе~ исходному? 
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446. Каждую сторону треугольника увеличили на: 

1) треть её длины; 2} 25% её длины. 
Можно ли из образованных отрезков построить треугольник? 

Может ли он быть nодобен исходному? 

Глааа2 

447 . В равнобедренном треугольнике две стороны равны а н Ь. Какова третья 
сторона в подобном ему треугольнике с коэффициентом k, если: 
1) о= 12см, Ь= 5 см, k = 0,5; 
2) о= б см, Ь= 15 см, k= 2,5? 

448. Оnределите nериметры двух nодобных треугольников, если их сходствен­
ные стороны относятся, как т : л, а разность периметров равна о, nри: 

1) m: n = 7:4, а=48см; 
2) m: n= 2:3, о= 15см. 

449. В трапеции с основаниями он Ь одна из боковых сторон, равная с, nродол­
жена до nересечения с продолжением ~'И боковой стороны. Образова­

лось два подобных треугольника с общей вершиной О. На какое расстоя­

ние nродолжена первая боковая сторона, если: 

1) а= 4 см, Ь= б см, с= б см; 2) а=-8 см, Ь= 5 см, с= б см? 

450~ Стороны равностороннего треугольника сначала увеличили в n раз, а nо­
том уменьшили в n раз. Будет ли искомый треугольник nодобен данному? 
Каков коэффициент nодобия nервого и третьего Треугольников? 

451 ~ Два nодобных nрямоугольных треугольника имеют острый угол 30°. Гиnо­
тенуза одного из них равна меньшему катету другого. Оnределите коэффи­

циент nодобия треугольников. 

452~ В равнобедренном треугольнике основание в n раз меньше боковой сторо­
ны, а nериметр равен Р. Найдите стороны nодобного ему треугольника с 

коэффициентом k, если: 
1) п~ 2, Р~ 50 см, k~ 1,5; 2) п~ 3, Р~ 35 см, k~ 0,75. 

453*. Наибольшие стороны двух nодобных треугольников равны соответственно 
а1 и о2, а разность их nериметров Р2 - Р1 =т. 

Докажите, что Р, =~и~ =...!!!!!L_ . 
а1 - а, о1 -а1 

454~ Сходственные стороны двух nодобных треугольников поnарно сложили, а 
из nолученных трёх отрезков nостроили новый треугольник. Подобен ли он 

заданным треугольникам? 

455~ Существуют ли подобные треугольники, в которых отношение двух сторон 
одного треугольника равно отношению квадратов сходственных сторон дру­

гого? 

456~ Докажите, что радиус окружности, nроходящей через середины сторон 
треугольника, равен половине радиуса окружности, оnисанной около это­

го треугольника. 
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(ПРИМЕНИТЕ НА ПРАКТИКЕ) 
457 '. Равносторонний треугольник со стороной 0,1 мм рассматривают nод мик­

роскопом с увеличением в 40 раз. Во сколько раз увеличатся углы треуголь­
ника? 

458. Сделайте необходимые измерения и выясните, nодобны ли внутренний и 
внешний треугольники чертёжного угольника. 

459. На географической карте три населённых nункта расположены на расстоя­
нии 6 см, 5 см и 4 см. Наибольшее расстояние на местности равно 15 км. 
Найдите расстояния между другими nунктами. Каков масштаб этой карты? 

460. Если к листу стали, имеющему форму траnеции с основаниями 15 см и 25 см 
и боковыми сторонами 18 см и 20 см, припожить стальной лист в форме 
треугольника с основанием 15 см, то получим стальной лист треугольной 
формы. Каковы размеры искомого листа? 

46 1. Трёхярусную ёлку из тесьмы образуют три подобных равносторонних тре­
угольника. У них сходственные стороны параллельны, а высоты к горизон­

тальным сторонам лежат на одной nрямой. Достаточно ли 2,5 м тесьмы для 
такой ёлки, если её основание равно 40 см, а треугольники подобны с коэф-

1 
фициентом 2? Сколько тесьмы nонадобится, чтобы украсить такими ёлка-

ми шторы на окнах вашей классной комнаты? 
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R..11 ОБОБщ!ННАЯ 
1J е ТЕОРЕМА ФАЛЕСА 

IВJ В теореме Фалеса утверждается, что параллель­
вые прямые отсекают на сторонах угла соответ­

ственно равные отрезки. Обобщённым является случай, когда парал­

лельвые прямые отсек-аю..т на сторонах угла пропорциовалъные отрез­

ки (рис. 253). Соответствующая теорема называется обобщённой тео­
ремой Фалеса. Приведём её без доказательства. 

Теорема (обобщённа.я теорема Фалеса). J 
Параллельные прямые, пересекающие стороны угла, 

отсекают на его сторонах пропорционалъные отрезки. 
------ ------

Обобщённую теорему Фалеса иначе называют 

теоремой о пропорцион.альных отрезках. 4 
Следствне. Прямая, парадп:ельная д10бой сто­

роне треугольника, отсекает от него подобный 

тр::::вии::~во, в треугольниках АВС и MNC С 
(рис. 254) общий угол С. Его пересекают парал-
дельные прямые АВ и М N. С секущей АС они об-
разуют равные соответственные углы САВ и СМ N. А в м 

Третьи углы треугольников также равны. Дока-

жем пропорциональность сторон треугольников. Рис. 253 

АМ BN 
Из обобщённой теоремы Фалеса, мс = NC , 

АМ+МС BN+NC АС ВС 
поэтому ---;;;;;--=---;;с, отсюда м с = NC · 

Проводим прямую NK 11 АС, аналогично получа-

ВС ВА ВС ВА 
ем : NC =КА. НоКА=МN,поэтому NC = MN . 

Итак, в треугольниках АВС и MNC соответ­
ственные углы равны, а сходственные стороны 

АС ВС ВА 
пропорциовальны: мс "'NC "' MN. 

Даи:вые треугольники подобны по определению. 

А 

Рис. 254 

в 
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.!fJ Для того чтобы доказать подобие треугольников: 
1) докажите равенство соответственных углов данных треугольников; 
2) докажите пропорциоиальность сходствеиных сторон данных треу­

го:лъииков; 

3) сделайте вывод: треугольники подобны по определению. 

ti У3НАЙТЕ ЮЛЬШЕ ) 

1. Может возникнуть вопрос: Как доказать обоб­
щённую теорему Фалеса? 

Разделим отрезок АВ на n равных отрезков 
(рис. 255}. Пусть длина каждого из них равна d. 
Тогда АВ = dn. Отложим от точки В на луче ВМ 
отрезки длиной d. Через все точки деления прове­

дём прямые, параллельные ВС. Из теоремы Фале­

са следует, что эти прямые отсекают равные отрез­

ки и на стороне АС данного угла. 

Обозначим их длины d1• На отрезке АС их будет 
одинаковое количество n, поэтому АС = d

1
n. 

Пусть на отрезке ВМ помещается целое количество 

т таких отрезков (рис . 255). Наотреэке СNих так­

же будет т. Тогда ВМ = dт, а CN = d
1
m. 

Найдём отношение отрезков на двух сторонах угла: 

АВ n АС n 
-=- -=-
ВМ т' CN т. 

Мы видим, что два отношения равны одному и тому 

А 

Рис. 256 

n АВ АС 
же числу ;; . Следовательно, их можно приравнять: ВМ = CN . 

Пусть на отрезке дМ помещаются тотрезков длиной dи остаётся отрезок мень­

шей длины, чем d (рис. 256). Это означает, что отрезок из т частей длиной d 
меньше отрезка ВМ, а отрезок из тt 1 частей длиной d- больше этого отрезка. 
Приwл1о1 к неравенству: dт < ВМ < d(т + 1). 

Пос~ольку d = AnB , то ( АпВ Jт < ВМ <( АпВ )(т + 1). 
т ВМ т +1 т ВМ т 1 

Разделим все члены неравенства на АВ: ~ < АВ < ~, или ~ < АВ < ~ +-;;. 
Если увел1о1чивать количество точек деления, то число n будет бесконечно боль-

1 вм 
шим, а число -;; - приближённым к нулю. Поэтому отношение АВ отличается 

т 1 
от числа - на очень малое число -. 

n n 
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АС 
Аналогично получим: d1m < CN < d1 (т + 1); если d1 =---;-: 

( AC)m <CN< ( AC )(m +1) и !!!_ <CN <!!!_+_!_. 
n n nACnn 

CN т 

Глаsа2 

Итак, соотношение АС отличается от числа -;; на одно и то же очень 

1 ВМ CN 
малое число -;; . А это возможно, если АВ = АС . 

АВ АС 
Отсюда следует, что ВМ = CN . 

2. Отрезок х называется четВёртым пропорцио­
нольным трёх заданных отрезков а, Ьи с, если выnол­

няется равенство о: Ь = с: х. Для nостроения четвёр­
того пропорционального отрезка на стороне nроиз­

вольного угла от его вершины О откладываем отрез-

ки ОА= о, АВ= Ь,анадругойстоJХ>неугла -отрезок 

ОС= с (рис. 257). Соединив точки А и С, проводим 
ВX II АС. Отрезок сх- искомый, поскольку, nообоб- о 

ОА ОС 

щённой теореме Фалеса, АВ = СХ . Рис. 257 

1. Как форму ли уется обобщённая теорема Фале са? 
2. Сформулируйте следствие из обобщённой теоремы Фалеса. 
3. Как доказать nодобие треугольников по оnределению. 

!J1 РЕШИТЕ ЗАдАЧИ 
462'. По данным на рисунках 258 и 259 заnишите, в каком отношении точка О 

делит отрезок АВ. 

463'. Точка М делитотрезок РНв заданном отношении. Какой из отрезковдли н· 

нее- РМили МН, если: 

1) РМ : МН= 5: 2; 2) РМ : МН= З: 7? 

о о 

А в А в 

Рис. 258 Рис. 259 



ПО ОБИЕ ТРЕУГОЛЬНИКОВ 

D 

о 
о 

Рис. 260 Рис. 261 

464'. На рисунках 260 н 261 АВ 11 CD. Верно ли указаны длины отрезков? 
Объясните ответ. 

46S '. Настароне ВАуглаАВСотложнтеотрезкн ВМн МАдлнной: 
1) 2см н Зсм; 2) 5 см н 1 см; 3}4см н 2см. 

Через точки А н М проведите параллельные nрямые АС н МН. 

Как относятся отрезки ВН н НС? 

91 

466 '. Сколько отрезков надо знать, чтобы выяснить, пропорцнональны ли они? 

в 

А 

Рис. 262 Рис. 263 

467 '. На рисунках 262 и 263 прямая МNпараллельна стороне АВ треугольника 
АВ С. Подобны ли треугольники АВС н MNC! 
Объясните ответ. 

468". Отрезок АВ длиной d точка М делит в отношении т : n. Найдите длинь1 
отрезков АМн ВМ, если: 

1)d=10 cм,m=2,n=З; 2)d=16cм,m=З,n=1; 

3) d= 14см , т= 3, n=4. 

469". Начертите отрезок АВ, длина которого-
12 клеточек тетради. 
Разделите его по клеточкам в отношении: 

1) 1: 2; 2) 5: 7; 3) 2: 3. 

470: Раэд,е11ите ,Ааннwй отрезок АВ а отноше­
нии 3 : 4. 
По рисунку 264 составьте план построения. 

А 

Рис. 264 
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471 : Начертите отрезок ВСnронзвольной длины и разделите его в отношен~о~н: 
1)2 : 3; 2)1:4; 3)2:5. 

472: Оnределите, nропорцнональны ли отрезки о, Ь, с и d, длины которых соот­

ветственно равны: 

1) 8 см, Зсм, 24см и 9 см; 2) Sсм, б см, 10 см и 18,5 см; 
3) 7 см, 4см, 2,1 см и 1,1 см. 

473: К трём заданным отрезкам о, Ь и с nодберите четвёртый отрезок d так , 

чтобы они были nроnорциональными. 

Заданные отрезки имеют соответственно длины: 

1) 1,2,3; 2)6,3,4; 3)3,5,7. 
Сколько решений имеет задача? 

474: Начертите отрезок АВ длиной 9 клеточек тетради. Обозначьте на нём точку 
С на расстоянии о клеточек от точки А. Постройте по клеточкам отрезки, 

nропорциональные отрезкам АСи СВ, если: 

1)о ~2; 2)о~3; 3) а~4. 

475: Отрезки АВ и ВС лежат на одной nрямой и имеют длины: 
1)2 сми3см; 2) 1,5 смибсм; 3)5сми4см. 

Постройте отрезки МNи NK, проnорциональные двум заданным отрезкам. 

476: На сторонах углаАВеразмещены четыре точки: Рн Q - на стороне ВА, Е и 

F- на стороне ВС. Параллельны ли nрямые РЕ и QF, если: 
1) ВР~ РОи ВЕ~ EF; 2) ВО~ ОРи BF~ FE; 
3) ВР~ РОи BF~ FE; 4) ВО~ ОРи ВЕ~ EF? 
Вь~олннте рисунки н объясните ответ. 

477 •. Подобны ли треугольники АВС н AMN, если MN - средняя линия тре· 
уго~ьника АВС? 

478: Как проще всего nостроить треугольник, nодобный заданному? 
479: Параллельна стороне АВ= о равностороннего треугольника АВСпроведе· 

ны две прямые, nересекающие АС в точках Ми Е, а ВС- в точках Nн F. 
3 1 

MN= 40, EF= 2о. 

Начертите в тетради таблицу17 и заполните её . 
Таблица 17 

АВ 4см 

MN б см 

EF 3 СМ 

р- 12 см 

р"""" 9 см 

p t..EFC 10см 
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480. Отрезок АВ длиной о точка С делит на отрезки АСи СВ, отношение которых 
равно т: n. Выразите длины отрезков АСи СВ с помощью числа о, тиn. 

481 . Отрезок длиной d две его внутренние точки делят на отрезки, относящие­
ся, как о: Ь: с. Найдите длины этих отрезков, если: 

2 3 
1) d= 78см, о= 5• Ь=О,8, с= 4; 

3 
2) d~ 50 см, а~ 0,25, Ь ~ S, с~ 0,4 . 

.!lJ Если члены отношения заданЬI дробями, то приведите эти дроби к 
общему знаменатепю. Тогда чиспитепи попученнЬiх дробей будут 

соответствовать цепым значениям чпенов отношения. 

482. На продолжении отрезка АВ длиной dвзята точка N, при этом AN: BN= т: n. 
Найдите длины отрезков AN и BN, если: 

1) d= 5см, т= 3, n=2; 
2) d= 1б см, т= 5, n= 1. 

483. На рисунке 265 АМ 11 BN 11 СК 11 DP. 
Найдите длины отрезков MN, NK, КР, если: 
1) о= 2,5см, Ь= 4см, с=2см, МР= 12,5см; 

2) о= 10см, Ь= 1б см, с= 8см, МР= 50 см. 

484. Стороны угла А пересекают две параллельные 
прямые ВС и ОН, причём точка В лежит между 

точками А и О. Найдите: · 
1) АН,еслиАВ=Всм,АО= 1 2см,АС= 10см; 

3 
2) АО, если АС: АН~ 11 : 0,6, ВО~ 12 дм. 

485. На рисунке 266 АВ 11 DC U KL, AD: DK : KF ~ 
= 2 : 3 : 2. Найдите длины отрезков ВС, CL, LF, 
DC и KL, если: 
1)АВ= 70 мм, FC= 40 мм; 
2) АВ~ 21 см, FC~ 15см. 

Рис. 265 

F 

Рис. 266 

486. На стороне МОтреугольника МОNобозначена точка А на расстоянии о от 
вершины О. Найдите длины отрезков, на которые делит сторону ON nря ­

мая, проходящая через точку А nараллельне MN, если: 
1) МО = б см, ON= 9 см, а= 2 см; 
2) МО= 10 см, ON= 14 см,о=4см. 

487. Через точку Рна стороне АВ треугольника АВСnроведена прямая парал­
лельна стороне АС. Она nересекает сторону ВС в точке О. Найдите длину 

отрезка ВО, если: 

1) АР: РВ~ 5: б, ВС~ 22 см; 
2) АР: РВ~ 4: 3, ВС~ 2,8 дм. 
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488. Т очка делит сторону треугольника в отношении .r: у. Найдите отношение 
каждого нэ полученных отрезков ко всей стороне, если: 

1) .z~1,y~2; 2).z~2,y~3; 3).z~4,y~5. 

489. В треугольнике АВС три точки делят сторону ВС на четыре равные части . 

Через эти точки nроведены nрямые, nараллельные АС. Найдите Д!IИНЫ от­

резков этих nрямых, имеющих концы на сторонах треугольника, если: 

1)АС~ 1,6дм; 2)АС~ 124мм. 

490. Как nровести nрямую, nараллельную одной из сторон заданного треуголь­

ника, чтобы отношение периметров nодобных треугольников было равным: 

1 2 
1) 2' 2) 3? 

491 . Через вершину В nараплелограмма ABCD проведена nрямая, пересекаю­
щая nродолжение стороны AD в точке М, а сторону CD- в точке N. Найдите 
длину отрезка DM, если: 
1) АО~ 5, BN: MN~ 3: 2; 2) АО~ 3, BN: MN~ 0,2: 0,3. 

492. Постройте две окружности, имеющих внешнее касание, если их радиусы 
относятся, как: 1) 2: 3; 2) 3:4. 

493~ На отрезке АВ обозначены две точки О и Н (АО < АН). Полученные три 
части отрезка АВ. начиная с точки А, имеют длину о, Ь и с. Найдите, какие 

части отрезка АВ составляют отрезки АО, ОН, НВ, АН и ОВ. 

494~ Отрезок АВ имеет длину о. Т очки Ми Т расnоложены на nрямой АВ так, что 
точка М лежит на отрезке АВ и АМ: МВ = 2 : 3, точка Т не nринадлежит 
отрезкуАВиА Т: ТВ=4:3. 

Найдите расстояние между точками М и Т, если: 1) о = б см; 2) о= 10 см. 

495~ По данным на рисунке 267 докажите: 
1)o:c~b:d; 2)o:c~(o+b):(c+d); 3)c:o~(b - o):(d-c). 

496~ На рисунке 268 АВ 1 СО. 
1) Докажите, исnользуя теорему о nроnорциональных отрезках., что 
АО: 00 ~ 08: ОС; 

2) найдите АОи OD, если AD= 10 см , ОВ= 5 см, ОС= 3 см. 

497~ Отрезок MN с концами на сторонах АВ и АСтреугольника АВС, nараллелен 
его стороне ВС. Докажите, что медиана АА 1 делит этототрезок nоnолам. 

Рис. 267 

~D 
~ 

Рис. 268 

о с 

Рис. 269 
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498~ Прямая, nараллельная основаниям траnеции ABCD (рис. 269), пересекает 
• её боковые стороны в точках МиР, а диагонали- в точках Он Н. 

1) Равны ли отрезки МО и НР? 
МО ОР 

2) Дllя каждой ли траnеции выnолняется равенство: DC + АВ = 1? 

499~ Основания трапеции равны о и Ь. Одна из боковых сторон разделена на 

три равных отрезка, через точки деления проведены прямые, параллельные 

основаниям трапеции. Найдите длины отрезков этих nрямых, име10щих кон­

цы на боковых сторонах траnеции, если: 

1) .~/см, ь~ 10см; 2)а ~ 10см, ь~ 14 см. 1 
.!J ЕсАи в траnеции nровеАено неско11ько nрямwх, napallllellьнwx основа­

ниям, то через её верwину nровеАмте nряму10, nарu11е~~ьну10 ОАНО~ иэ 
боковых сторон. TorAa трапеция 6уАет раэАе11ена на парu11е11Оrрамм м 
треугольник. ЗаАача своАится к onpeAeneниiD AIIИH пара.11.11епьных 

отрезков в треуrо.11ьнмке. 

500~ В трапеции основания равны о н Ь (о > Ь). На одной нз боковых сторон 
обозначено пточек, которые делят её на равные части. Через эти точки nро­

ведены nрямые, nараллельные основаниям траnеции. Составьте форму11у 

для вычисления длины отрезков этих прямых, имеющих концы на боковых 

сторонах траnеции, если: 1) n= 2; 2) n = 3. в, _ _ _ А , 

(ПРИМЕНИТЕ НА ПРАКТИКЕ ) 

501 . Для уменьшения или увеличения отрезка в за­

данном отношении nрименяют проnорцнональ­

ный циркуЛь {рис. 270). Объясните, на чём осно­

ван nрннцнп его нсnопьэования. 

502. Улицы Садовая и Аnрельская начина10тся возле 
Ботанического сада. Их пересекают nараллепьные 

улицы Яблоневая и Вншнёвая . Расстояние между 

Садовой и Аnрельской до пересечения с Яблоне-
вой составляет 750 м, а с Вишнёвой - 1 км 250 м. А :_ _ ____ _"В 
По Садовой трамвай nреодолевает путь от Бота­

нического сада до Яблоневой улицы за 15 мин. 
Сколько времени ему nонадобится, чтобы доехать 

до Вишнёвой улицы, не изменяя скорости? 

503. Найдите расстояние между двумя усадьбами 
{обозначим их А и 8), расnоложенными на nро­

тивоnоложных берегах реки (рис . 271), еслн 
АМ 11 ВНн СА~ 4 м, СМ~ 5 м, МН~ 35 м . 

504. Длина тени от башни равна 24 м, в это же время 
дня вертикальный шест высотой 1,2 м отбрасы­
вает тень длиной 80 см. Какова высота башни? 

Рис. 270 

Рис. 271 



§ 11. ПЕРВЬIЙ ПРИЗНАК ПОДОБИЯ 

ТРЕУГОЛЬНИКОВ 

Глава2 

~ Для того чтобы установить подобие двух тре· 
угольников по определению, необходимо убедиться, что в них соответствен· 

ные углы равны и сходственные стороны пропорционалъны. На практике 

это неудобно, поэтому используют npuзн.arlu подобия mpeyzoльн.urloв. 

[
Теорема (признАк nодобия треугольников по двум углам). 

Если два угла одного треугольника соответственно равны двум 

углам другого треугольника, то такие треугольники подобны. 
------ ----

Да но : ~АВСи~А, В, С, (рис. 272), LA= L A,, L B= L B,. 

Доказать : .6.АВС{\,} .6.А,В, С, . 

с, 

Рис. 272 

с, 

в в, 

Рис. 273 

1 
Д о к а з а т e.n ьст а о . Совместим наложением.6.АВСна .6.А 1 В1 С1 так, чтобы 

• угол А совместился с углом А , (рис. 273). Это возможно, nоскольку 
~ = L A,. Тогда стороны АВ и АС будут лежать соответственно на лучах 

1 А, В, и А, С, . Прямые ВСи В,С, образуютссекущей А,В, равныесоответствен-
ные углы: LA,BC= L A,B,C,. Из nризнака параллельности прямых следует, 

1 что, вс п в,с, . 
1 По следствию из обобщённой теоремы Фалеса, прямая ВС, параллельная 

стороне В, С, , отсекает от треугольника А,В, С, подобный треугольник. По­

этому !J.ABC {\,} .6.А,В , С, . 

Следствие. Равносторонние треугольники подобны. 

Действительно, в равносторонних треугольниках все углы - по 60". 
Поэтому треугольники подобны по двум углам. 
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3 а д а ч а . В трапеции ABCD диагонали АС и 
BD пересекаются в точке О {рис. 274). 
Докажите, что I:!AOB (\) I:!COD. 

Ре w е н и е . Рассмотрим треугольники АОВ 

и COD. В них: LAOB = L COD как вертикаль­

ные, L ОАВ= LOCD как внутренние разносто­
ронние nри параллельных прямых АВ н CD и 
секущей АС. Следовательно,I:!АОВ (\) I:!COD по 

& 
А В 

Рис. 274 

двум углам. / 
~ Для того чтобы доказать подобие двух треугольников: 

1) выделите их ва рисунке; 
2) докажите равенство двух пар соответствевиых углов; 
3) сделайте вывод: треугольники подобВЪI по двум углам. 

@J УЗНАЙТЕ 60ЛЬШЕ ) 

1. На свойствах подобных треугольников базируется nрннцнп построения но­
.могро.м.мы- специального чертежа, при помощн которого, не выполняя расчё· 

тов, можно найти корнинекоторого уравнения. Рассмотрим задачу. 

3 а д а ч а . К заданному отрезку АВ в его концах и с 

одной стороны от него nроведены два nерnенднку­

ляра АМ = о н BN = Ь, а также отрезки МВ и NA, 
nересекающнеся в точке О. Расстояние от О до АВ 

равно .r. Найдите зависимость .rот о н Ь. 

Ре w е н м е. Пусть точка К (рис. 27 5) - основание 

nерпендикуляра, nроведённого нз точки О к nрямой 

АВ. По условию задачи, АМ .l АВ, BN .l АВ. 
Тогда: 

м 

Рис. 215 

r АК 
1) в прямоугольном треугольнике ABN ОК 11 BN, отсюда Ь = АВ ; 

r КВ 
2) в прямоугольном треугольнике ВАМ ОК 11 АМ, отсюда -; = Ав. 

Сложив полученные равенства имеем:..=_+~ = АК + КВ = АВ = 1 
' Ь а АВ АВ ' 

то есть ~ + ~ = 1. Отсюда 2_ +2_ =...!.. . 
ь Q ь Q :r 

Получили уравнение , выражающее ис комую зависимость. 

Дпя его прнближённого решения можно на листе в клеточку или миллиметро­

вой бумаге построить (аналогично рис . 27 5) отрезки о н Ь заданноН дпины и 
измерить расстояние .r- это н будет искомый корень уравнения. 

Такие номограммы можно исnользовать в задачах по физике , в частности в раз­

деле •Оnтика• . 
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ВСПОМНИТЕ ОСНОВНОЕ 

1. Сформулируйте и докажите nризнак nодобия треугольников по двум углам. 
2. Почему равносторонние треугольники подобны? 
3. Объясните, как доказать nодобие двух треугольников. 

f!l РЕШИТЕ ЗАдАЧИ 
505'. По данным на рисунке 27 б укажите две пары соответственно равных углов 

треугольников. Подобны ли данные треугольники? По какому признаку? 

Сделайте соответствующие заnис и. 

506 '. На рисунке 277 заданы элементы треугольников DFEи АВС. Подобны ли 

эти треугольники? 

j>~ 
D В 

~Ll 
Е D С А 

Рис. 216 Рис. 277 

507'. Начертите два равнобедренных треугольника, не являющихся подобными. 

508'. Начертите два прямоугольных треугольника, не являющихся nодобными. 

509". Найдите на рисунках 278 и 279 nодобные треугольники. Объясните, nоче-

му они nодобны. 

510: В треугольниках КLМи РОНесть углы, равные аир. Начертите в тетради 
таблицу 18 и заnолните её по образцу, указанному в первом столбце. 

511 : Два угла D.АВСи два угла L\МНТсоответственно равны: 
1) 23 ' н 77 ' , 77 ' н 23 ' ; 
2) 105' н 15' , 15' н 105' ; 
3) 30' н go· , 30 ' н БО ' . 

По/ы ли эти треугольники? 

с 

!ь 
в А Р В 

Рис. 278 Рис. 279 
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Табл и ца 18 

" ~ " ~ " 1! " ~ 

LK LL LL LK LM LK LL LM 

LP LO LH LO LP LH LP LO 

t> KLM ro f> POH 
по двум углам 

512•. Отношение двух углов одного rреугольника равно отношению двух углов 
другого треугольни ка. Почему нельзя утверждать, что такие треугольники 

nодобны? 

513•. AABCro АА 1 В1 С1 • Найдите стороны и углы треугольн иков , если : 
1) L A = L B1 = 60· , АВ= 2 см, А 1 С1 = б см; 

2) L B= LC= 60•, А 1В1 = 2 см, АС= 4 см; 
3} L B=LC= 60", ВС=9см, А 1 В1 =3см. 

514•. В треугольниках АВС и KLM; L A = L K, L B = L L, АВ= с, ВС = с+ 2, 
АС= с- 2, KL = nc. Найдите стороны rреугольников, если: 

3 
1) с= Sсм , п= 3; 2) с= б см, п= 4; 3) с= 8см, n=2. 

515: Равнобедренные треугольни ки nодобны , если они имеют по равно­

му углу nри: 1) основании ; 2) вершине . Докажите это. 

516: Подобны ли равнобедренные треугольники, в одном из которых угол меж­
ду бо ковыми сторонами равен а, а в другом - р, если; 

1) а = 52' , р = 64'; 2) а= 43 ' , р = 68 ' 30'; 3) а = 105' , р = 38' 30'? 

517: Прямоугольные треугол ьники с равным острым углом подобны . 
Докажите это. 

518: Докажите , что данные прямоугольные треугольники подобны; 
1) МВСи 8 КВА(рис. 280); 2) t>OKA и 8ВАС(рис. 28 1); 
3) ММNи t> CAB (рис. 282). 

с с 

А В 
Рис. 280 Рис. 281 Рис. 282 
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519: Подобны ли nрямоугольные треугольники, в одном из которыхострый угол 
равен а, а в другом - Р,, если: 

1) а~ 42' , ~ ~ 48 ' ; 2) а~ 23', ~ ~ 77'; 3) а~ 35'30', р ~ 54' 30'? 

520:Раано6е.-реннwе npямoyrOIIIJHIIfe тpeyrOIIIIoHHKM ПОАО6нt.t. Докажите ЭТО. 

521 : По основаниям о м Ь трапеции onpeAellмte, в каком отношении Ae­
IIRT AMBГOHaJIM АРУГ Apyra, 

522". В равнобедренной траnеции АВСDосноаания ВСи AD равны о и Ь. Диаго­
нали АСи BD равны с н пересекаются в точке О. Найдите nериметры треу­

гольников ВСО и ADO, если: 
1) о= 32 мм, Ь= 52 мм, с= 48 мм; 2) а= О,Sдм, Ь=О,Здм, с=О,8дм; 

3) а=Зсм, Ь= 8 см, с= 7см. 

523: Боковые стороны АDи 8Страnеции АВСDпродопжены до их nересечения 
AD ВС АВ 

в точке О. Докажите, что АО = 
80 

= DC • 

524. По данным на рисунках 283- 285 докажите nодобие этих треугольников. 

А&~ 
А К В А МВ А В 

Рис. 283 Рис. 284 Рис. 285 
525. Докажите, что треугольники с соответственно параллельными сторонами 

nодобны. 

526. Высоты АЕ н CD треугольника АВС пересекаются в точке Н. Найдите эти 
высоты, если их сумма равна 18 см, АН= 8 см, СН = 4 см. 

527. Периметр равностороннего треугольника равен Р. Через точку пересече­
ния его медиан проведена nрямая, nараллельная стороне . Докажите, что 
длину отрезка d этой nрямой с концами на сторонах треугольника можно 

2Р 
вычислить по формуле: d = 9. 

528. В треугольнике со сторонами а, Ь, с nрямая nересекает угол А и отсекает от 

него трапецию с периметром Р. Найдите меньшее основание трапеции, если: 

1) а= ЗОсм, Ь= 20см, с= 15 см, Р= 6Зсм; 

2} о= Ь= с= 18 см, Р= 50 см. 

529. Докажите, что через вершину большего угла разностороннего треуголь­
ника всегда можно провести nрямую, отсекающую от данного треугольни­

ка подобный ему треугольн1о1к. 
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530. Через точку М на стороне треугольника АВС проведена прямая, отсекаю­
щая от него подобный треугольник. Сколько реwений имеет задача? Рас­

смотрите случаи, когда ~ВС: 

1) разносторонний; 2) равнобедренный; 3) равносторонний. 

531 . В равнобедренный треугольник с основанием о и боковой стороной Ь вп? 
сана окружность. Найдите расстояние между точками касания окружности 

с боковыми сторонами треугольника, если 

1)о=бсм,Ь = 10см; 2)о=10см,Ь=13см. 

532. Докажите, что расстояние d между точками касания вписанной окружно­
сти с боковыми сторонами Ь равнобедренного треугольника с основанием 

а{>ь - а) 
. о можно вычислить по формуле: d = -

2
-.-. 

533. В равнобедренный треугольник с основаннем о н боковой стороной Ь вnи­
сана окружность с центром О. Найдите отноwенне отрезков высоты, прове­

дённой к основанию треугольника, на которые она делится точкой О(начн-

ная с верwнны), если: 1) о= 12 см, Ь = 10 см; 2) о = 10 см, Ь= 13 см. 

534. Докажите, что в ПОАо6ных тpeyгoJittHИKilJt соответственные высоты 
относятся, как стороны, к которым они nроведены. 

535. В двух подобных треугольниках есть равные между собой высоты. Почему 
нельзя утверждать, что эти треугольники равны? 

536. Докажите, что в nодобных треуго11ьниках соответственные биссек­
трисы относятся, как стороны, к которым они nроведены. 

537. Треугольники А1 81 С1 и АВСподобны {k= 1,5). Найдите длины биссектрис 
углов С1 и С этих треугольников, если их разность равна 4 см. 

538. Диагонали АСи 8Dтрапеции АВСDпересекаются в точке О. Найдите дли­
ны оснований трапеции, если её средняя линия равна 24 см. При этом изве­

стно, что: 1) СО: АО= 1 : 3; 2) ВО: DO= 3: 5. 

539. В четырёхугольнике ABCD с nрямыми углами В и D nроведена диагональ 
АС, а из её nроизвольной точки М- nрямые ML и MN, соответственно nep­

ML MN 
nендикулярные к прямым ВСи AD. Докажите, что АВ + СО = 1. 

540. Две окружности радиусов R1 и R2 имеют внеwнее касание. Их общая внеw ­
няя касательная nересекает линию центров в точке М. Найдите расстояния 

от центров этих окружностей до точки М, если: 

1) R1= 4см, R2 = б см; 2) R1= 3см, R2= б см. 

541 : Докажите, что треугольники с соответственно nерnендикулярными сторо­
намн nодобны. 

542: Докажите, что расстояние от точки пересечения медиан треугольника до каж­
дой из его сторон в три раза меньwе, чем длина соответствующей высоты 

треугольника. 
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543: В равнобедренном треугольнике с основанием АВ= а через середину вы­

соты СD проведены nрямые АКи BL (К Е ВС, L Е АС). Найдите длину отрез­

ка KL, если: 1) о = 3 см; 2) о= 4 см; З) а= 5 см. 

544: Докажите, что высоты треугольника обратно проnорцмонапьны сто­
ронам, к которым они проведены. 

545: Найдите соответственные высоты двух nодобных треугольников с коэф­
фициентом подобия k, если: 

2 
1)суммаэтих высот равна 36, k= 2; 2) разность этих высот равна 10, k= 3. 

546~ В окружность радиуса R вписан треугольник АВС со сторонами ВС = о и 
АВ = с. Докажите , что высоту hь к третьей стороне треугольника можно 

ас 

вычислить по формуле: hь = 2/i . 
547: На окружности с центром О и радиусом R, в которой nроведены два взаим­

но перпендикулярных диаметра АВ и CD, взята точка К. Хорда АКпересека­

ет диаметр СОв точке М, а nрямая ВК- его продолжение в точке N. Докажи­

те, что OM·ON= R2. 

548~ В треугольник АВСсо сторонами АС = Ь и ВС= а вnисан ромб СКLМтаким 
образом , что К Е АС, L Е АВ, М Е ВС. Докажите, что сторону z ромба мож­

аЬ 
но вычислить по формуле: z = 

0 
+ ь . 

549~ В треугольнике АВСс туnым углом Впроведены высоты ВО и СМ. Докажи­
те, что треугольники А8Си АDМnодобны. 

550~ Основания траnеции ABCD равны о и Ь (о> Ь), L ADC -туnой. Найдите квадрат 
длины диагонали АС, которая делит траnецию на два nодобных треугольника. 

( ПРИМЕНИТЕ НА ПРАКТИКЕ ) 

551 . Трёхэтажный дом на фотографии имеет высоту 8 мм. Зная, что его настоя­

щая высота равна 13 м, а глубина камеры фотоаnnарата- 12 см, оnредели­
те , на каком расстоянии от дома находился фотоаnnарат. 

552. В треугольнике АВСвсе вершинынедостуnны (рис. 286). Как определить дли­

НЬI всех его сторон? 

____;i 53. На участке дороги длиной 320 м nодъём оди­
наковый. На концах участка есть отметк и 

186,5 м и 194,9 м. Какая отметкадолжна сто­

ять на расстоянии 120 м от начала nодъёма? 

554~ Из nосёлка выходят три дороги в наnравле­
ниях: 1) юга-заnадном; 2) южном; 3) юго-юго­

восточном. Какой бы дорогой ни шёл nешеход 

из посёлка, отношение его расстояний до двух 

других дорог остаётся nостоянным . Объясни-

те, nочему. 

с 

/\ 
' ' ' ' .! ------ --- · 

А В 

Рис. 286 
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§ 13 ВТОРОЙИ1РЕТИЙ е ПРИЗНАКИ ПОДОБИЯ 

ТРЕУГОЛЬНИКОВ 

В вы уже знаете, что равенство треугольников 
можно установить по двум сторонам и углу между ними либо по трём 

сторонам. Признаки подобия треугольников аналогичны . Но в данном 

случае нужно определить не равенство, а пропорциональность соответ. 

ственных сторон двух треугольнииов. 

Теорема (признак rюдобня трсуголышков 

гю двум сторонам и углу между ними). 

Если две стороны одного треугольника пропорциональны 

двум сторонам другого треугольника и углы, образованные 

этими сторонами, равны, то такие треугольники подобны. 

д а н о : .1-АВС и .1-А , в,с, (рис. 287), 

АВ АС 

А,В, = А,С, , L A = L A,. 

До каэ~ ть: .1.ABC ru.1.A
1
8

1
C

1
• 

Доказат е льство . Пусть 

А ,В, = kAB= kc, А, С,= kAC= kb. 
Отпожим на стороне А 1 В 1 треугольни­

с, 

с 

ка А 1 81 С1 отрезок А 1 82 = АВ = с А 

(рис. 288). Через точку 8
2 
проведём 

1 nрямую В2С2 11 81 С1 • Имеем треуголь­

В А 1 
Рис. 281 

ник А 1В2 С2 , который по следствию из теоремы Фалеса, 

nодобен треугольнику А 181 С1 • 

А,В, А,С, В,С, А,В, А,С, 

Следовательно, А,В, = А,С, = в,с, Отсюда А,В, = А,С, . 

Подставим в эту nропорцию известные длины сторон 

и сократим nолученные дроби . 

Имеем: ~ = А,С1 1 = А,С2 
• Отсюда А С = Ь. 

kc kb ' Ь 1 2 

в, 

Из равенства треугольников АВС и А ,82 С2 и nодо­
бия треугольников А ,В2 С2 и А , В, С, следует , что 

~ .1-ABC ru .1-А , В,С, . 

А 1 С 82 В, 

Рис. 288 
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Следствне. Прямоуrот.ные треугольники с соответственво пропорцио­

иальв:ым:и: катетами подобны. 

Действительно, в прямоугольном треугольнике между катетами за­

ключёв прямой угол, а прямые углы равны. Поэтому прямоугольные 

треугольники с соответственно пропорциональными катетами подоб­

вы по двум сторонам и углу между ними. 

Теорема (nризнак подобия треугольников по трём сторонам). 

Если стороны одного треугольника пропорциовальны сторо­

нам другого треугольника, то такие треугольники подобны. 

Д а и о : L\ABC и дА, В, С, (рис. 289), 

АВ АС ВС 
-=-=-
А,В, А,С, В,С, . 

Доказать : ААВС сu дА,В, С,. 

Доказатедьство . 

Пусть: А,В, = kAB= kc, А , С,= kAC= kb, 
В, С,= kBC= ka. 
Отложим на стороне А, В, треугольника 

А,в, с, отрезок А ,В2 =АВ= с (рис. 2-90). 
Через точку 8

2 
проведём nрямую 82С2 А В,С,. 

Получим треугольник А 182С2 , которыi1 по 

следствию иэ обобщённо~ теоремы Фале­

са подобен треугольнику А181 С1 • 
А,В! А,С2 BICI 

Следовательно, А,В. = А,С, = в.с, . 
Далее получаем: 

...:._ = A,CI = B!Cz 'ИЛН 1= A,CI =!!1;_. 
kckbka Ьо 

ОтсюдаА 1 С2 = Ь, В2С2 =о. 

Следовательно, А,С2 =АС и В2С2 = ВС. 

Рассмотрим А.4 182С2 и L\ABC. 

В них А,82 =АВ= с по построению, 

с 

А, С, =АС= Ь и 82С2 = ВС= о по доказанному. 
Следовательно, М,82 С2 = L\АВСпо трём сторонам. 

с. 

в, 

Рис. 289 

с, 

Рис. 290 

Иэ равенства треугольников АВСи А182С2 и подобия треугольников А182С2 и 
А, В, С, следует, что L\ABC cu L\A ,B, с, . 
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6): 3 а д а ч а . В каждом из треугольников АВС 
и RST (рис. 291) медиана, nроведённая к 
большей стороне, равна половине этой сто­

роны. Подобны ли заданные треугольники, 

если АС= 9, АК= 7 ,5, TR = 6, MR= 5? 
Ре w е н м е . Медианы СК и ТМ отсекают 

от треугольников АВС и RST соответствен­
ноd.АСКи!1RТ/t1. В каждом из них известны А 

три стороны: АС= 9, АК= КС= 1 ,5; RT= 6, 
Rм~ мт~ 5. 

IOS1 , 

в 

Рис. 291 

Выясним, nропорциональны ли сходственные стороны этих треугольников: 

АС 9 3 АК КС 7,5 3 
RT =5=2, RM ~ MT ~-=l . 

Следовательно, d.ACK cv !1RTM по трём сторонам. Из подобия этих тре­

угольников следует, что L A = L R. 
АС 3 АВ 2АК АК 3 

Рассмотрим!1.48Си!1RSТ.Уних: LА= LR, RT =2, -,;s= 
2

RM = RM =2· 
Следовательно, tJ.ABC cv tJ.RSTno двум сторонам и углу между ними . 

.!lJ Решая задачи, помиит"е: 
1) eCJiи на рисунке нет нужной пары треугольников, то для их получе­
ния проведите вспомогательные отрезки; 

2) иногда необходимо доказать подобие нескольких треугольников. * УЗНАЙП БОЛЬШЕ ) 
1. Вы, наверное, заметили, что признаки подобия и признаки равенства треу­

гольников имеют много общего. 

Пользуясь таблицей 19, сформулируйте попарно nризнак равенства и признак 
подобия треугольников. Чем отличаются соответствующие признаки? 

Таблица 19 
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2. Исnользуя nризнаки nодобия треугольников, можно 
доказать, что точка nересечения высот треугольника Н, 

точка nересечения его медиан М и центр оnисанной 

окружности Олежат на одной nрямой (рис. 292). Эту nря­

мую называют прямой Эйлера в честь великого матема­

тнкаХVIII в. Леонарда Эйлера{1707 - 1783). Он родился 
в Базеле (Швейцария), в 1727 - 1741 гг. работал в Пе-

Глаеа2 

с 

тербурге, затем- в Берлине, ас 1766 г. - снова в Петер- А .IL-- --U_.-"--'"" 8 
бурге . С его работами связаны выдающнеся достижения 

во всех областях математики, в механике, физике, астро­

номии. Теорему о nрямой, nолучившейего имя, Л. Эйлер 

сформулировал, доказал н оnубликовал в 1765 г. 

ВСПОМНИТЕ ОСНОВНОЕ 

1. Сформулируйте н докажите nризнак nодобия тре­

угольников по двум сторонами и углу между ними. 

2. Почему nрямоугольные треугольники с nроnорцио­

нальными катетами nодобны? 

З . Сформулируйте н докажите nризнак nодобия тре­

угольников по трём сторонам. 

!J1 РЕШИТЕ ЗАдАЧ И 

Рис. 292 

Леонор~ Эйлер 

555 '. По данным на рисунке 293 укажите соответственно равные углы н соответ­

ственно nроnорцнональные стороны треугольников. Подобны ли эти тре­

угольники? По какому nризнаку? Сделайте соответствующие заnиси . 

556 '. На рисунке 294 указаны элементы треугольников DEFи АВС. Подобны ли 
заданные треугольники? 

557 ', Стороны треугольника равны 5 см и 8 см, а угол между ними - 50°. Приве­

дите nример nодобного ему треугольника. 

558 '. По данным на рисунке 295 укажите соответственно nроnорциональные сто­

роны треугольников. Подобны ли эти треугольники? По какому nризнаку? 

Сделайте соответствующую заnись . А"( 

К М Е 10 7 ,5 F О ВР.ё 
ka 

в с 

kc 

~ 'N 
м . kb 

Рис. 293 Рис. 294 Рис. 295 



ПОДОБИЕ ТРЕУГОЛЬНИКОВ 107~ 

с 

в 

Рис. 296 Рис. 297 Рис. 298 

559 '. На рисунке 29б указаны элементы треугольников МОNи АВС. Подобны ли 
заданные треугольники? 

560 '. Стороны треугольника равны 5 см, б см и 9 см. Какие стороны могут быть в 
nодобном ему треугольнике? 

561". Найдите на рисунках 297 и 298 nодобные треугольники. Объясните, nоче­

му они nодобны. 

562". В треугольниках КLМн РОНодин из углов равен а. Какие две стороны в 
них должны быть соответственно проnорциональны, чтобы треугольникн 

был н подобны? Начертите в тетради таблицу 20 н заполните её по образцу, 

указанному в первом столбце. 

" 2 стороны 

L K о =KL 1 Ь =КМ 

L P ko =POi kь =РН 
t. KLM N6POH 

по двум ·сторонам 

н углу между ним н 

" 
L L 

L H 

Таблица 20 

2 стороны " 2 стороны 

о= l ь = L M о= l ь = 
ka = l kь = L P ka = l kь = 

563". В первом треугольнике две стороны равны 5 см и 8 см; во втором - б см и 

12 см; в третьем- 10 см и 16 см. Углы, заключённые между этими сторона­

ми, равны . Какие и"з заданных треугольников подобны? Объясните ответ. 

564". В треугольннке АВС на сторонах АВ и АС взяты точки D н Е. Подобны ли 
треугольники АВС и ADE, если: 

1)А8= 12 см, АС= 15 см, BD = 2 с м, СЕ= 7 см; 
2)АВ= 15 см, АС= 18 см, BD = 3 см, СЕ= 8 см ; 

3) АВ = 20 см, АС= 21 см, BD = 10 см, СЕ= 10,5 см? 

565". В треугольниках АВС н KLM: L A = L K, АВ = с, ВС = с+ 2, АС= с- 2, 
KL = nc, КМ= nc- 2n. Найдите стороны треугольников , если: 

з 
1) с=5см,п=3; 2)с=бсм,п= 4; З) с=8см , п=2. 

566". Подобны ли два равtюбедренных треугольника, если боковая стщюна и осtю­
ванне одного нз Hl:f.X. nроnорциональны боковой стороне и основанню другого? 
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567: Какие из трёх nрямоугольных треугольников nодобны, если их катеты равны: 
Зсм и 4см; Sсм и 12см; 45 мм и б см? 

568: В nрямоугольнике ABCD точки Р и Т делят диагональ АС на три равные 
части . Из этих точек nроведены перnендикуляры к стороне АВ. Найдите пе­

риметры всех nолученных прямоугольных треугольников, если: 

1) А8=1бсм,8С=б3см,АС=65см; 
2) АВ= 8 см, ВС= 15 см, АС= 17 см; 
3) АВ= 7 см, ВС= 24 см, АС= 25 см. 

569: В равнобедренной траnеции ABCD диагонали АС и BD равны с и делятся 
точкой О их пересечения в отношении т: n. AD- ВС = 4 см. 

Найдите основания траnеции и nериметры треугольников ВСО и ADO, если: 
1) с= 42 мм, т= 8, n= 13; 2) с= 0,8 дм, т= 5, n= 3; 
3} с=7см,т=2,п=5. 

570". Какие из трёх треугольников nодобны, если их стороны равны: 
8см, 10см, 14см; 12см, 15см,21см; 1бсм,20см,30см? 

571 ". Стороны одного треугольника равны а, Ь и с. В подобном треугольнике 
наименьшая сторона равна d. Найдите его стороны, если: 
1) о= 7 см, Ь= 9 см, с= 12 см, d= 21 см; 
2} о=17см,Ь=8см,с=15см,d=5бсм; 
3) о= б см, ь = 5 см, с= 9 см, d= 25 см. 

572: Основание равнобедренного треугольника равно Ь, боковая сторона- а. 
В nодобном треугольнике основание равно с. 

Найдите его nериметр, если: 

1) о=18см,Ь=12см,с=бсм; 2} о=5см,Ь=8см,с=12см; 

3) о=25см,Ь=14см,с=28см . 

573". Периметры двух тупоугольных треугольников относятся, как т: n. В пер­
вом треугольнике большая сторона равна о. Найдите большую сторону дру­

гого треугольника, если: 

1) о=24 мм, т= 2, n=3; 2) о = 1,5дм, т= 5, n=3; 
3) о=12см,т=3,п=4. 

574. В треугольниках АВС и A18 1C1L A= L A1; АВ · А 1 81 =АС · А 1 С1 . 

Докажите, что .1.ABCm .1..4
1
8

1 
С1 • 

575. Докажите, что в подобных треуrоnьнмках соответственные медиа­
ны относятся, как стороны, к которым они проведены. 

576. Два nодобных треугольника имеют по равной медиане, которые равны меж­

ду собой. Почему нельзя утверждать, что эти треугольники равны? 

577. Стороны угла А одна прямая nересекает втачках К и L, а другая nрямая- соот-
1 

ветственновточках Ми N, nриэтом KL: MN= 5:0,25. КМ= 3 см. Какойдлины 

должен быть отрезок АК, чтобы заданные nрямые были nараллельны? 
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578. Высота треугольника делtоП сторону в отношении т: л. В каком отношении 

серединный nерnендикуляр к основанию делит боковую сторону, если: 

1) т= 5, n =9; 2) т= 3, n= 5? 
579. В остроугольном треугольнике АВСnроведены высоты ВНи СМ. 

Докажите , что ААВС cu ААМН. 

580. Медиана АА1 треугольника АВС образует со стороной L AA1 С = LВАС. Чему 
равно отношение квадратов сторон ВС и АС зтого треугольника? 

581. Т очка Е-. середина стороны ВС nараллелогР:амма ABCD. Отрезок АЕ nере­
секает диагональ BD в точке К. 

Найдите отношение отрезков:--1Т АК и КЕ; 2) ВК и KD. 

582. На nродолжении стороны АВ (за точку В) nараплелограмма ABCD взята 
точка F. Прямая DF nересекает диагональ АС в точке Е. 

Найдите длину отрезка BF, если АВ= 10 см, АЕ: СЕ= 4,5: 3. 

583. Высота ВМ равнобедренной траnеции ABCD делит диагональ АС в отно­
шении т: n. В каком отношении она делит сторону AD, если: 
1)m ~ 1,n ~2; 2)m~1,n~1? ' 

584. Подобны ли два nрямоугольных треугольника, если в них отношение: 
1) гиnотенуз равно отношению радиусов оnисанных окружностей; 
2) двух катетов равно отношению радиусов оnисанных окружностей; 
3) гиnотенуз равно отношению радиусов вnисанных окружностей? 

585~ Прямоугопttнwе треуrопttнмкм с. соответственно пропорцмонаllttНЫ­
мм катетом м гипотенузой подобны. Докажите зто. 

586~ По стороне о треугольника оnределите расстояние между точками, деля­
щими две другие стороны в отношении 1 : т, начиная от стороны о. 

587~ В треуrольник вnксан nрямоугольник, nри этом е го диагонали соответствен­
но nараллельны боковым сторонам треугольника. Найдите отношение, в 

котором вершины nрямоугольника делят боковые стороны, начиная с вер­

шин основания. 

588~ Из вершины туnого угла ромба nроведены две высоты. Расстояние между 

концами высот равно nоловине большей диагонали. Найдите углы ромба. 

589~ По основаниямонЬтраnеции {о > Ь) оnределите: 
1) расстояние между точками, делящими боковые стороны в отношении 
1 : т, начиная от меньшего основания; 
2) длину отрезка, nроходящего nараллельна основаниям через-точку nере­

сечения диагоналей; 

3) длину отрёзка, который nроходит nараллельна основаниям через точку 
nересечения nродолжений боковых сторон н нмеет концы на nродолжениях 

диагоналей. 

590~ Отрезок с концами на 6оковwх сторонах трапеции проХОАИТ через 

точку пересечения днагонапей м парап11епен основаниям. Докажите, 

что этот отрезок де11ится точкой пересечения днагонапей попо11ам. 



~ ··() Глаеа2 

591 ~ Основания траnеции относятся, как т : n. Середина О одного из оснований 
соединена отрезками с концами другого основания. Отрезки nересекают диаго-­

нали трапеции в точках Ми N. Найдите расстояние между этими точками, если: 
1) точка О лежит на меньшем сенованн и трапеции, m= 1, n = 4; 
2) точка О лежит на большем основании трапеции, т= 2, n = 3. 

592~ Две окружности nересекаются в точках А и 8. Касательные к окружностям 
в точке А пересекают окружности в точках М и N. Докажите, что середины 
хордАМ и AN, а также точки А и В лежат на одной окружности. 

593 ~ Высота ВНтреуrольника АВС делит медиану АМ в отношен~о~и 3 : 1, считая 
от вершины А. В каком отношении точка Н делит сторону АС? 

594~ Медиана ВМ делит высоту АН треугольника АВС в отношении 3 : 1, считая 
от вершины. В каком отношении эта высота делит медиану ВМ? 

( ПРИМЕНИТЕ НА ПРАКТИКЕ ) 

595". На рисунке 299 вы видите дачный столик 

в поперечном разрезе. AD и ВС- две из 

четырёх его ножек. АО = ВО= 52 см, 

ОС= OD = 88 см, EF- разрез горизон­

тальной nоверхности стола, GH- линия 

nола. Объясните, nочему nри таком строе­

нии столика nрямые ЕFи GНпараллельны. 

596. Как найти расстояние между двумя пунк­

тами А и В, разделёнными nреградой? 

597. В определённое время длина тени от двухметровой жерди была 1,4 м, а 

тени от дерева (если измерять от ствола) - 9,3 м. Оnределите высоту дере­

ва, если известно, что диаметр ствола на уровне земли равен 8,3 м. 

598. Почему днём по длине тени можно оnределить высоту дерева, а ночью по 
длине тени от фонаря - нельзя? 

599 ~ Для того чтобы разделить отрезок АВ на три равные части, на луче AD, не 
совnадающим с АВ, отложили равные_отре;ки АЕ н ЕК. Затем на луче КВ 
nостроили точку Т так, чтобы КВ= ВТ. Прямая ТЕ разбила отрезок АВ в 

отношении 2: 1. Получили, что меньший нз искомых отрезков равен трети 

АВ, а больший- делится поnолам. Обоснуйте такое построение . . ~ I~· .. :. ., ~-~ . - ~ -':· .,. 
-·~ " t ... ~- "': 

.. . \ ,_..,..-"F-"·-' ~~---
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§ 14 ПРИМЕНЕНИЕ е ПОДОБИЯ 

'П'ЕУrОЛЬНИКОВ 

~:f;i[.Иiiij ~ Проведём высоту 
CD к гипотенузе АВ в прямоугольном тре-
угольнике АВе (рис. 300). Она делит гипоте­
нузу на отрезки AD и BD, которые называ­
ются проекциями катетов па гипотенузу . 

~ Если стороны треугольника обозначены А 
малыми буквами (рис. 300), то nроекции 
катетов а и Ь на гипотенузу с обозначают 

соответственно: а и Ь. 

с 

о 

Рис. 300 

в 

lJ Существуют ~и з;висимос ·!1 между проекциями катетов на гипоте­
нузу и сторонами пря.моуi·ольного треугольника? Да, существуют . 

Одна из этих зависимостей очевидна: а + Ь =с. ДругИе зависимости 
требуют доказательства. < • 

Отрезок х называется средпим пропорц.иин,альпым между 

отрезками а и Ь, если выnолняется равенство а: х = х: Ь . 

Из определения следует, что .r- аЬ. То есть квадрат среднего проnорци­

онального между двумя отрезкаi\-JН равен произведению этих отрезков. 

В nрямоугольном треугольнике можно выделить три средних про-

nорциональных: высоту, проведённую к гипотенузе, и оба катета. 

Теорема (о средних nроnорциональных 

в прямоугольном треугольнике). 

В nрямоугольном треугольнике: 

1) .высота, nроведённая к гиnотенузе, является 
средним пропорциональным r.:tежду проекциями 

катетов на гипотенузу; 

' 

2) катет является средним пропорциональным 
МеждУ гипотенузой и его проекцией на гипотенузу. 

, Д а н о : МСВ (рнс. 301), LC~ 90", 
СН- высота. 

1 Доказать : 1) СН2 =АН · ВН; 

2) ВС'~ ВА · ВН нАС' ~ АВ · АН. 

в 

С А 

Рис. 301 
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Доказательство . 

+ 1) дAHC rv I:!CHB no двум углам. 
Действительно, они имеют по nрямому углу и LACH= L СВН. 

1 АН СН 
: Из nодобия треугольников следует: СН = ВН · 

Отсюда СН2 =АН· ВН. 

Глава 2 

1 2} Каждый из треугольников АНС и СНВ nодобен заданному треуг~льнику 
АСВ. Это следует из равенства их соответственных углов. 

Т о г да nолучим: 

а) 6AHCru 6АСВ, б) 6CHB ru 6АС8, 

вн вс АН АС 
nоэтому АС = АВ . поэтому вс = ВА . 

1 Отсюда АС2 =АН · АВ. Отсюда ВС2 = ВН · ВА. 

Следсrвне. Проекцим катетов на гипотенузу относятся, как квадра-

ты катетов. 

Действительно, по теореме о средних пропорцио­

налъных в прямоугольном треугольнике, квадраты 

катетов соответственно равны 

а2 = са~, Ь2 = сЬ~ (рис. 302). 
а2 са~ а~ \ а, а2 

Поэтому 11 ""d; = Ь , отсюд~Ь = /1 · 
1J Вы знаете, что • бис~ектриса т~еуголъника делит 
его угол пополам. Существует ли зависимость меж­

ду отрезками, на которые биссектриса делит проти ­

волежащую сторону треугольника? Да, существует. 

3 а д а ч а (свойство биссектрисы треугольника). 

.~ ' 
~ 

ь 

Рис. 302 

Биссектриса уг.nа треуго.nьника депит протмво.nежащу10 сторону на 

отрезки, пропорцмона.пьные nри11ежащим сторонам . Докажите это. 

Ре w е н и е . Пусть в треугольнике АВС (рис. 303) проведена биссектриса 
AL АС 

CL. Надо доказать, что Вi. = ВС . 

Из точек А и 8 nроводим перпендикуляры АМ и BN к 
nрямой CL. 
I!AMCroдBNCno двум углам. 

В них: LAMC~ LBNC~ 90•, LACM~ L BCN, 
поскольку CL- биссектриса L С. 

АС АМ 
Отсюда 

ВС BN. 
(1) 

I!AML N I!BNL по двум углам. Рис. 303 
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В них: L AML= L BNL = 90°, L ALM= LBLNкaк вертикальные. 
АМ AL 

Отсюда 
BN BL 

(2) 

AL АС 
Из равенств (1) и (2) nолучим:& = ВС. 

Подобие треугольников используют не только в задачах на доказа­

тельство или вычисление, но и на построение. 

3 а д а ч а • Постройте треугольник 
no двум углам А и С и биссектри­
се lугла В. 

Дано : 

Построит., : .1-А,ВС,, 

у которого L A, = LA, LC, = LC, 
l- биссектриса L B. 

Р е шени е . 

А н an нз (рис. 304). Углы А и С определя-

ют треугольники, подобны~скомому, а 

биссектриса - размеры иск~ого тре ­

угольника. 

Пусть LlA,BC,- искомый. Опустим требо­

вание задачи, что l - биссектриса L B, то 
есть BL , = l. Тогда можно построить вспо­
могательный tJ.ABC ru tJ.A ,BC, по двум за­
данным углам А и С. Через точку L, на бис­
сектрисе L В (BL , = l) проходит прямая А 
A ,C,II АС, отсекающая от треугольника 
АВС подобный ему треугольник. Следова­

тельно, вершины А , и С, искомо го тре-

в 

Рис. 304 

угольника являются точками пересечения nрямой А, С, со сторонами ВА и 

ВС соответственно вспомогательного !J.ABC. 

Построение. 

1. Строим вспомогательный дАВСпо двум углам А и С. 
2. Проводим биссектрису BL угла В. 

3. На луче BL откладываем отрезок BL , = l. 
4. Через точку L, nроводим прямую А, С, W АС. 

Дока з ательство . 

По построению, в треугольнике А ,ВС,: L A, = L A, LC, = LC, BL,- биссект­

риса угла В и BL , = l. Следовательно, .1-А ,ВС, - искомый. 



114 Глааа2 

Способ применении nодобия треугольников в задачах на nостроение 

называют м.етодоАt подобия. 

fJ Для того чтобы решить задачу на построевне треугольника методом 
подобия: 

1) выделите из условия задачи те даввые, которые определяют форму 
искомого треугольника; 

2) постройте по этим данным вспомогательный треугольник, подобный 
искомому; 

3) постройте искомый треугольник, используя те задаввые условия, 

которые определяют его размеры. 

~ У3НЛЙП &ОЛЬШЕ) 
1. Важные свойства имеет биссектриса внешнего угла 
треугольника. 

Если треугольник равнобедренный, то биссектриса внеш­

него угла параллельна основанию {рис. 305). 
Если треугольн1о1к не равнобедренный, то биссектриса 

его внешнего yr11a пересекает протнво11ежащую сто­
рону в точке, расстояния от которой АО вершин этой 

стороны пропорционапьны припежащмм ст'о~ам 
треуrо11ьника. 

Докажем это. 

Пусть АВС - заданный треугольник (рис. 306), биссект­

А 

Рис. 305 

риса его внешнего угла КВСпересека­

ет nродолжение стороны А Св точке D. 
Докажем, что ОС: DA = ВС: ВА. 

Выnолним всnомогательное nострое­

ние: nроведём CM II BD. Две nараллель­
ные nрямые nересекают стороны угла 

А, nоэтому, no обобщённой теореме Фа­
леса, АС: CD=AM: МВ, 
либоАD: CD=AB: МВ. 

А С Рис. 306 
Но МВ= СВ, nоскольку f}.BCM- равнобедренный. 

в 

Действительно, в нём LЗ = L4, так как L1 = L2 (BD - биссектриса L KBC); 
L 1 = L3 как соответственные (BD 11 СМ, АВ -секущая); 
L 2 = L4 как внутренние накрест лежащие (BD U СМ, ВС -секущая). 

Следовательно, AD: CD =АВ: СВ, то есть DC: DA = ВС: ВА. 

D 

Ра~трите самостоятельно случаи, когда треугольник АВС- остроугольный 
и АВ> ВС(АВ >АС) . 

2. Значительный вклад в развитие теории геометрических nостроений сделал 
известный украинский математик Александр Стеnанович Смогоржевский 
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( 1896- 1969), родившийся в с. Лесные Берлинцы, что 
на Виннитчине . В своих работах, адресованных уче~ 

никам и учителям, учёный раскрывает особенности 

решения задач на nостроение с nомощью разных 

средств: циркуля и линейки; одного циркуля; одной 

линейки. До сих пор не утратила актуальности его кни­

га «Исследование задач на построение• (1961 г.). 

ВСПОМНИТЕ ОСНОВНОЕ А. С. С.могоржеВский 

1. Какие отрезки называют проекциями катетов на гиnотенузу? Как их обозна~ 
чают? 

2. Что такое среднее nроnорциональное между двумя отрезками? Каково его 
свойство? 

3. Сформулируйте и докажите теорему о средних nроnорциональных отрез~ 
ках в nрямоугольном треугольнике и следствие из неё. 

4. Какое свойство имеет биссектриса угла треугольника? 
5. Объясните, как nрименить метод nодобия в задачах на nостроение. 

ljl РЕШИЛ ЗАдАЧИ 
600 '. Треугольник АВС- nрямоугольный (рис. 307- 309). 

1) Укажите nроекции катетов на гиnотенузу. 
2) Заnишите средние nроnорциональные отрезки . 

Рис. 307 Рис. 308 Рис. 309 
\. 

601 '. Найдите квадрат среднего nроnорционального между двумя числами: 
1)Зн12; 2)2н12,5; 3)1н9; 4)2н8. 

Чему равно среднее nроnорциональное? 

602 '. По рисункам 310- 312 укажите: 
1) биссектрису угла треугольника; 
2) прилежащие стороны к углу, в котором проведена биссектриса; 
3) отрезки, на которые делит биссектриса nротиволежащую сторону тре­

угольника. 

Как обозначить отрезки nротиволежащей стороны малыми буквами? 
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Рис. 310 Рис. 311 Рис. 312 

603 '. Заnишите, чему равно отношение отрезков, на которые биссектриса тре­

угольника делит nротиволежащую сторону (рис. 310- 312). 

604". По данным на рисунках 313 - 315 найдите: 
1) гиnотенузу; 2) катеты; 3) высоту, nроведённую к гиnотенузе. 

А 

в 

Рис. 313 Рис. 314 Рис. 315 

60S·. Может ли отношение катета к гиnотенузе nрямоугольного треугольника быть: 
1) меньше единицы; 2) равно единице; 3) больше единицы? 

606". Докажите, что в равнобедренном прямоугольном треугольнике nроекции 
катетое к гипотенузе равны. 

607 ". По данным на рисунках 316-318 оnределите длину отрезка .r(AB- диа­
метр окружности). 

Рис. 316 Рис. 317 
608: Из точки окружности проведён перnендикуляр к диаметру. Найдите рас­

стояние от этой точки до диаметра, если nолученные отрезки диаметра рав-

ны: 1) 16 см и 1 см; 2) 0,5 см и 8 см; 3) 9 см и 4 см. 
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609: Докажите, что перпендикуляр, проведённый из любой точки окружности к 
диаметру, является средним nропорциональным отрезков диаметра, на ко-

торые его делит основание nерпендикуляра. 

610: Постройте отрезок, который является средним nропорциональным между 
двумя отрезками длиной: 

1) 16 см и 1 см; 2) 0,5 см и8 см; 3) 9 см и4 см. 

611 : Постройте треугольник по двум сторонам о и Ь и углу С между ними. Про­
ведите биссектрису угла С, измерьте отрезки, на которые биссектриса де­

лит третью сторону треугольника, если: 

1) о =3см,Ь =5см,LС= 120 ° ; 2)о=5см,Ь=8см,LС=60 " ; 

3) о=Зсм,Ь = 4см,LС=90° , 

Проверьте, выnолняется ли свойство биссектрисы угла треугольника. 

612: В треугольнике А8Сnроведена биссектриса BD, которая делит сторону АС 
на отрезки AD и DC. Начертите в тетради таблицу 21 и заnолните её . 

Таблица 21 

АВ 10см 21 СМ 3 СМ 5 см 

вс 15 см 18 см 5" 15 см 

АС 20 см ш 4 см 1). 1 

i 

AD 8 14см /> 3 см 

ос IJ_ 6 2,5 СМ ~ 
613: Из вершины В треугольника АВС(АВ > ВС) проведены биссектриса BL и 

медиана ВМ. Какая из точек - L или М- находится ближе к вершине С? 

Объясните вывод. 

614: Из вершины В треугольника АВС (ВС > АВ} nроведены медиана ВМ и вы­
сота ВН. Какая из точек - М или Н- находится ближе к вершине А? 

Объясните вывод. \ 

615: Постройте треугол~ик по следующим данным: 
1) LА~бо· Lc~go·t ~4см· 2)LA~so· LB~Jo• t ~3см· 

3) LB~ 4o·:Lc~14o·.'t.~3,Scм. ' '· ' 

616. Докажите, что два nрямоугольных треугольника подобны, если их высоты, 
nроведённые к гипотенузам, делят гиnотенузы в равном отношении. 

617 , Из основания медианы равностороннего треугольника nроведён перnен­

дикуляр к его другой стороне . Найдите отношение отрезков, обраэовав­

шихся на этой стороне треугольника. 

618. Острые углы nрямоугольного треугольника относятся, как 1 : 2. 
Найдите отношение проекций катетов на гиnотенузу. 

619. Перnендикуляр, проведённый из вершины nрямого угла треугольника, де­

лит гиnотенузу в отношении 1 : 3. Найдите углы треугольника. 
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620. В прямоугольном треугольнике с катетами 15 и 20 и гипотенузой 25 найди-

• те высоту, проведённую к гиnотенузе 
Ре w е н и е . В l1ABC ( рис. 3 19) nроведём высоту ВК к гиnотенузе АС. По 
теореме о средних nроnорциональных в nрямоугольном треугольнике 

ВК'~ АК· СК. 
АК АВ2 

Из следствия этой теоремы, - = -----;-! 
ск св 

Крометого,АК+ СК= АС=25 . 

{ АК =20:. 
Имеемсистемууравнений: СК 15 

АК +СК -= 25. А 

Решив её, nолучим: АК= 16, СК= 9. 
Итак, ВК1 = 16 9, ВК= 12 . 

к с 

Рис. 319 

.!lJ Дnя того чтобы найти проекцми катетов на гипотенузу по известным 
трём сторонам заданного nрямоуrольноrо. треуrоnьнмка: 

1) nриравняйте отношение искомых проекций катетов на гипотену­

зу к отношению квадратов соответствующих катетов; 

2) запишите, что сумма искомых nроекций катетов на гиnотенузу 
равна заданной гипотенузеj 

3) из полученных двух уравнений составьте систему и решите её . 

621 . В равнобедренном треугольнике основание равно о, боковая сторона- Ь, 
а высота, nроведённая к основанию, - с. 

Найдите расстояние от основания этой высоты треугольника до его бока-

вой стороны, если: 

1) о= 12 см, Ь= 10 см, с= 8 см; 2) о= 14 см, Ь= 25 см, с= 24 см. 

622. Диагонали ромба со стороtюй о равны d1 и~- Найдите высоту ромба, если: 
1) о= 25см, d, = 30см , d

2
= 40см; 2) о= 169 мм , d, = 130 мм, d

2
= 312 мм. 

623. По данным на рисунках 320 - 322 докажите nодобие: 
1) МСМ н 6DВМ(рнс. 320); 2) 6 ADM н 6СВМ(рнс. 32 1); 
3) МВС н аАСМ(рнс. 322). 

624. Если хорды АВ и СО окружности пересекаются в точке М, то 

АМ · ВМ = СМ · ОМ. Докажите это. 

625. Если из точки М вне окружности проведены две секущие, пересе­

кающие окружность соответственно в точках А, В, С и О, то 

АМ · ВМ = СМ · ОМ. Докажите это. 

626. Если из точки М вне окружности проведены секущая , пересекаю­

щая окружность в точках А и В, и касатепьная к окружности с точкой 

касания С, то АМ · ВМ = СМ2. Докажите это. '-

627. Постройте треугольник no двум углам и биссектрисе. Сколько случаев нуж­
но рассмотреть? 
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Рис. 320 Рис. 321 

628. Постройте треугольник по отношению сторон и: 
1) наибольшей медиане; 2) наименьшей высоте. 

629. Постройте равнобедренный треугольник по: 
1) углу nри вершине и сумме основания и высоты; 

11 

м 

Рис. 322 

2) отношению двух не равных сторон и высоте, nроведённой к боковой стороне. 

630. Постройте треугольник по серединам отрезков, соединяющих центр вnи­
санной окружноспrt вершинами. 

631 . Постройте nрямоугольный треугольник no наименьшей высоте н отноше­
нию nроекций катетов на гиnотенузу. 

632. В окружность вnишите треугольник: 
1) nодобный данному треугольннку; 

2) стороны которого nараллельны сторонам данного треугольника. 

633. Можно ли в данную окружность вnисать (оnисать около неё) два nодобных 
треугольника с коэффициентом k~ 1? 

634. Через точку внутренней области данного угла nроведите окружность, 
касающуюся к его сторон . 

635~ Докажите, что квадрат nронзведения катетов nрямоугольного треуголь­
ника равен квадрату nронзведення его гиnотенузы н высоты, nроведённой 

к гнnотенуэе. 

636~ Сумма углов nри одном из оснований траnецин равна 90°. Докажите, что 
высота траnеции - это среднее nроnорциональное между nроекциями её 

боковых сторон на основание. 

637~ Докажите, что биссектриса уtл А треугольника АВС является геометри­
ческим местом точек, которые лят в отношении АВ: АС все отрезки с кон­

цами на сторонах АВ и АС, па аллельные стороне ВС. 

638~ Докажите, что квадрат биссектрисы треугольника равен разности 
npOY1'3.'В.~~~"'YI\\ ~'-'1"" ~"'~~~у. "t"~~, 't't.~....._"-"t .... ~,~~~"'"- ~~~'1..~0."-' 6У.с:.с:.-.-.­
триса, и произведения отрезков третьей стороны, на которwе она 

делится биссектрисой. 
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639 ~ По сторонам а, Ь и с треугольника определите расстояния от концов старо-
ны о до точки пересечения: 

1) биссектрисы угла треугольника с этой стороной; 
2) биссектрисы внешнего угла треугольника с nродолжением этой стороны. 

640~ Найдите отношение, в котором биссектрисы треугопьника делятся 
точкой их nересечения. 

641 ~ Диагональ траnеции с основаниями о и 4а делит её на два подобных тре­
угольника. В каждый иэ них вписана окружность. Радиус окружности, ка­

сающейся меньшего основания трапеции, равен 0,2So. Чему равен радиус 
второй окружности? 

642~ В острый угол вписаны три окружности, nри этом средняя окружность ка­
сается двух других. Докажите, что радиус средней окружности- это сред­

нее проnорциональное между радиусами крайних окружностей . 

643; Исnользуя рисунок 323, докажите, что: 
1) AADB ru AACВ; 2)t.ВACru t.BDC; 

3)6ADKru AAC8; 4)АС. ВО~ АВ · DC+AD · ВС. 

644; Постройте треугольник по двум углам и наи-
большей высоте. 

645; Постройте треугольник по двум углам и наи­
меньшей медиане. 

646; Постройте треугольник по отношению двух сто­
рон, углу между ними и биссектрисе этого угла. 

647; Вnишите в треугольникАВетакой треугольник, 
стороны которого соответственно перnендику­

лярны к сторонам треугольника АВС. 

@с 
о 

N 

в 

Рис. 323 

648; Вnишите в треугольник АВС прямоугольник, в котором основание 6 три 
раза больше высоты и лежит на основании треугольника, а две вершины 

лежат на его боковых сторонах. 

( ПРИМЕНИТЕ НА ПРАКТИКЕ ) 
649. Исnользуя свойство проекций катетов на гиnотенузу, можно nостроить 

высоту к гипотенузе прямоугольного треугольника без трансnортира или 

чертёжного угольника. 

Объясните, как это сделать. 

650. Объясните, как обозначить 12 точек в узлах сет­
ки на листике 6 клеточку, чтобы эти точки лежа­

ли на окружности радиуса 5 клеточек. 

651 . Объясните, как nостроить биссектрису угла тре­

угольника без трансnортира. 

652. На обломке круга nоказана часть хорды АВ 
Рис. 324 
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...; (рнс. 324). Оnределите nостроеннем центральный угол, соответствующий 
дуге АВ. 

653. Из nункта В до nересечения дорог АС н AD нужно nроложнть трассу. 
Объясните по рисунку 325, как это сделать, еслн nункт А недостуnен. 

Рис. JZ5 

654~ На рисунке 326 nоказано, как можно нзмернть высоту дерева, используя 
только веху. Объясните измерения. 

Рис. 326 
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" fi{ КОНТI'ОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1. Какие треугольники называются nодобными? Каковы их свойства? 

2. Сформулируйте обобщённую теорему Фалеса. 

3. Объясните, как доказать nодобие треугольников по оnределению. 

4. Сформулируйте и докажите nризнаки подобия треугольников по двум 
углам; по двум сторонам и углу между ними; по трём сторонам . 

5. Что такое среднее nроnорциональное между двумя отрезками? 

Каковы его свойства? 

6. Сформулируйте и докажите теорему о средних nропорциональных 
отрезках в прямоугольном треугольнике. 

7. Каково свойство биссектрисы угла треугольника? 

8. Объясните , как л рименить метод подобия в задачах на nостроение. 

ПСТОВЬI~НИЯ j 

ВШ1мательно прочитайте 38Д8.НИЯ и найдите среди nредложенных ответов 1 

правильные. ~полнения тестового задания необходимо 10- 15 мин. 1 
~ G:) .1.A 1 81 C1 ru дA8C. Угол А равен 60· , а угол В на 20· меньше L A. 

Найдите угол С1 • 1 

д. 40". Б. во· . в. 1оо· . г. 120·. 
0 .1.АВС ru .1. МНТ. Их периметры соответственно равны 25 см и 75 см. 

Какова длина стороны АС, если сходственная с ней сторона .1.МНТрав­

на 24 см? 
А . 3 см. Б. 8 см. В . 24 см. Г. 72 см . 

0 В треугольниках КLМи DEF: L K=LD= 90•, LM=LF= 30•, DF= SKM. 
Чему равна DE, если KL = 10 см? 

Г:'! А . 2 см. Б. 15 см. В. 25 см. Г. 50 см. 

1~ Диагонали АСи ВО траnеции ABCD nересекаются в точке О. 

1 

AD: ВС= 3: 2, АС= 30 см. Найдите длины отрезков АОи ОС. 

А.10 сми 15см. Б.6сми9,5 см. В.12 сми 1 8см. Г.18сми 12см. 

5 Основание равнобедренного треугольника равно 30 см, а его боковые 
стороны - по 60 см. Прямая, nараллельная основанию треугольника, 

1 

отсекает от него траnецию, в которой меньшее основание равно сумме 

её боковых сторон. Найдите неизвестные стороны траnеции. 

А . 20 см, 20 см, 30 см. Б . 15 см, 15 см, 15 см . 

в . 12 см, 12 см, 12 см. г. 12 см, 12 см, 24 см . 

1 
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( м2 ) 

(tJ НасторонахуглаАотложеныотрезкиАМ= МВ= 5см и АР= РС= 8см. 
Найдите длину отрезка РМ, если отрезок ВС длиннее АВ на 4 см. 
А.4см. Б.5см. В. 7см. Г.8см. 

(Е) Треугольники АВС и DEF имеют соответственно пропорциональные сто­
роны. Найдите nериметр треугольника АВС, если АВ= 3DE, а разность 
периметров данных треугольников равна 84 см. 
А. 28 см. Б . 42 см. В. 126 см . Г. 168 см . 

~ В треугольнике состоронами 7 см, 15 см и 20 см проведена биссектриса 
меньшего угла. На какие отрезки биссектриса делит противолежащую 

сторону? 

А . 1,5 см и 2 см. Б . 3,5 см и 3,5 см. В. 2 см и 5 см. Г. 3 см и 4 см. 

0 ABCD- nрямоугольная трапеция с основаниями AD= 9 см и ВС= 4 см. 
Найдите длину диагонали АС, если она перпендикулярна к боковой 

стороне трапеции . 

А . 5 см. Б. 6 см. в. 6,5 см . г . 36 см. 

® В dABC высота АН длиной 12 см проведена к стороне ВС и отсекает на 
ней отрезок ВН= 9 см. Найдите расстояние от точки Н до стороны АВ, 

длина которой равна 15 см. 
А . 5,4 см. Б. 7,2 см. В. 9,6 см. Г. 12 см . 
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§ 15 МНОГОУ!'ОЛЬНИК И • ЕГО своисmл 

J1) Вы уже знаете, что такое треугольник и четы­
рёхугольник . Более общим является поияти е .мпо­

zоугольпика. На рисунке 327 вы видите многоугольник AВCDEF. Он 
состоит из отрезков АВ, ВС, CD, DE, EF, FA, размещёввых таким об­

разом , что смежные отрезки не лежат на одной прямой, а весмежвые ­

не имеют общих точек . Отрезки , из которых состоит многоугольник, 

называются его сторопа.ми, углы, образованные смежными сторона­

ми, - углами, а вершины этих углов - вершин.ами многоугольника. 

В зависимости от количества вершин (углов либо сторон) многоуголь­

ник называется треугольником, четырёхугольником, пятиугольником 

и т. д. Многоугольник сn вершинами называется п-угольн.иком. 

D 

о о: А, А, F, 

А 

Рис. 327 Рис. 328 Рис. 329 

~ Многоугольник обозначают названиями его вершин, например ше­
стиугольник AВCDEF (рис . 327), пятиугольник А1А2А1А4А, (рис. 328). 

!J На рисунке 329 вы видите многоугольники F
1 
и F

2
• Вчём их раззшчие? 

Ни одна из прямых, проходящих через стороны многоугольника F 
1

, не 

пересекает другие его стороны:. Он лежит по одну сторону от любой из этих 

прямых. Такой многоугольник называется вьтук-

лы.м. Многоугольник F
2 
не является выпуклым. 

В дальнейшем мы будем рассматривать лишь 

выпуклые многоугольники. 

Периметром многоугольника называется сум­

ма длин всех его сторон. Его обозначают буквой Р. 

Посмотрите на рисунок 330. В шестиугольни ­

ке AВCDEF отрезки АС, AD, АЕ соединяют вер­
шину А с несоседнями вершинами. Это - диагона-

ли шестиугольника . Рис. 330 
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Диагон.аяью п.угольника называется отрезок, А о-' 
который соединяет две несоседине его вершины. 

Теорема (о сумме углов п-угольникj). 
Сумма углов п.уголъника равна А 1 As 
180" · (n - 2). 

1 Д а н о : А1А2~ •• .А~ - п-уголъник (рис. ЗЗ 1 ), . 
А, А 1А3 , А 1А4 , А 1А5 ••• А 1А"_ 1 -диагонали . 

Доказать : Рис. 331 
LA1 + LA

2 
+ L A

3 
+ .. + LA" = 180" (п- 2). 

Доказательство . В заданном п-угольннке днагонали А 1А3 , А 1А. , 

А 1-\ •• • А1А"_ 1 выходят нз одной вершины А1 • Поэтому они разбивают п-уголь­

ннк на n- 2 треугольников. Сумма всех углов образованных треугольников 
равна сумме углов данного п-угольннка. Поскольку в каждом треугольнике 

1 сумма углов равна 180", то сумма углов данного п-угольннка- 180" · {п- 2). 

Угол, смежный с углом многоугольника (рис. 332), называется в пеш-
ним углом мноzоуzольпика. 

Рис. 332 Рис. 333 Рис. 334 
Многоугольники могут быть вписанными в окружность (рис. 333) 

или оnисанными около окружности (рис. 334). Поnытайтесь дать оnре­
деления и сравните их с указанными в учебнике. 

Мпогоугол.ьник, все вершины которого лежа~ 
на окружности, называется вписаппы~ в эту 

окружность, а окружность - описанпои около 

Стор:;:г::и:::::~=:оугольника и его дна- t)A, 
гонали - это хорды окружности. Каждый его угол А2 As 
является вписанным углом (рис. 335). 

~ Мпогоугол.ьн.ик, всестороны которогокасают~ 
ся окружности, называется описан.н.ым около 4 

этой окружности, а окружкость - вписанпой Аз 
в этот мног~олъник. Рис 335 
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Стороны описанного многоугольника являются 

касательными к окружности , а его диагонали - се­

кущими (рис. 336). 

J! УЗНАЙТЕ БОЛЬШЕ) 
1. Геометрическая фиrура называется простой, если ее мож­

но разбить на конечное количество треугольников. Много-

А~, А~ А, 
угольник- это nростая фиrура (см. рис. 330 и 331), а окруж- А 1 А2 

ность не является nростой фиrурой (рис. 337). Даже вписав в Рис. 336 

окружность многоугольник с очень большим количеством сторон, мы только при­

близим его контур к окружности. Позтому в геометрии длину окружности и площадь 

круга находят другими методами, чем периметр и площадь многоугольника. 

0 00 
Рис. 337 Рис. 338 Рис. 339 

2. У вас может возникнуть вопрос: Всегда ли из равенства сторон многоуголь­

ника следует раВенстВо его углоВ и наоборот? Нет, это свойство лиwь тре­

угольника. Вы знаете пример четырёхугольннка, в котором все стороны равны, а 

углы - не равны . Это ромб. В nрямоугольнике всеуглы равны, а вотстороны- нет. 

Среди многоугольников с большим количеством вершин также можно выделить 

равносторонние многоугольники, в которых не все углы равны (рис. 338), и равно­

угольные многоугольники, в которых не все стороны равны (рис. 339). 

ВСПОМНИТЕ ОСНОВНОЕ 

1. Что такое многоугольник; п-угольннк? Как его обозначают? 
2. Какой отрезок называет.ся днагональю многоугольника? 

З. Что такое периметр многоугольника? 

4. Сформулируйте н докажите теорему о сумме углов многоугольника. 

5. Что такое внешний угОл многоугольника? 
6. Какой многоугольник называется вnисанным в окружность? Описанным 

около окружности? 

IJi!l РЕШИТЕ 3.:\МЧИ 

655'. Назовите вершины, стороны н углы п-угольннков, нзображённых на ри­

сунках 340 н 341. Как иначе можно назвать эти п-угольннки? Какие днаго-
нали можно nровести в нём из вершины: 1) В; 2) С; 3) F? 

656'. Почему многоугольник, изображённый на рисунке 342, не являет"\.я выnуклым? 
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Рис. 340 Рис. 341 

657 '. Найдите nериметр п-уrольника, если каждая 
его сторона равна 2 см и: 
1)п~7; 2)п~10; 3)п~9. 

658 '. Назовите изображённые на рисунке 343 внешние 
углы nятиугольника KLMNP nри вершине: 
1) L; 2) Р; 3) К. 

659 ~ Начертите окружность и обозначьте на ней: 

1) семь точек- от А 1 до А1 ; 

2) восемь точек- от А1 до А8 • 

Последовательно соедините эти точки отрезками . 

Какой п-уrольник nолучили? 

А 

о 

' Рис. 342 

с 
N 

р 

м 

к 

н 
т 

F 

Рис. 343 

660'. Начертите окружность и nроведите nять касательных к окружности таким 
образом, чтобы nолучить оnисанный nятиугольник. Измерьте отрезки сто­

рон nятиугольника от его вершин до точек касания с окружностью. Обозначьте 

на рисунке равные отрезки. 

661 : Начертите семиугольник АВСDЕОТи nроведите его днагонали из вершины: 
1) В; 2) С; 3) D. Сколько образовалось треугольников nри данной вершине? 

662: Чему равна сумма углов: 
1) пятиугольника; 2) девятиугольника; 3) семнадцатиугольника? 

663: Сколько вершин в п-угольнике, если сумма его углов равна: 

1) 1440"; 2) 1080"; 3) 1620"? 

664: Сколько вершин в п-угольннке , если каждый его угол равен: 

1) 90"; 2) 144"; 3) 156"? 

665: По данным таблицы 22 найдите углы nятиугольника ABCDM. 

5~= 1!{0·3 ;:5 чfl Таблнца22 
LA п" п" -30" п" -20" n" 

LB 2п" п" -10" п" -10" 5п" 

LC 4п" п" n" ln" 

LD 5п" п" n" 30" 9п" 

LM 6n" п" + 30" n" 5п" 

н,: '> 110 
r, 
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666: Найдите внешний угол при вершине п--угольника, если каждый его угол 
равен: 

1)90"; 2)144"; 3)156". 

667: Из центра окружности проведены радиусы таким образом, что образова­

лось семь центральных углов . Полученные точки на окружности соедине­

ны отрезками. Какой это многоугольник? 

668: Около окружности опишите: 

1) шестиугольник; 
2) пятиугольник. 
Обозначьте точки их касания к окружности. Измерьте полученные на сто­

ронах отрезки. Выnолняется ли свойство отрезков касательных? Как найти 

nериметр многоугольника? 

669 Ск~лько АМаrона11ей в п-угоп~ьнике? 

аидите количество днагоналеи в: 

) десятиугольнике; 
2) семнадцатиуrольнике. 

671 . Существует ли nятиугольник, в котором углы равны: 
1) 100", 90", 120", 116", 113"; 
2) 110", 100", 118", 112", 101 "? 

672. Можно ли построить многоугольник, кроме треугольника, в котором все 
-, углы острые? 

1 
[673. Три угла многоугольника равны: 

"-" 1) по 80"; 2) по 90". 
Все остальные углы равны no 150". Сколько вершин в многоугольнике? 

674. Внешние углы nятиугольника относятся, как: 
1) 3:4: 5: 7: 8; 
2) 1 : 2 : 4: 5 : б. 
Как относятся его внутренние углы? 

- Решите задачу двумя сnособами. 

675. Докажите, что сумма всех внутренних м всех внешних ~г11ов n-yгollь­
~ н м ка nроnорционаnьна ко11мчеству его вершин. 

\.:..j По какой формуле можно вычислить центральный угол, опирающийся на 
сторону вnисанного многоугольника, в котором все стороны равны? 

677. Сколько вершин во вnисанном многоугольнике, если каждый централь­
ный угол, оnирающийся на его сторону, равен: 

1) 60"; 2) 40"? 

678~ Периметр nятиугольника равен 136,4 см. Длины четырёх сторон относят­
ся, как б: 7 : 8: 11. Найдите длину пятой стороны. 

,~~окажите, что каждая сторона многоугольника меньше его nолуnериметра. 
i~окажите, что каждый угол многоугольника меньше 180". 
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681 ~ В каждом из двух многоугольников все углы равны. Угол nервого много-
угольника: 

1) в два раза меньше угла второго многоугольника; 

2) равен внешнему углу второго многоугольника . 

Сколько вершин имеет каждый многоугольник? 

682~ Докажите, что вnисанный многоугольник, в котором все стороны равны, 
имеет: 1) равные углы; 2) равные внешние углы . 

683~ Сколько вершин во вnисанном многоугольнике с равными сторонами, если 
его угол: 

1) равен внешнему углу; 
2) в два раза больше внешнего угла; 
3) относитl:я к внешнему углу, как 5: 2? 

684~ Докажите, что вО вписанном л-угольнике с равными сторонами при n > 4 
угол многоугольника больше его внешнего угла. 

( П РИМЕНИТЕ НА ПРАКТИКЕ ) 

685. Простое мансардное покрытие образует в вертикальном разрезе половину 
восьмиугольника, в котором все стороны равны и все углы равны (рис. 344). 
Найдите ширину nерекрытия BD, сторону восьмиугольника и высоту ман­
сардной комнаты ABDE, если АЕ = б м. 

с 

~ 
'AL____JE 

Рис. 344 
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§16. ПОНЯТИЕ ПЛОЩАДИ. ПЛОЩАДЬ 

ПРЯМОУГОЛЬНИКА 

&!!J Многоугольник разбивает плоскость на две области - внутреннюю 
(рис. 345) и внешнюю (рис. 346). 

v o 
Рис. 345 Рис. 346 Рис. 347 

Многоугольник вместе с его внутренней областью 

Н8ЗЫВ8еТСЯ nЯOCICUM JI&JtOZOYZOJtbН.UJW.М. 

Каждый плоский многоугольник (например, многоугольник F на 
рис. 34 7) занимает часть плоскости. Если эту часть плоскости выразить 
некоторым числом , то получим площадь многоугольника. Далее будем 

говорить • площадь многоугольника •, имея в виду, что многоугольник -
nлоский. Это относится и к другим плоским фигурам . ,.." 
~ Площадь обозначают буквой S. Иногда указывают название фигуры, 
например SF, а для нескольких фигур - индексы, например S

1
, 8

2 
и т. д. 

На рисунке 348 фигуры F 
1 
и F 

2 
равны , поскольку совмещаются нало­

жением. Понятно , что они имеют равные площади. 

~ Можем заnисать: SFi = SF, . 
Для измерения площади фигуры выбира­

ют единицу измерения. Для этого использу­

ют квадрат, со стороной равной единице из­

мерения длины. Площадь квадрата со сторо­

ной 1 см - это единица измерения площади в 

квадратных сантиметрах, со стороной 1 м 
- в квадратных .метрах и т . д. 

00 
F1=F2 

Рис. 348 
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~ Единицы измерения nлощади кратко записы­
ваем так: 1 см2 , а говорим: •один квадратный 

сантиметр • . Говорить •сантиметр в квадрате• -
неправильно! 

Некоторые единицы измерения nлощади име­

ют специальные названия: ар (квадрат со сторо­

ной 10 м), гектар (квадрат со стороной 100 м) и т. д. 
На рисунке 349 вы видите квадрат АВСD со сто­

роной 2 см . Он состоит из четырёх квадратов пло- N • 

щадью 1 см2, поэтому его nлощадь равна 4 см2• 

~ Можем записать: S лвсD = 4 см2 • 
Ясно, ч~ площадь любой фигуры выражает­

ся положительным числом . 

!J Изменится ли площадь квадрата АВСD, если 
за единицу измерения принять 1 мм2? Нет, пло­

щадь квадрата не изменится, но будет выраже­

на иначе: S лвсD = 400 мм2 • 

о с 

ЕВ 
А В 

Рис. 349 

.м 

Рис. 350 

На рисунке 350 длина стороны квадратаКLМN равна 2,5 см. Он вме­
щает четыре квадрата площадью 1 см 2 и ещё 9 маленьких квадратов 
площадью 0,25 см2 • Поэтому SкLМн = 4 + 9 · 0,25 = 6,25 (см2). 

Ясно, что площадь любой фигуры равна сумме nлощадей частей, из 

которых она состоит. 

Из nредыдущих классов вы знаете, что nлощадь квадрата со сторо­

ной а можно вычислить иначе - по формуле площади квадрата: 

Для квадратов АВСD и KLM N nолучим: 
SлвсD= 22 = 4 (см2), Sк1.мн = 2,52 = 6,25 (см2). 

~ Поскольку 4 см2 < 6,25 см2 , то можем записать: Sлвсv < SкLмN . 
Формулу площади квадрата будем считать основной, поэтому nриЮI­

маем её без доказательства. Для других фигур формулы площади нужно 

выводить, исходя из основных свойств площади. Сформулируем их. 

2. Равные фигуры имеют равные nлощади. 
3. Площадь фигуры равна сумме площадей фигур, 
из которых она состоит. 

4. Единицей измерения nлощади является площадь 
квадрата со стороной, равной единице длины. 
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Основные свойства площади подсказывают способ выведения фор­

мул площади . 

..tJ Цля того чтобы вывести формулу площади многоугольника, нужно: 
.1ибо разбить его на части, формулы площадей которых известны , 

либо дополнить его до такой фигуры, формула площади которой 

известна. 

Дано : ABCD- nрямоугольник (рис. 351}, 
AB = o,AD = b. 

Дока з ать : SАвсо= оЬ. 

Доказательство . Достроим данный 

прямоугольник ABCD до квадрата AMKN со 
стороной а+ Ь (рис. 352). 

Тогда SАмкн =(а+ Ь) 2 • 

С другой стороны, квадрат АМКNсостоит из 

двух nрямоугольников ABCD и OKLC и двух 
квадратов ВМОСи DNLC. 
Поэтому, по третьему свойству nлощади, 

S AMKN = S ABCD + SOКLC + sвжх + S DNLC . 

Прямоугольники ABCD и OKLC равны, nо­
скольку равны смежные стороны о и Ь. 

о с 

ьО 
А о В 

Рис. 351 

Гll~ 
ьt=tjь 
А а в Ь м 

Рис. 352 

Поэтому, по второму свойству площади, SАвсо= SoкLc ' 

Квадраты ВМОС и DNLСимеют соответственно стороны Ь и а, поэтому 

sвмос = Ь 2 , S DNLC = 0
2

• Итак, S A/>IKN = 2SA8CD + а2 + b 2 
• .J 

Далее получим: 

(о+ Ь) 2 = 2SAsco + а2 + Ь2 , или а2 + 2 оЬ + Ь2 = 2SАвсо + о 2 + Ь2 • 

Отсюда SАвсо = оЬ. 

Следс твне . Площадь прямоугольного тре-

угольника с катетами а и Ь равна половине 

произведения катетов. 

Действительно, диагональ АС разбивает пря ­

моугольникАВСD со сторонами а и Ь (рис. 353) на 
два равных прямоугольных треугольника АВС и 

ADC с катетами а и Ь. 
1 

Поэтому Sмвс = 2 аЬ. 

о с 

C2J' 
А о В 

Рис. 353 
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3 а д а ч а . Докажите, что отношение 

площадей подобных прямоуrо.11а.ных 

треуrо11а.ников равно квадрату их коэф­

фициента подобия . 

Ре w е н и е . Пусть один из заданных nрямо­

угольных треугольников (рис. 354) имеет катеты 
о" Ь1 и nоощадь S1,другой - катеты о2 , Ь2 и nJЮ­
щадь ~. а коэффициент их nодобия равен k. 

Докажем , что ~= *2
• s, 

13S 

Рис. 354 

Поскольку треугольники nодобны, то о1 = ko
2

, Ь1 = kb
1
• Найдём nлощади 

треугольников и их отношение: 

1 r, 1 
S1= 2 а1 Ь 1= 2 ko2 • kb2 = 2 /(2о2 Ь2 ; 

1 S 2_ k zozbz 
S2= 2 а2Ь1; .....L=-'--= k z . 

Sz i azbz 

tj УЗНАЙП БОЛЬШЕI D с 
1. У вас может возникнуть вопрос: Кок доказать, что r±ll 
площадь квадрата раВно кВадроту его стороны? 

Пусть сторона квадрата АВСDравна о. Возможны два слу-

чая: сторону АВ можно разбить на целое число n единич-
ных отрезков (рис . 355); на стороне АВ можно разместить 
n единичных отрезков, но остаётся ещё отрезок, который 1 1 
короче единичного (рис. 356). А 1 в 

Рассмотрим nервый случай (рис. 355). Разобьём сторону АВ Рис. 355 
на n единичных отрезков (на рисунке их три), тогда 
о = n · 1 = n. Анаоогнчно раэобьём сторону AD. Че-
рез точки де11ения nроведём прямые, nерnендикуляр- D 
ные АВ н AD. Эти nрямые разбивают квадрат АВСD 
на n· п = n2 равных квадратов nоощадыо 1. 
Поэтому SАВСа = n 1

• 1 = о2 
• 1 = о2• 

Рассмотрим второй случай (рис. 356). Пусть на 
отрезке АВ nомещается n единичных отрезков и 
остаётся ещё отрезок длиной меньше 1. Это озна- 1 1 
чает, что отрезок АК нз n ед1о1ннч ных отрезков 
меньше отрезка АВ, а отрезок АМ нэn+ 1 единич­
ных отрезков - больше этого отрезка. 

А 1 

Получаем неравенство: n < о < n + 1. 

I C 

1 

i 
1 

к в м 

Рис. 356 

Чтобы точнее оценить площадь заданного квадрата, разделим единичный отре-

зок на травных частей. Тогда длина каждой части будет равна-;- . 
k k + 1 

Пусть на отрезке АК их nомещается n +-;;; , а на отрезке АМ- n +---;;: . 
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k k + 1 
Число а будет лежать в nределах n + - < о < n +-,а квадрат этого числа- в 

npeдeлax (n + ~J < о'++ •; ')'.т т 
Площадь квадрата с~ стороной АКбудет равна ( n+~)', а квадрата со сторо­
нойАм- (п + *;1 ) . 
Поэтому nлощадь квадратаАВСDбудет лежать в nределах 

(п + ~)
2 

<SAaCD <(n+ k;t )
2

• 

При увеличении количества точек деления число т станет как угодно большим. 

Площадь квадрата ABCD и квадрат числа а будут лежать в пределах, разность 

которых как угодно мала: ( n+ k; 1)2 

-( n +~ )
2 

=2( n + ~ )·~+~. 
А это возможно лишь в случае, если SАвсо = а2 • 

3. Символ S для обозначения nлощади фигуры происходит от латинского сло­
ва superficils, что означает •nоверхность• . 

ВСПОМНИЛ ГЛАВНОЕ 

1. Объясните, что такое площадь фигуры. 
2. Сформулируйте основные свойства nлощади. 
3. В каких единицах измеряют nлощадь? 
4. Выведите формулу nлощади nрямоугольника. 
5. Как вычислить nлощадь прямоугольного треугольника? 
6. Чему равно отношение nлощадей nодобных nрямоугольных треугольников? 

) 

11) РЕШИЛ 3ЩЧИ 

686'. Какова площадь фигур на рисунках 357 и 358, если за единицу измерения 
nлощадей nринять одну клеточку? 

Рис. 351 Рис. 358 
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687 '. По данным на рисунках 359 - 361 вычислите nлощадь nрямоугольника ABCD. 

D С D D с 

~ ~ 
"' "' 

А 2см 8 А 4см А 1 см В 

Рис. 359 Рис. 360 Рис. 361 

688 '. Чему равна nлощадь nрямоугольного треугольника с катетами: 
1) 3 см и 5 см; 2) 2 см и 5 см; 3) 10 см и 4,5 см? 

689 '. Найдите сторону кв~рата, если его nлощадь равна: 
1)16см2 ; 2}9см2 ; 3}121см 2 • 

690·. Докажите, что: 
1) S6Акс= slr.ВКС(рис. 362); 2) s6AOB= slr.COD(pиc. 363); 
3) s...." ~ s. l!Ac (рис. 363). 

с 

Рис. 362 Рис. 363 
691 : Точка внутри треугольникасоединенаотрезками с его вершинами. Найди­

те nлощадь треугольника, если nлощадь образовавшихся частей равна: 

1) 12 см2, 39 см2 и 45 см2 ; 2) 90 см2 , 25 см2 и 45 см2 • 

692: Как изменится nлощадь nрямоугольника, если одну из его сторон: 
1) увеличить в три раза; 2) уменьшить в четыре раза; 3} увеличить на 50%? 

693: Как изменится площадь прямоугольника, если каждую из его сторон: 
1) увеличить в три раза; 2}уменьшить в четыре раза; 3)увеличить на 50%? 

694: Периметр nрямоугольника со сторонами о и Ь равен Р, а его площадь- S. 
Начертите в тетради таблицу 23 и заполните её. 

Таблица 23 

а 4см 8 СМ 

ь 12 см 7 см 

р 11 СМ 21 см 

s б см2 4 см2 
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695: Прямоугольники АВСDи МТОНимеют равные nлощади. В nрямоугольнн­
ке АВСDстороны равны 10 см и 60 см. 
Найдите стороны nрямоугольника МТОН, если они относятся, как: 

1)2:3; 2)3:8; 3)0,3:0,5. 
696: Найдите nлощадь nрямоугольного треугольника с острым углом 450, если 

один из его катетов равен: 

1) 2 см; 2) 0,3 дм; 3) 0,05 м. 
697: Квадрат со стороной о и nрямоугольник со сторонами Ь и с имеют равные 

nлощади . Найдите nериметр каждого четырёхугольника, если: 

1) о=бсм, Ь=9 см; 2) а= б см, с= 2см; 3) о = 10см, с=20см . 

Периметр какого из двух четырёхугольников меньше? 

698. В квадрате каждая сторона длиной а разделена на три равные части, а nо­

лученные точки соединены так, как указано на рисунках 364 и 365. 
Найдите nлощади фигур внутри квадратов. 

Рис. 364 Рис. 365 

699. Разность периметров двух квадратов равна с, а разность их nлощадей- d. 
Найдите площади квадратов, если: 

1) с= 16 см, d= 56 см2 ; 2) с= 12 см, d= 105 см2 • 

700. Ширина nрямоугольной рамки равна с, а её nлощадь - S. 
Найдите nериметры внешней и внутренне Н частей, еСли: 
1) с=2см, S= 9бсм2; 2) с= Зсм, S=564см2• 

701 . Площадь nрямоугольника равна S. Составьте формулы для нахождения 
сторон nрямоугольника, если стороны относятся, как т: n. 

702. Периметр прямоугольника равен Р. Составьте формулы для нахождения 
сторон nрямоугольника, если стороны относятся, как т: n. 

703. Какой геометрический смысл nри о> О, Ь > О, с> О имеют формулы: 
1) {о+ Ь)с= ос+ Ьс; 2) {о - Ь)с = ос- Ьс; 

3) {а+ Ь){с+ d)= ас+ Ьс+ od+ bd? 
704. Катеты nрямоугольного треугольника равны а и Ь. Точка О находится на 

расстоянии dот каждого катета. 

Найдите расстояние от этой точки до гипотенузы, если: 

1) о= 3 см, Ь= 4 см, d= 1 см; 

2) о= б см, ь = 8 см, d= 2 см. 
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705•. Два квадрата со стороной 10 см расnоложены так, что вершина каждого 
квадрата находится в точке nересечения диагоналей другого квадрата. Най­

дите nлощадь общей части двух квадратов. 

706~ Точка М делит отрезок АВ nоnолам, а точка N - нанеравные части. Дока­
жите , что nлощадь nрямоугольника со сторонами AN и NB равна разности 
nлощадей квадратов со сторонами МВ и MN. 

707 ~ В nрямоугольнике со сторонами 4 см и б см nроведены биссектрисы углов 
nри его большей стороне. 

На какие части разделена nлощадь nрямоугольника? 

708~ Если точки А, В и С лежат на одной nрямой, тоАВ2 + ВС2 =АС2 - 2АВ · ВС. 
Сnраведливо ли это утверждение? 

709 ~ Докажите, что площадь прямоугопьного треугольника равна nоловм­
не nроизв!l'ения гиnотенузы на высоту, nроведённую к гипотенузе. 

710~ Докажите, что nлощади треугольников, на которые разбивает nрямоуголь­
ный треугольник высота, nроведённая к гиnотенузе, относятся, как nроек­

ции катетов на гиnотенузу. 

( ПРИМЕНИТЕ НА ПРАКТИКЕ ) 
711: По карте Украины (рис. 366) выясните, из какихчастей состоит nлощадь нашей 

страны; какая часть имеет наименьшую nлощадь, наибольшую nлощадь. Ка­

кую часть nлощади Украины составляет nлощадь области, где вы живете? 

Рис. 366 



140 Глаеа 3 

112: Площадь участка равна 6 аров. Чему равна nлощадь этого участка в квад­
ратнь•х метрах; в гектарах? 

713: Участок прямоугольной формы на плане в масштабе 1 : 100 имеет стороны 
10 см и 25 см. Какова nлощадь этого участка? 

714. Прямоугольный кусок линолеума имеет размер 9х4 м. Достаточно ли это­

го для покрытия nола в двух комнатах размером 2х8 м и 4х5 м? 

715 . Какой должна быть наименьшая nлощадь гаража для двух автомобилей 
размером 4,Sx 1,8 м, чтобы между обеими машинами, машинами и стенами 
оставался проход шириной 1 м? 

716. Проведите необходимые измерения и рассчитайте, сколько рулонов обо­

ев (без подгонки рисунка) необходимо для ремонта комнаты у вас дома, 

если длнна рулона 10,5 м, а ширина- 0,6 м. 

717. Проведите необходимые измерения и рассчитайте, сколько кафельной 
плитки размером 20х30 см необходимо приобрести для ремонта ванной 

комнаты у вас дома . 

718. Проведите необходимые измерения и рассчитайте, какое количество nар­

кетных дощечек nрямоугольной формы размером 30х5 см необходимо при­

обрести для укладки nаркета в комнате у вас дома. 

719. Проведите необходимые измерения и рассчитайте, сколько ламината nря­

моугольной формы размером 138х 19,5 см необходимодля укладки в ком­

нате у вас дома. 

720~ Площадь фигуры можно оnределить сnособом взвешивания. Для этого 
фигуру чертят на листе nлотной бумаги или картона и вырезают по контуру. 

Из этоrо же материала вырезают квадрат оnределённоrо размера. Затем 

сравнивают массу обеих фигур. Объясните, на чём основан такой сnособ. 
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~Вы уже знаете формулы площадей трёх фигур ­
квадрата, nрямоугольника и прямоугольного тре­

угольника. Выведем формулу nлощади параллелограмма. 

Теорема (о nлощади параллелограмма). 

Площадь пармлелограмма равна произведению его 

стороны на высоту, проведённую к этой стороне. 

Дан о : ABCD- параплелограмм (рис. 367), 
DH- высота, 

АВ = о, DH= ha. D 
Доказательство . Проведём нз вершины С А н в 

высоту СМ= DH = h {рис. 368). Получили траnе- Рис. 367 
цию AMCD. Рассмотранм две nары фигур, нз кота- о с 
рых она состоит: данный параплелограмм ABCD и LOl 
t:J.BMC, прямоугольник HMCD и 11AHD. По третьему 
свойству площади, 

SАнсо= SАвсо + Sммс• а также SАнсо= Sнисо + SААно · 
Поэтому SA8CD + stt.ВНC = SHНCD + s4AHD- А н в м 
!J.BMC= !1AHD no катету н гиnотенузе: СМ= DНкак Рис. 368 
высоты, проведённые к одной стороне АВ nарал-

лелоrрамма, AD = ВС как nротивоnоложные стороны nараллелограмма. 

Поэтому, согласно второму свойству nлощади, S,..вис = S4Ано. 
Следовательно, SAвcD = Sннсо · 
Для прямоугольника НМСDимеем: Sннсо = CD· DH= АВ· ha = aha. 
Согласно доказанному, nлощадь данного nаралле- 0 С 

лограмма ABCD рав~ nлощади nрямоугольника [] 
HMCD, поэтому SАвсо- ah,.. М 

3 а д а ч а . В параплелограмме стороны равны 8 см 
и 6,4 см, а высота, проведённая к большей стороне,-
б см . Найдите высоту nараллелограмма, nроведён-

ную к меньшей его стороне . 

Ре w е н и е . Пусть ABCD- данный параплелограмм А н 8 
(рис. 369), в котором АВ= 6,4 см, ВС = 8 см, Рис. 369 
DМ=бсм. 
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Требуется найти высоту DH. 
Площадь nараплелограмма ABCD можно выразить двумя сnособами: либо 
как произведение стороны ВСна высоту DM, либо как произведение сторо­
ны АВ на высоту DH. Отсюда: 
S~D= ВС· DM= В · Б= 48 (см') , (1) 

S<вeD =АВ· ОН. (2) 

Из равенств (1) и (2) получим: DH= SAВCD : АВ= 48: 6,4 = 7,5 (см). 

lJ Для того чтобы найти длину не известной стороны или высоту парал­
ле.пограмма, выразите площадь двумя способами: через одну из двух 

смежных сторон параплелограмма и высоту, проведёнвую к ней, и че­

рез другую смежную сторону и соответствующую ей высоту. Составьте 

и решите уравнение относительно искомой величины. 

!J Можно ли найти площадь ромба по стороне и высоте, проведённой к 
ней? Можно, nоскольку ромб - частный вид параллелограмма. 

Вы знаете, как находить площадь nрямоугольного треугольника по 

его катетам. Воспользуемся этим, чтобы вывести ещё одну формулу nло­

щади ромба. 

АС и BD- диагонали, 

АС= d,, BD = d
1
• 

1 
Доказать : SАвсо= 2 d,d1. 

До к аз атеп ьство . В ромбе ABCD все стороны Рис. 370 
равны. Его днагонали АС н BD взаимно nерnенди-
кулярны и в точке nересечения делятся nоnолам. Поэтому они разбивают 

ромб на четыре равных nрямоугольных треугольника АВО, СВО, СDОи ADO 
d , dl 1 d, dl 

скатетами 2 и 2 . S4A80= S,к80=S,к00= S&Aoo= 2· 2 · 2 · 

Поскольку nлощадь ромба равна сумме nлощадей этих треугольннков, 

d,dl 1 
то SAВCD = 4S4A80 = 4 . 8 = 2 d,d2. 

Следствне. 

Площадь квадрата равна половине квадрата его диагонали. 

Утверждение следует из того, что квадрат - это частный вид ромба и 

1 
имеет равные диагонали, пусть d. Следовательно, S = 2 d1• 
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1. У вас может возникнуть воnрос: ЗоВисит ли формула площади паралле­

ло2ро./lfмо ABCD от расположения высоты DН(рнс. 368)? Нет, не зависит. В 
расположенииточки Н возможны три случая . Один из них рассмотрен в учебни­

ке. Ещё два случая: точка Н находится либо в вершине В параплелограмма 

(рис. 37 1), либо на продолжении его стороны АВ (рис . 372}. 

О С D С 

L17 
А В(Н) А 

Рис. 371 Рис. 372 

Во втором случае (рис. 371) nараллелоrрамм АВСDсостоит из двух равных nрямо-
1 

угольных треугольников АВDи CDB, nоэтому SAВCD = 2 · SAAIO = 2 · 2 ·АВ · ОН= oha. 

В третьем случае (рис . 372) доказательство аналогично изложенному в учебни­
ке. Проведите это самостоятельно. 

2. Для фигур, имеющих равные nлощади, исnользуют специмьное название -
робно8еликие. Наnример, nараллелограмм ABCD и nрямоугольник HMCD на ри­
сунке 372 являются равновеликими. Понятно, что два равных многоугольника 
всегда равновелики, но не любые два равновеликих многоугольника равны. 

Два многоугольника называются робносостаВленны.ми, если их можно раз­

бить на одинаковое количество nопарно равных многоугольников, в частности 

треугольников . Таковы, наnример, nараллелограмм ABCD н nрямоугольник 

ЯношБольяи 

HMCD на рисунке 368, nоскольку каждый состоит нз 
общей для них траnеции н равных nрямоугольных тре­

угольников АDНи ВСМ. 

Между равновеликими и равносоставленными 

фиrурами существует такая связь: равносоставленные 

многоугольники являются равновеликими (из оnреде­

ления о равносоставленных многоугольниках); равно­

великие многоугольники являются равносоставленны­

ми. Последнее утверждение известно, как •теорема 

Больяи- Гервина•, доказанная в XIX в. Интересно, 

что Фаркаш Больяи (1775- 1856, Венгрия), доказав­

ший теорему, был отцом Яноwа Больяи (1802 -
1860) - одного из творцов неевклидовой геометрии. 
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ВСПОМНИЛ ГЛАВНОЕ 

1. По какой формуле можно вычислить площадь nараллелограмма? 

2. Как вывести формулу площади nараплелограмма по стороне и высоте, про­
ведённой к этой стороне? 

3. Как вычислнть площадь ромба, квадрата по его диагоналям? 

fl1 РЕШИП ЗАдАЧИ 
721 '. По данным на рисунках 373- 375 выясните, можно ли nравильно вычис-

лить nлощадь nараллелоrрамма, используя указанное равенство. 

Объясните ответ. 

А 
S=AB 

Рис. 373 

н 

М N 
S=MN·MH 

Рис. 374 

S=OA ·NT 

Рис. 375 

722 '. Поданным на рисунках 376 и 377 найдите площадь nараллелограммаАВСD. 

723'. Чему равна площадь ромба АВСDна рисунке 378? 
с 

А 

Рис. 376 Рис. 377 Рис. 378 

724". В параплелограмме АВСDпроведена высота ВНк стороне CD. 
Найдите nлощадь nараллелограмма, если: 

1) со~ 60 см, вн~ 50 см; 2) со~ 25 см, вн~ 40 см; 
3) со~ 25 см, вн~ 100 см. 

725". К стороне о nараллелограмма проведена высота ha" 
Найдите е го nлощадь, если: 

1}о=10см h =08а· 2}о=2дм,h.,=0,75о; 

3} h., = 5 см,'а:., 1,2h., .' 
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726". Площадь параплелограмма равна S, а одна из его сторон- о. 

Найдите высоту, проведённую к этой стороне, если: 

1) S= б0см2, о= 15 см; 2) S= 115 см2 , а= 35 см; 

3) S= 75см2, о = 25 см. 

727". Найдите высоты параплелограмма со сторонами о, Ь и площадью S. 
Начертите в тетради таблицу 24 и заполните её. 

14S-4 

Таблица 24 

а 5 см 8,5 СМ 14см 16 СМ 

ь 10 см 17 см 21 см 10 см 

s 41 см2 34 см2 63 см2 б4см2 

h. 

h, 

728". Площадь параплелограмма равна S. Найдите расстояние между его сторо­
нами длиною d, если: 
1) S= 56 см2 , d = 7 см; 2) S= 90 см2 , d= 18 см; 
3) S= 24 см 2 , d = 6 см. 

729". Стороны пармлелограмма равны о и Ь, а высота, nроведённая к стороне о, 
равна h. Найдите высоту, nроведённую к стороне Ь, если: 
1) о = б см, Ь= 3,6 см, h= 2,4см; 2) о= 18 мм, Ь= 9 мм, h= б мм; 

3) а= 30 см, Ь = 50 см, h = 25 см. 

730". Докажите, что диагонапи параппепограмма разбивают его на четы­
ре треугопьнмка с равными ппощадями. 

731 ". Через точку пересечения диагоналей nараллелограмма nроведе на прямая. Рав­
ны ли nлощади частей, на которые она делит nараллелограмм? 

732". Найдите nлощадь ромба, если его диагонали равны: 
1) 1 2см и 16см; 2) 1,бдми 3дм; 3)40 мм и 42 мм. 

733". Докажите, что дмагонапи ромба разбивают его на четыре прямо­
угопьных треуго.~tьнмка с равными ппощадями. 

734". В ромбе АВС диагонали nересекаются в точке О. Площадь прямоугольного 
треугольника АОВ равна S. Найдите nлощадь ромба, если: 
1) S=25см2 ; 2) S=30см2; 3) S= 18см2 • 

735". Найдите nлощадь квадрата ABCD, если е го диагональ АС равна: 

1)4см; 2)0,З дм; 3)1 ,2 м. 

736. Параnлелограмм со сторонами а и Ь имеет острый угол 30". Найдите nло­
щадь nараллелограмма, если: 

1) а= 15 см,Ь= 10см; 2)о=25см,Ь=20см. 
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737 , В nараплелограмме со сторонами а и Ь высота, проведённая к большей 
стороне, образует с меньшей стороной угол зо· . Найдите nлощадь парал-

лелограмма, если: 1) о= 10 мм, Ь= 15 мм; 2) о= 20 мм, Ь= 25 мм. 

738. Найдите площадь ромба с туnым углом 150•, если его сторона равна: 
1) 1 дм; 2) 2,6 см. 

739, Дsе nолосы шириной т н n, nересекаясь, образуют параплелограмм nло­
щадью S. Найдите стороны параллелограмма, если: 

1) m= 9см, п= 24см, S= 72 см 2 ; 2) т= 4 дм, n= 1 дм, S= 6дм2 • 

740. Площадь nараплелограмма равна S. Расстояния от точки nересечения его 
диагоналей до сторон соответственно равны т и n. 
Найдите периметр nараллелограмма, если: 

1) S= 56 см2 , т= 4см, n= З,Sсм; 2) S= 36 см2 , m= 2см, n= 3 см. 

7 41. В nараплелограмме с nериметром Р точка пересечения днагоналей отстоит 
от его сторон на расстояниях тиn. Найдите площадь nараллелограмма, если: 

1) Р= 64 см, т= n= 4 см; 2) Р= 63 см, т= 4 см, n= 5 см. 

742. Через произвоnьную точку диагонаnм параллепограмма проведе· 

ны две прямые, паралnеnьные его сторонам . Докажите, что получен · 

ные четырiхугопьнмки, пежащие по разные стороны от диагонапм, 

имеют равные ппощадн . 

743. Площадь ромба равна 36 см 2 . Найдите его диагонали, если они относятся, 
1)3:4; 2)2:3; 3)1:1. 

744, Два квадрата имеют диагонали 5 см и 3 см. Какова диагональ квадрата, 
nлощадь которого равна разности nлощадей данных квадратов? 

745. Площадь ромба в два раза меньше nлощади квадрата с таким же nернмет­

ром. Найдите острый угол ромба. 

746. Во сколько раз площадь квадрата, вnисанного в окружность, меньше пло· 
щади квадрата, описанного около этой окружности? 

747~ Высоты параллелограммаотносятся, как 2:3, его nериметр равен 40 см, а 
острый )'ГОЛ - 30". Найдите nлощадь параллелограмма. 

748~ Угол между высотами ромба равен 60". Докажите, что nлощадь ромба в 
два раза больше площади треугольника, nостроенного на данных высотах 

ромба. 

749~ По данным на рисунке 379 докажите, что nло· 
щадь nараллелограмма АВСDравна 0,2 nлощади 
четырёхугольника KLMN. 

750•. Произвольная точка М внутри nараллелограмма 
ABCD соединена отрезками с его вершинами. 
Докажите, что сумма nлощадей треугольников 

AMD и ВМС равна сумме площадей треуrольни· 
ков АМВ и CMD. 

ii:!/ 
К N1 L 

Рис. 379 
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751*. Диагональ nараплелограмма nерnендикулярна к его стороне . При каких усiЮ­
виях площадь данного nараплелограмма равна квадрату этой диагонали? 

752•. Радиус окружности, вnисанной в ромб, делит его сторону на отрезки дли­
ной т и n. Найдите nлощадь ромба, если: 
1)m= 1,8см,п=3,2см; 2)m=4см,п=9см. 

753~ Найдите геометрическое место вершин nараллелограммов с общей сторо­
ной, nлощадь которых равна площади данного параллелограмма. 

754~ На каждой стороне nараплелограмма взято по точке. Площадь четырёхуголь­
ника с вершинами в этих точках равна nоловине nлощади nараллелограмма. 

Докажите, что хотя бы одна из диагоналей четырёхугольника nараллельна сто­

роне nараллелограмма. 

( ПРИМЕНИТЕfiАПРА)Шf!Щ 
755. Поле имеет форму nараплелограмма со стороной 250 м и nроведённой к 

ней высотой 100 м. Через nоле, nерnендикулярно к его краю, nроходит nро­
сёлок шириной 5 м. Какую nлощадь можно засеять? 

756. Участок, имеющий форму nараллелограмма, нужно разделить на три час­
ти одинаковой nлощади. Как это сделать? 

757. Прямоугольную рамку сжали таким образом, что образовался nарапле­
лограмм с такими же сторонами, что и в nрямоугольнике. Равны ли nлоща­

ди nрямоугольника и nараллелограмма? 

758. Проведите измерения и рассчитайте, сколько nотребуется кафельной nлит­
ки размером ЗЗхЗЗ см, чтобы вымостить nол в коридоре вашего дома сnосо­

бом cno диагонали», если края nлитки не nараллельны стенам. 
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§ ~s ПЛОЩАдЬ 1 • ТРЕУГОЛЬНИКА 
Вы уже знаете, как вычислить площадь пря­

моугольного треугольника по его катетам. Возни­

кает вопрос: Как найти площадь любого треуголышка по его сторапе и 

высоте, проведённой к этой стороне? 

Теорема (о площади треугольника). l 
Площадь треугольника равна nоловине 

произведения его стороны на высоту, 

проведённую к этой стороне. 

Дано : МВС(рис . 380), 
АН- высота, ВС= а, АН= h. 

1 • 

ДоКаЗаТЬ : SdAВC = 2 Oha. 

~ 
в н с 

Рис. 380 

О А 

Доказательство . На стороне АВ заданного ~~ 
треугольника АВСnостроим равный ему треуголь-

ник ВАD (рис. 381). Образованный четырёхуголь­
ник ADBC - параллелограмм, nоскольку, по nост-

! роению, AD = ВС, BD =АС. В нём сторона ВС= а, В Н С 

высота АН= hd, nоэтому SADВC= ahd. Поскольку па­
раллелограмм состоит из двух равных треугольни-

1 ков АВСи ВАD, то площадь треугольника АВСрав­

на половине nлощади nараллелограмма ADBC. 
1 1 

Следовательно: Sмвс=2 SАовс= 2 ah". 

' Задача . Докажите, что ппощадь треугопь­
ника равна произведению его попуперимет­

ра на радиус вписанной окружности. 

Ре w е н и е . Пусть АВС- данный треугольник 

(рис. 382), в котором ВС= а, АС= Ь, АВ= с, 
1 

р= 2 (а+ Ь+ с)- полуnериметр, точка О- центр 

вnисанной окружности, г- радиус вписанной ок­

ружности. 

Докажем, что Sмвс = pr. 

Рис. 381 

с 

& 
А с В 

Рис. 382 
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Соединим отрезками вершины треугольника АВС с 

центром О вписанной в него окружности (рис. 383). 
Получаем три треугольника - ВОС, АОС и АОВ. В 

каждом из них радиус вписанной окружности г явля ­

ется высотой, nроведённой к стороне, равной соот­

ветственно о, Ь или с. 

1 1 1 
Поэтому s,..вос = 2 or, s4AOC = 2 br, s~OB = 2 cr. 
Площадь дАВ С равна сумме nлощадей этих треуголь­

ников. Следовательно, 
1 

S~вс = Stt.ВOC + S~OC + S~OB = 2 (0 + Ь + С) · {= рГ . 

с 

~ 
А с В 

Рис. 383 

.!J Для того чтобы найти площадь треугольника (ч.етырёхугольника), мож­
но воспользоваться способом сложения площадей его частей. При этом иног­

да нужны допоJШительные построения, чтобы образавались вспомогатель­

ные треугольники, площади которых можно найти по условию задачи. 

@j УЗНАЙП 60ЛЬШЕ) 
1. Сnособы вычисления nлощади треугольника (а также прямоугольника и трапе­
ции) были известны ещё в Древнем Егиnте. Сведения об этом дошли до нас на nапи­

русах. Среди них наиболее известные- nanиp.yc Ринда (около 1800 г. до н. э.), со­
держащий 84 задачи с решениями (страница из этого паnируса на рис. 384}, и так 
называемый московский папирус (около 1600 г. до н. э.), он содержит 25 задач с 
решениями. Чтобы найти поощадь треугольника, древние егиnтяне осtювание треу­

гольника делили nоnолам и умножали на высоту. А для определения поощади рав­

нобедренного треугольника исnользовали nолупроизведение его боковых сторон. 

2. Геометрические расчёты по точным формулам проводилисьи в древнем Вави­
лоне. Сведения сохранились на клинописных табличках (образец вы видите на 

рис . 385}. Дошедшие до нас тексrы свидетельствуют, что вавилоняне знали и ис­
nользовали в nрактических задачах проnорцнональность параллельных отрезков. 

Наnример, они умели вычислять длину отрезков MN, СМ и ВМ (рис. 386) в треу­
гольнике АВСпо егостороне АС= 30, разности S

1
- S

2 
= 42 площадейтрапеции и 

в 

Рис. 384 Рис. 385 Рис. 386 
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треугольника, на которые разбивается данный треугольник nараллельной пря­

мой MN, и разности ВМ - СМ= 20. Сейчас для решения этой задачи нам nри­
ШJЮСЬ бы составлять систему уравнений. 

ВСПОМНИЛ ОСНОВНОЕ 

1. По каким формулам можно вычислить площадь треугольника? 
2. Выведите формулу площади треугольника по стороне и высоте, nроведён­

ной к этой стороне. 

З . Объясните, как найти nлощадь треугольника, зная nлощади его частей . При­

ведите nример. 

00 РЕШИЛ ЗАДАЧИ 
759 '. По данным на рисунках 387- 389 назовите стороны треугольника АВС н 

проведённые к ним высоты. 

с с с 

в 

Рис. 387 Рис. 388 Рис. 389 

760~ Можно ли nравильно вычислить площадь треугольника по данному равенству: 
1 1 

1) Sмос ~2 АВ · АМ(рнс . 381); 2) Sмос ~2 АС· ВК(рнс. 387); 

1 
3) st\ABC =; вм. АК (рис. 388); 4) Sмос ~ АВ· CL (рнс. 388); 

1 
5) Sмос ~ АВ· АС (рнс . 389); б) Sмос ~ 2 ВС · АС (рнс. 389). 

Объясните ответ . 

761 : По данным на рисунках 390- 392 найдите nлощадь треугольника АВС. 

с 

А 

[7
В А С 

' ·<1 
Рис. 390 Рис. 391 Рис. 392 
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762". В треугольнике АВС проведена высота ВН. Найдите площадь треугольни­

ка, если: 

1)АС= 6 см , ВН= 5см; 2) АС= 2,5дм, ВН= 4дм; 3) АС= 25 см, ВН= 100 см. 

763". К стороне а треугольника проведена высота h
0

• Найдите его площадь, если: 

1)а=10см h =О Во· 2)о=2дм h =075а· 
З)h, ~ 12м~.~~ i,sh,. ' " ' ' 

764". Площадь треугольника равна S, а одна из его высот- h. Найдите сторону, 
к которой проведе на эта высота, если: 

1) S= 72 см2 , h = 12 см; 2) S= 155 см 2 , h= 10 см; 
3) S= 75 см 2 , h= 7,5 см . 

765 ". Найдите высоты треугольника со сторонами а, Ь, с и nлощадью S. Начер­

тите в тетради таблицу 25 и заnолните её . 
Табл и ца 25 

а 13 см 13 см 7 см 9 см 

ь 14 СМ 20 см 15 см 10 см 

с 15 см 21 см 20 см 17 СМ 

s 84см2 126 см2 42 см2 36 см2 

h, 

h, 

h, 

766". Как изменится площадь данного треугольн111ка, если: 
1) одну из его сторон увеличить в два раза, а высоту , nроаедённую к этой 

стороне, уменьшить в два раза; 

2) одну из его сторон уменьшить в два раза, а высоту, проведённую к этой 

стороне, увел~о"~чить в четыре раза; 

3) одну из его сторон увеличить в четыре раза, а высоту, nроведённую к 
этой стороне, уменьw111ть в два раза? 

767". По данным на рисунках 393- 395 докажите, что треугольники АМСи ВМС 
имеют равные площади. 

Lt 
А М В 

А 

с 

Рис. 393 Рис. 394 Рис. 395 



768". В треугоn~Jнике проведена медиана. В каком отношении разбивает­

ся его nnoщaдiJ? Ответ обоснуйте . 

769". В треугоn~Jнике nроведена средняя nиния. Какую част .. nnощади дан­

ного треугоn~Jника составляет nnoщaдiJ образованного треугоn~Jника? 

770". Средняя линия треугольника отсекает от него треугольник nлощадью S. 
Чему равна nлощадь данного треугольника, если: 

1) S= 52,5 см2 ; 2) S= 21 см 2 ; 3) S = 105 см2? 

771 ". В треугольнике со сторонами о, Ь и с радиус вnисанной окружности равен г, 
а nлощадь - S. Начертите в тетради таблицу 26 и заполните её. 

Таблица 26 

а 17 СМ 13 см 7 см 13 см 

ь 28 см 20 СМ 15 СМ 37 СМ 

с 39 см 21 СМ 20 См 40 СМ 

р 

14 16 
r Sсм тем 2 см зсм 

s 

772. Средняя линия треугольника равна q, а nерnендикулярная к ней высота 
равна h. Найдите nлощадь треугольника, если: 
1)q+h= 12,5см, q-h = 0,5см; 2)q+h = 23cм,h -q= 17см. 

773. Докажите, что два треугольника имеют равные nоощади, если в них соответ­
ственно равны средние линии и высоты, перпендикулярные средним линиям. 

774. Площадь nрямоугольного треугольника равна S, а его катеты относятся, 
как т: n. Найдите катеты, если: 
1) S= 720 см2 , т= 9, n= 40; 2) S= 1320 см2, т= 11, n = 9,6. 

775. Найдите nлощадь прямоугольного треугольника, если его высота делит 
гиnотенузу на отрезки: 

1)4сми9см; 2) 1сми 16см. 

776. Найдите nлощадь nрямоугольного треугольника с острым углом 30•, если 
его гиnотенуза равна: 

1)8см; 2) 12см. 

777. Найдите nлощадь равностороннего треугольника, если его сторона равна: 
1) 80 мм; 2) 1,2 дм. 

778. Найдите nлощадь nрямоугольного треугольника, зная nолусумму tего ка­

тетов и радиусы г и R вnисанной и оnисанной окружностей, если: 
1) t= 7 см, г= 2 см, R= 5 см; 
2) t= 17 см, г= 4см, R= 13 см . 
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779. Треугольник имеет стороны о, Ь и с, при этом о< Ь <с. Составьте не равен­

ство для высот треугольника hv hьи hc. Ответ обоснуйте . 

780. Известна nлощадь одного нз двух подобных треугольников. Какие измерения 

и вычисления надо выполнить, чтобы найти площадь другого треугольника? 

781 . Докажите, что площадь треугольника с вершмной в точке пересече­
ния медиан данного треугольника м общей с ним стороной составпя­

ет треть ппощадм данного треугольника. 

782. В параплелограмме АВСDвершина О находится на расстоянии 4 см от диа­

гонали АС, равной 16 см. АВ= 12 см. Найдите расстояние: 
1) от точки Dдо прямой АВ; 
2) между прямым и АВ и CD; 
3) от середины диагонали до стороны CD nараллелограмма. 

783~ Докажите, что сумма расстояний от любой точки, лежащей внутри 
равностороннего треугольника, до его сторон равна высоте тре-

угопьннка. 

784~ Найдите геометрическое место вершин треугольников с общей стороной, 
в которых nлощадь равна nлощади данного треугольника. 

785~ Докажите, что для треугольника с высотами hat hь и hc и радиусом вписан-
1 1 1 1 

ной окружности r выполняется равенство: h;; +h; +;;; = ~ . 

1 
786~ Сторону АВ треугольника АВС nродолжили за точку А на -;; её длины и 

nолучили точку D. Какова nлощадь треугольника DAC? 

787~ Стороны. треугольника nродолжили (двигаясь по часовой стрелке) на их 
собственную длину. Полученные точки соединили отрезками. Какова пло­

щадь образовавшегося треугольника? 

788~ В каком отношении, считая от вершины, надо разделить боковую сторону 
треугольника двумя nрямым н, nараллельны ми основанию, чтобы nлощадь 

треугольника была разделена на три равные части? 

789~ Высота треугольника равна 4 см. На каком расстоянии от вершины треуголь­
ника надо nровести прямую, параллельНую противолежащей стороне, чтобы 

разделить nлощадь треугольника в отношении т: n, считая от вершины? 
790~ Докажите, что окружность, вnисанная в прямоугольный треугольник, де­

лит его гипотенузу на отрезки, произведение которых равно nлощади этого 

треугольника. 

ПРИМЕНИП НА ПРАКТИКЕ 

791 . Исnользуя бумажные модели многоугольников, проиллюстрируйте 

S =~ =~ h = o '!.. равенства: 
2 2 2 
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792. Площадь треугольника можно вычислить 
nри nомощи линейки. Для этого надо nри­

пожить линейку к llABC так, как nокаэано 
на рисунке 396, и через точку В провести 
ВМ 11 АС. Объясните, как вычислить иско­
мую nлощадь, зная ширину линейки и дли­

ну отрезка АМ. 

793. Как нужно нанести деления на линейку 
(рис. 396), чтобы точка М сразу же указы-

вала значение площади t!ABC? 

ГлаеаЗ 

А /г--- -------- ----- м 
~ 

с 

Рис. 396 

794. Изготовили серию деталей треугольной формы, в которых равны наиболь­
шие стороны и равны расстояния от противолежащей вершины до этих сто­

рон. Задайте форму и размеры контейнера, в котором удобнее всего транс­

nортировать эти детали одновременно. 

795. Воздух давит с силой 1,03 кг на каждый квадратный сантиметр. Каково дав­

ление воздуха на треугольный тент над окном, если ширина тента- 1,8 м, а 
расстояние от его nротиволежащей вершины до этой стороны равно 0,5 м? 

796. Луг треугольной формы надо разделить на две части с равными nлощадя­
ми. Как это сделать nри nомощи вех и nолевого циркуля? 
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§19 ПЛОЩАДЬ е ТРАПЕЦИИ 

~Вы знаете, чтобы вывести формулы площадей 
прямоугольника, параллелограмма или треуголь­

ника, надо составить из этих фигур такие, nлощади которых умеете на­

ходить. Воспользуемся этим способом и выведем формулу площади тра -

пеции. 

Теорема (о площади трапеции). l 
Площадь тра~еции рав~а произведению 

полусуммы ее основании на высоту. 

Дано : АВСD-траnеция(рис.З97), 

АВ и CD - основания, СН- высота, 

АВ~ а, со~ ь, сн~ h. 

а + Ь 

1 Доказать : SAвco= ---:;- · h. 

Доказательство . Проведём в трапеции диа-

1 гональ АС (рис. 398). Она разбивает траnецию на 
два треугольника АВС и ADC. Высота h траnеции 
является высотой треугольника АВС, nроведённой 

к стороне АВ = о, и равна высоте треугольника 

ADC, проведённой к стороне CD = Ь. 

а 
А Н В 

Рис. 397 

и 
А Н В 

Рис. 398 

Площадь траnеции равна сумме площадей этих треугольников, поэтому 

1 1 1 а + Ь 

SABCD = sмвс + sdADC =;- oh+;- bh =;-(о+ Ь). h =---:;- · h. 

~ 3 а д а ч а. Диагонали АС и BD траnеции ABCD пересекаются в точке О 
(рис. 399). Докажите, ЧТО треугольники AOD и воеимеют равные nлощади. 

Ре w е н и е . Рассмотрим треугольники ABD и 
АВ С. В них сторона АВ- общая, а высоты, прове­

дённые к этой стороне, равны высоте трапеции. 

Поэтому SMBD = sdABC" Треугольник ABD состоит 
из треугольников АОВ и AOD, а треугольник АВС­
из треугольников АОВ и ВОС. 

Отсюда получим: 

sdAOD= st\ABD-sdADB ; stJ.BOC= s!J.ABC- s !J.AOB' 
Следовательно, площади треугольников AOD и ВОС 
равны как разности равных nлощадей. 

о с 

~ 
А В 

Рис. 399 
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.!lJ Для того чтобы установить, что неравные фигуры имеют равные 
площади, нужно доказать, что площади этих фигур равны либо сум· 

ме равных площадей , либо разности равных площадей. 

(j УЗНАЙТЕ БОЛЬШЕ ) 
1. У вас может возникнуть вопрос: Существует ли трапеция, средняя линия 
которой делит её площадь пополам? 

Существование фигуры с заданными свойствами можно доказать, если привести 

nример такой фигуры. Однако не всегда этот путь- самый nростой. История сви­

детельствует о том, что иногда на поиски nримера, nодтверждающего существо­

ваниенекоторого математического объекта, учёные затрачивали многие годы. 

Чтобы уnростить поиск, проводят предварительные аналитические расчёты. 

Именно это мы и сделаем, чтобы ответить на поставленный вопрос. 

Пусть трапеция ABCD (рис. 400) имеет основания а и Ь и высоту h. Средняя ли-
h 

ния MN разбивает её на две трапеции с равными высотами 2 (докажите зто 
самостоятельно). Обозначим площади этих трапеций S

1 
и S

2 
и выразим их через 

основания данной трапеции и её высоту: 
а + Ь 

S b + MN h Ь +---;- h ЗЬ + а h 
'=-2- ·2=-2-·2=-4-"2' 

Найдём отношение площадей S
1 
и S

2
• 

S, ЗЬ+а 

После сокращений получим: "S:" = За + Ь . 

Равенство nлощадей S
1 
и S

2 
возможно только в слу­

чае, если ЗЬ +а= За+ Ь, то есть nри а= Ь. А такой 

трапеции не существует. 

Интересно, что отрезок, соединяющий середины ос­

нований трапеции (иногда его называют второй 

средней линией трапеции), делит площадь траnеции 

nоnолам. Докажите это самостоятельно, исnользуя 

рисунок 401 . 

D С 

ме3J 
G3 
А в 

Рис. 400 

А Р В 
Рис. 401 

2. Изучая четырёхугольники, вы узнали о дельтоиде (рис. 402}. Этот четырёху­
гольник, как и ромб, имеет взаимно nерпендикулярные диагонали. Существуют 

траnеции со взаимно nерnендикулярными диагоналями (рис. 403), а также nро­

извольные четырёхугольники с аналогичным свойством (рис . 404). И ромб, и 
дельтоид, и указанная трапеция являются частными видами четырёхугольников 

со взаимно nерnендикулярными диагоналями. 
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D 

с 

А 

Рис. 402 Рис. 403 

с 

А 

Рис. 404 

Докажите самостоятельно, что площадь четырёхугопьника со взаимно перnен­

дикулярными днагонапями равна половине произведения этих диагоналей. 

Эта формула сnраведлива и для ромба, и для дельтоида, и для трапеции . 

ВСПОМНИТЕ ОСНОВНОЕ, 

1. По какой формуле вычисляют площадь траnеции? Как её вывести? 

2. Как найти nлощадь трапеции, зная её среднюю линию и высоту? 

З . Объясните , как можно доказать равенство nлощадей двух не равных фигур . 

fJJ РЕШИТЕЗЩЧИ 
797 '. Можно ли найти nлощадь траnеции, исходя из равенства: 

1 
1) S,oco~ 2 АВ·DН(рнс . 405 ) ; 

1 
2) S,oco~ 2 АВ + DC. ВН (рнс . 405); 

1 
3) S""" ~ 2 (KL + NМ) · ТL (рис . 406); 

м н 
4) S«ИN~ (KN+ LM) · 2(рнс . 406); 

5) S,ON,~ PQ· Р Т (рнс. 407); 

6) SРОнт= НТ +PQ ·РТ (рис. 407 )? 
2 

Объясните ответ. 

D с 

~ 
т н 

Рис. 405 
В К L 

Рис. 406 Рис. 407 
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798 '. По данным на рисунках 408 и 409 найдите площадь 
траnеции ABCD. 

799 ". В траnеции ABCDc основаниями АВ и СО nроведе­

на высота СН. 

Найдите nлощадь траnеции, если: 

1) АВ= 60 см, CD= 36 с м, СН= 50 см; 
2) АВ= 25 см, CD= 45 см, СН= 40 см; 
З) Ав ~ 25 см, со~ ss см, с н~ 100 см. 

800". Основания траnеции равны о и Ь, а высота- h. 
Найдите площадь трапеции , если: 

1)о = 10 см,Ь =0,8а,h=а; 

2) о= 2 дм, Ь= 0,75о, h= 0,5а; 
3) Ь = 5 см, а= 1 ,2Ь, h = а. 

801 ". Площадь трапеции равна S, а её высота - h. 
Найдите сумму оснований траnеции, есл и; 

1) S= 60 см2 , h = 12 см; 2) S= 150 см2 , h= 25 см; 
Cj}) S= 90 см 2 , h= 15 см. 

802". Площадь траnеции равна S, а её средняя линия - q. 
Найдите высоту трапеции, если: 

ГлаваЗ 

в 

Рис. 408 

1:[]12 с 
15 

А 

в 

Рис. 409 

1) S= 60 см2 , q = 15 см; 2) S= 115 см 2 , q = 35 см; 3) S= 75 см2, q= 25 см. 

803", Основания траnеции равны а и ь, средняя линия - q, высота - h, а nло­

щадь - S. Начертите в тетради таблицу 27 и заnолните её. 
Т аблица 27 

а 10 СМ 23 см :?О :..и. t' 
ь 14 см .Z 'fи< 22 СМ 9 см 

q (~rA< 25 см ) f r;,~ 16 см 

h 7 см 5= 10 см {( 
s !Чм' 125 см2 210 см2 176 см2 

804". Как изменится nлощадь траnеции , если: 

1) оба её основания увеличить в два раза, а высоту уменьшить в два раза; 
2) оба её основания уменьшить в два раза, а высоту увеличить в два раза; 
3) среднюю линию увеличить в два раза? 

805". Площадь траnеции равна S, высота - h, а её основани я относ я тся, 

как т: n. Найдите основания траnеции, если: 

1) S= 36 см2 , h= 2 см, т= 4, n= 5; 2) S= 150 см2,h= 5см, т= 2, п=3; 
3) S= 90 см2 , h= б см, т= 1, n= 2. 

806". В трапеции с основаниями а и Ь проведены диагонапи. Чему равно 
отношение ппощадей треугопьников, припежащих к основаниям? 
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807 . Периметр траnеции равен Р, её боковые стороны - с и d, а высота - h. 
Найдите nлощадь траnеции, если: 

1)Р= 1 20см, c=d= 11см,h= 15см; 

2)Р=58см , с=15см,d=1Зсм,h= 1 2см. 

808. В nрямоугольной траnеци и основания равны а и Ь. Её бdльшая боковая сто­

рона образует с основанием угол· 45". Найдите площадь трапеции, если : 

1) о= 2 см, Ь= 5 см; 2) о= 5 см, Ь= Зсм. 

809. В прямоугольной трапеции две на11меньшие стороны 11меют дл11ну о. Наи­

больш11Й угол трапец1111 равен 135". Найдите площадь трапец11и, есл11: 

1)о=2см; 2)о=Зсм. 
810. Основания равнобедренной трапец1111 равны о 11 Зо, а площадь- 202. Чему 

равен острый угол траnеци11? 

811 . В трапец11н меньшая д11агональ dnерnенд11кулярна к её основаниям а и Ь. 

Найдите площадь траnец1111, если: 

1) а+ 2Ь= 3,3 см, а- Ь= 1,8 см, d= 4 см; 
2) За+ 2Ь= 44 см, а- 2Ь= 4см, d= 12 см. 

812. Отрезок, nроведённый из вершины туnого угла траnец1111 параллельна её 
боковой стороне, делит основан11е в отношен1111 1 : 2. Найд11те основамня 
траnеции, есл11 nлощадь nолученного треугольн11ка равна б см2 , а высота 
траnеции- 3 см. Сколько случаев нужно рассмотреть? 

813. Меньшее основание траnец11и равно 4 см . Прямая а разбивает траnецию на 

nараплелограмм 11 треугольник с равным11 площадями. Найдите большее 
основание трапеции. 

814. Докажите , что площадь трапеции , описанной окопо окружности , 
равна nроизведению попусуммы её боковых сторон на высот· , . 

815 . Трапеция, описанная около окружности, имеет периметр Р и площадь S. 
Найд11те радиус окружност11 . 

816. Диагонал11 трапец1111 вза11мно перпенд11кулярны. Одна 11з диагоналей рав­
на 8 см, а nлощадь трапеции- 40 см2 • Найдите другую д11агональ . 

817: Докажите, что существует множество неравных трапеций, имеющих с 
трапецией АВСО общую среднюю пинию и равную с ней nпощадь. 

818: В каких пределах может изменяться площадь трапец1111, большее основа­
Н11е которой равно 1 б см, а высота- 2 см? 

819: Отрезок, паралпельный основаниям о и Ь трапеции, депит её nпо­
щадь nопопам . Какова дпина этого отрезка? 

820: Диагонали трапец11 н ABCDc основаниями АВ и СDnересекаются в точке О. 
Докажите, что nлощадь треугольника ВОС является средним nроnорцио­

нальным между nлощадям11 треугольн11ков АОВ н COD. 

821 ~ Основания трапеции относятся, как т: л. Найд11те отношение nлощадей 

четырёх частей траnеци11, на которые её разбивают диагонали . 
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822~ Высота раенабедренной траnеции равна h, а её nлощадь- h 2. Под каким 
углом nересекаются диагонали трапеции? 

823~ Найдите площадь равнобедренной траnеции с боковой стороной си nерпен­
дикулярной к ней диагонали d, если основания траnеции относятся, как 3: 5. 

8 24~ В траnеции со взаимно перnендикулярными диагоналями отрезок, соединя­
ющий середины оснований, равен средней линии траnеции. Докажите это. 

825~ Если в траnеции середину одной боковой стороны соединить отрезками с 
концами другой боковой стороны, то площадь полученного треугольника 
будет в два раза меньше площади траnеции. Докажите это. 

826~ В треугольнике черезточку пересечения медиан nроведены три отрезка. Каж­
дый из них параллелен одной из сторон треугольника. Докажите, что три обра­

зованные трапеции, составляющие треугольник, имеют равные площади. 

( ПРИМЕНИТЕ НА ПРАКТИ КЕ ) 
827 ". На рисунке 410 иэображён план участка в масштабе 1 : 1 000. Какова пло­

щадь этого участка? 

828". Как, польэуясь планом на рисунке 411, найти площадь участка, если nлан 
выполнен а масштабе 1 : 1 000? 

D 

А Рис. 410 Рис. 411 

829. Участок имеет форму прямоугольной трапеции. Как провести перпендикуляр к 
её основаниям, чтобы разделить nлощадь участка пополам? 

830. В фонаре стеклянные вставки имеют форму трапеции, в которой парал­
лельные стороны равны 20 см и 16 см, а расстояние между ними- 10 см. 

Достаточно ли стекла прямоугольной формы размером 30 х 24 см, чтобы 
вырезать четыре вставки для фонаря? Объясните ответ. 
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КОiiJРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 
1. Что такое многоугольник; п-угольник? Как его обозначают? 
2. Каковы элементы многоугольника? Что такое внешний угол много­

угольника? Диагональ? Периметр? 

3. Сформулируйте и докажите теорему о сумме углов многоугольника. 

4. Какой многоугольник называется вnисанным в окружность? 
Описанным около окружности? 

5. Объясните, что такое площадь фигуры. Каковы основные свойства nоощади? 

6. Выведите формулы площадн nрямоугольннка, nараллелограмма, тре­

угольника, трапеции. По какоа1 формуле вычисляют nлощадь квадрата? 

7. Чему равно отношенне nлощадей nодобных треугольников? 

ТЕСТОВЫЕЗАДАНИЯ j __ ....,. 
Внимательно прочитайте задачи и найдите среди nредложенных 

ответов правилъные. Для выполнения тестового задания необходи­

мо 10 - 15 мин. 

(!:) Найдите сумму углов шестиугольника. 
А. 60 ' . Б. 120' . В. 540' . г. 720 ' . 

® Квадрат и nрямоугольник нмеют равные nлощадн . Пернметр квадрата 
равен 24 см, а одна из сторон nрямоугольника - 4 см. Найдите другую 
сторону прямоугольннка. 

А. б см. Б. 9 см. В. 20 см. Г. 36 см. 

~ Площадь равнобедренного liABC с основанием АС равна 4800 см2 • Найдите 
высоты, nроведённые к боковым сторонам треугольника, еслн АВ= 100 см. 

А. 24 см и 48 см. Б. 48 см и 48 см. В. 48 см и 96 см. Г. 96 см н96 см. 

0 В трапеции ABCD меньшее основание CD и высота соответственно равны 
7 см и 8 см. Найдите площадь трапеции, если nлощадь ~АВСравна 60 см2 • 

А.45см2• Б . Sбсм2 • В.75см 2• Г . 88см2 • 

® В ромбе ABCD диагонали равны 9 см и 40 см. Бdльшую диагональ АС 
точка К делит в отношении 3 : 2, если считать от вершины А. Найдите 
площадь треугольника АКВ. 

А.90см 2 • Б.135см2 • В . 180см2• Г . 270см2 • 
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§~~о. ПОРЕМА ПИФАГОРА. '6J ПЕРПЕНДИКУЛЯР 
И НАКЛОННАЯ 

Докажем теорему, открытие которой связано с 

именем древнегреческого учёного Пифагора (VI в. до н . э.) . 

Теорема Пифагора. В прямоугольном треугольнике 

квадрат гипотенузы равен сумме квадратов катетов . 

Дано : t.ABC,LC~90 ' (pиc . 412). С 

Доказать : АВ1 = АС2 + ВС2• ~ 
Д о к аза теn ьство . Проведём из вер-

шины прямоrо угла С высоту CD. Каждый 

катет прямоугольноготреугольника явля-

;:~:тС:неу~:~м и "::~~~:~:::~н=~м г=~= А 
нузу. nоэтому АС 2 = АВ AD и 

D 

Рис. 412 

в 

ВС 2 =АВ. BD. Соожив равенства почленно и зная, что AD+ DB= АВ, nолучим: 

АС' + ВС'~АВ · AD+ АВ · DB~ АВ (AD+ DB) ~АВ' . 

Следовательно, А82 = АС2 + ВС2 
• 

.tJ Если а, Ь - катеты прямоугольного треугольника, с - его гипотенуза, 

то из формулы с' = а2 + fil получим следующие формулы: 

c=.Ja1 +h2
; а2 =с'- ЬZ , либоа = .Jс2 - Ь2 ;1Г =с'- а2,либоЬ = .Jс2 - а2 • 

ИспоJIЬ3уя эти формулы, по двум любым сторонам прямоугольного 

треугольника находим его третью сторону (табл. 28). 

~а 
а 

с ="Vo1 +b1 

Например: 

.zjь 
о-? 

о =Vc2
- Ь2 

Таблица28 

~Ь-? 
а 

Ь ="Vc2
- о2 

1) а= б см, Ь = 8 см , тогда с ;:. Ja1 +h1 = .J62 +82 = 10 (см); 
2) с = 13см,а = 5см,тогдаЬ = .Jc1 -a1 = .J J З2 - 52 = 12(см) . 
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·~ 
Справедлива и теорема, обратная теореме Пифагора : если квадрат 

стороны треугольника равен сумме квадратов двух других его сторон, 

то этот треугольник- пря:моугольный. 

Согласно теореме, обратной теореме Пифагора, треугольник со сто­

ронами 3 см, 4 см и 5 см - прямоугольный, поскольку 32 + 4 2 = 52 • Такой 

треугольник иногда называют еzипетск,им. 

3 а д а ч а. Сторона ромба равна 10 см, а одна из его диагоналей - 16 см. 
Найдите другую диагональ ромба. 

Реш е н и е . Пусть ABCD - ромб (рис. 413), АС= 16 см, AD= 10см. 
Найдём диагональ BD. Как известно, диагонали ромба nересекаются nод nря-
мым углом и в точке nересечения делятся nоnолам. 

Поэтому дАОD- nрямоугольный (LO= 90~). 

АС 16 
В нём: катет АО = 2 = 2 = 8 (см), 

гиnотенузаАD= 10см. 

По теореме Пифагора, AD2 =А02 + OD2
, отсю­

да OD~ ,/AD'- AO' ~,/10' - В' ~,f36 ~б (см). 
Тогдадиагональ BD = 2 OD= 2 б= 12 (см}. 

ф, 
о 

Рис. 413 

.!lJ Для того чтобы найти определённый элемент фигуры (сторону, высо­
ту, диагональ), выделите на рисунке прямоугольныВ треугольник, вос­

пользовавшись свойствами фигуры, и примените теорему Пифагора. 

Пусть ВС - перпендикуляр, проведённый из 

точки В на прямую а (рис. 414). Возьмём произ­
вольную точку А на прямой а, отличную от точ­

ки С, и соединим точки А иВ. ОтрезокАВ назы­

вается 1tак,лонной, nроведённой из точки В на 

прямую а. Точка А называется основанием н.а ­

к,лониой, а отрезок АС - проекцией наклон.иой . 

Наклонные имеют следующие свойства. 

Если изданвой точки к прямой провести пер ­

пендикуллр и наклонные, то: 

1) любая наклонная больше перпендикуляра; 
2) равные наклонные имеют равные проекции; 
3) из двух наклонных больше та, проекция ко­
торой больше. 

Покажем, что свойства наклонных следуют 

из теоремы Пифагора. 

1) По теореме Пифагора, АВ2 = АС2 + ВС2 

(рис. 415), тогдаАВ2 > ВС2 или АВ > ВС. 

в 

с проекци~ А 
наклоннои 

Рис. 414 
в 

д 
А С 

Рис. 415 
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в 

LLA ~ 
А D С А D С А 5см D 9см С 

Рис. 416 Рис. 417 Рис. 418 

2) Из прямоугольных треугольников ABD и CBD (рис. 416) имеем : 

AD ~ .JAВ' - BD' ,Dc ~.Jвc' - BD' . 
Поскольку в этих равенствахАВ = ВС (по условию), тоАD = DC. 

3) Из nрямоугольных треугольников АВD и CBD (рис. 41 7) имеем: 

АВ =.JAD2 +BD2 
, ВС = .JDC2 +BD2

• В этих равенствахАD > DC. 

Тогда АВ > ВС . 

3 а д а ч а . Из точки к прямой nроведены две наклонные, nроекцин которых 

равны 5 см и 9 см. Найдите наклонные, если одна из них на 2 см больше другой. 

Ре w е н и е. Пусть AD = 5 см , ОС = 9 см (рис. 418). Поскольку 
AD < DC, то , по свойству трёх наклонных, АВ < ВС. Обозначим АВ через х, 
тогда ВС = х + 2. Из nрямоугольных треугольниковАВDи СВDнаходим 802• 

Из 11АВD: 802 = АВ2 - AD 2 = :r! - 52 = :Г- 25. 
Из I:!.CBD: 802 = ВС1 - DCl= (х + 2) 2 - 92 =:Г + 4х - 77. 

Приравниваем nравые части равенств и nолучаем: z2 + 4r - 77 = z2- 25. 
Отсюда 4.r= 52, r= 13 см. Следовательно, АВ= 13 см, ВС= r+ 2 = 15 (см) . 

.!J Если в условии задачи даны две наклонные, проведённые из одной 
точки к прямой, то рассматриваем два прямоугольных треугольника, 

общим катетом которых является перпендикуляр, проведёнвый из об-

щей точки к этой прямой. 

~ УЗНАЙТЕ БОЛЬШЕ) 
Теорема Пифагора - одна из наиболее значимых теорем 

математики. На nротяжении многих столетий она являлась 

толчком для важнейших математических исследований. 

Предлагаем вам несколько интересных фактов, связан~ 

ных с этой теоремой и её автором. 

Пифагор (570 - 496 гг. до н. э.) родился на острове Самое 
(южная часть Эгейского моря). Длительное время изучал 

математику в Егиnте и Вавилоне. В г. Кретоне, на юге Ита~ 

лии, основал научную школу - так называемый nифаго- Пифагор 
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Рис. 419 Рис. 420 Рис. 421 

рейский союз. Пифагор и его ученики эанимались математикой, философией, 

астрономией и теорией музыки. Вследствие противоречий и противодействия 

со стороны общества здание школы было разгромлено, а сам Пифагор убит. 

Среди важнейших достижений nифагорейцев- теорема, которую называют теи 

оремой Пифагора, и её доказательство. (Ныне установлено, что эта теорема была 

известна за 1500 лет до Пифагора в древнем Вавилоне.) 
Теорема формулируется так: площадь квадрата, построенного на гнпотеи 

нузе прямоугольного треугольника, равна сумме nлощадей квадратов, 

nостроенных на его катетах (рис. 419). 
Доказательством теоремы Пифагора эанимались многие математики на nротяи 

жении столетий. Известно более 150 доказательств этой теоремы. Так, индийи 
ский математик Бхаскара (XII в.) предложил такую фигуру, как на рисунке 420, 
без каких и либо объяснений . Под рисунком лишь ОДНО слово -«Смотри». Попыи 

тайтесь объяснить сnраведливость теоремы по этому рисунку. 

Теорема Пифагора доnускает интересные обобщения. Одно из них: если на сто­

ронах прямоугольного треугольника nостроить проиэвольные, подобные меж­

ду собой фигуры, то справедливо равенство Sc = S
0 
+ Sь (рис. 421), где Su Sь и 

Sc- nлощади построенных фигур . 

С теоремой Пифагорасвязаны школьные шутки: рисунок к теореме для случая рав­

нобедренного nрямоугольного треугольника ученики называли «nифагоровы шта­

ны» (рис. 422), а также изображали в виде смешных фигурок (рис. 423 и 424}. 

Рис. 422 Рис. 423 Рис. 424 
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ВСПОМНИТЕ OCHOBiiOEj 

1. Сформулируйте и докажите теорему Пифагора. 
2. Объясните, как по двум сторонам прямоугольного треугольника найти его 

третью сторону. 

3. Сформулируйте теорему, обратную теореме Пифагора. 
4. Что такое наклонная? Основание наклонной? Проекция наклонной? 
5. Докажите, что если из одной точки к прямой провести nерпендикуляр и на­

клонные, то: 

1) любая наклонная будет больше nерnендикуляра; 
2) равные наклонные имеют равные nроекции; 

3) из двух наклонных больше та, у которой nроекция больше. 

f!] РЕШИТЕ ЗАДАЧИ 

831 : Какое из этих утверждений сnраведливо? 
В nрямоугольном треугольнике: 

1) квадрат гипотенузы равен разности квадратов катетов; 

2) гипотенуза равна сумме квадратов катетов; 
3) квадрат гипотенузы равен сумме квадратов катетов. 

832'. Правильно ли указаны на рисунках 425 и 426 длины сторон прямоуголь­
ных треугольников? Объясните ответ. 

833: Начертите прямую о и обозначьте точку А вне прямой. Проведите из точки А 
на прямую о перпендикуляр АВ и наклонную АС. Измерьте длину nерnенди­

куляра и наклонной. Сравните эти длины и сделайте вывод. 

834'. На рисунке 427 AD и DC- проекции наклонных АВ и ВС. Известно, что 

AD < DC. Какое из этих соотношений справедливо? 
1) АВ~ ВС; 2) АВ> ВС; 3) АВ< ВС. 

835". Найдите гиnотенузу nрямоугольного треугольника, если его катеты равны: 
1) 12сми5см; 2)9ми 1 2м; 3)8сми8-v'зсм. 

836". Найдите катет nрямоугольного треугольника, если его гиnотенуза и вто­
рой катет равны: 

1) 1Зсми 1 2см; 2)17ми15м ; 3 )15ои 9о. 

в 

4см 
б см 

~ 
А D С 

Рис. 425 Рис. 427 
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837". а, Ь- катеты прямоугольного треугольника, с- его гиnотенуза. 

Заполните таблицу 29. 
Таблица 29 

а 12 см В а 

ь 5 СМ ба 

с 13 см 20 см 

838". о, Ь- стороны nрямоугольннка, d- его диагональ. Заnолните таблицу 30. 

Таблица 30 

а 24см 10 см 12а 

ь 7 см 

d 26 СМ 15а 

839 ". Докажите, что квадрат диагонали nрямоугоnьника равен сумме 
квадратов двух его смежных сторон . 

840". Найдите диагональ квадрата, если его сторона равна 2У2. см. 
841 '. Найдите гиnотенузу равнобедренного прямоугольного треугольника, если 

его катет равен: 

1) 1 см; 2) 4,r2 см; 3) а. 

84Z". Найдите катеты равнобедренного прямоугольного треугольника, если его 
гипотенуза равна: 

1) ,r2 см; 2) 8 см; 3) т. 
843'. Найдите высоту равностороннега треугольника, если его сторона )авны: 

1) V3 см; 2) 10 см; 3) а. 
844". Найдите высоту равнобедренного треугольн11ка, nроведённую к основа­

нию, если боковая сторона 11 основание соответственно равны: 

1) 26 см н 20 см; 2) 17 см 11 16 см; 3) 13 см н 10 см. 

845". Через точку А к окружности с центром Оnроведена касательная АВ, где В­
точка касания (рис. 428). Найдите: 
1) радиус окружности, ес ли отрезок касательной АВ равен 8 см, а расстоя­
ние от точки А до центра окружности- 17 см; 
2) расстоян11е от точки А до центра окружности, 
если радиус окружности равен 12 см, а отрезок ка­

сательной АВ- 16 см. 

846". Найдите сторону ромба, если его диагонали равны: 
1)6 см н8 см; 2) 18сми24см; 3) 12 см11 1бсм. 

847". Докажите, что есл11 о- сторона ромба, d1 н d2 - его 

диагонали, то 4а 2 = d1
2 + d2

2• 

А 

Рис. 428 
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8см 

~ ~ о 
10см 12см 

Рис. 429 Рис. 430 Рис. 431 

848: Из точки А к nрямой nроведены перnендикуляр АВ и наклонная АС 
Найдите: 

~ 
"' 

1) наююннуюАС, еслиеё nроекция 8Сравна24см, аnерnендикулярАВ- 10 см; 
2) nроекцию ВСнаклонной, если nерпендикуляр АВ равен 8-v'З см, а наклонw 
ная АС- 16 см; 
3) nерnендикуляр АВ, если наклонная АС равна 17 см, а её nроекция ВС- 8 см. 

849 . По данным на рисунках 429 - 431 найдите не известный отрезок .r. 

850. Один из катетов прямоугольного треугольника равен Ь, а другой -меньше 
гипотенузы на 1 см. Найдите стороны треугольника, если: 
1)Ь=5см; 2)Ь=7см. 

851 . Катеты прямоугольного треугольника относятся, как 3 4, а гиnотенуза рав­

на с. Найдите катеты треугольника, если: 

1) с= 25 см; 2) с= 20 см. 

852. Периметр прямоугольного треугольника равен Р, а катеты относятся, 

как т: n. Найдите стороны треугольника, есл11: 
1) Р= Збсм, т= 3, n= 4; 
2) Р=80см, т= 15, n= 8. 

853. Боковая сторона равнобедренного треугольника относится к основан11ю, 
как т: n, а высота, nроведённая к основанию, равна h. Найд11те основание 11 
боковую сторону треугольника, есл11: 

1) т= 5, n= б, h= 12см; 
2)m=17,n=16,h=15cм. 

854. Стороны nараплелограмма равны о н Ь. Одна нз днагоналей перпендику­

лярна к стороне. Найдите длины диагоналей, если: 

1)о = 15см,Ь=9 см; 

2) о= 7 см, Ь= 25см. 

855. Основания nрямоугольной траnеции равны о и Ь, а высота - h. Найдите 
бdльwую боковую сторону, если: 

1) о=4см, Ь= 12см, h= б см; 
2)о=З5см,Ь= 15 см,h=2 1см. 

856. Докажите, что в прямоугольной трапеции разность квадратов дна­

гонаnей равна разности квадратов оснований . 
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В 12см С в :r с 

А D 

Рис. 433 

857 . По данным на рисунках 432 - 434 найдите не известный элемент r равно­
бедренной траnецнн ABCD. 

858. Основания равнобедренной траnеции равны о н Ь, а высота - h. Найдите 
днагональ траnецнн, еслн: 

1) о=бсм, Ь= 18см, h= 16см; 2) о= 1бсм, Ь =8см, h= 5см. 
859. В равнобедренную траnецию с основаниями о н Ь вnисана окружность ра­

диуса г. Найдите боковую сторону траnеции, если: 

1) о= 2см, Ь= 18см, г= 3см; 2) о = 32 см, Ь= 18 см , г = 12 см. 

860. Высота ромба, nроведённая нз вершины туnого угла, делнт сторону на от­
резки Ь н с, если считать от вершины острого угла. Найдите радиус окруж­

ности, вnисанной в ромб, еслн: 1) Ь= б см, с= 4 см; 2) Ь= 5 см, с= 8 см. 

861 . В окружности радиуса г nроведены nараллельные хорды длиной о н Ь. 
Найдите расстояние между хордами, если: 

1) г= 25 см, о= 40см, Ь= 48 см; 2) г= 65см, о= 120см, Ь= 32см . 

862. Две окружности с радиусам н 2 см н 8 см нмеют внешнее касание. Найдите 
длину отрезка нх внешней общей касательной, лежащей между точками 

касания (рис. 435). 

863. Даны отрезки о н Ь. Постройте отрезок: 

1) ~а' + Ь' ; 2) ~а' - Ь' . 
864. Постройте квадрат, nлощадь которого 

равна: 

1) сумме nлощадей двух заданных квад­

ратов; 

2) разности nлощадей двух заданных 
квадратов . 

865. Из точки к nрямой nроведены две наклон­ Рис. 435 

ные. Одна нз ннх равна 13 см, а её nроекцня - 12 см. Найдите длину другой 
наклонной, еслн она образует с nрямой угол: 1) 30"; 2) 45•. 

866. Из точкн, лежащей на расстояния 12 см от nрямой, nроведены две наклон­
ные, длнны которых равны 13 см н 20 см. Найдите расстоя н не между осно­
ваниями наклонных . Сколько решений имеет задача? 

867. Из точки к nрямой nроведены две наклонные, равные 10 см н 17 см, а их 
nроекцни относятся, как 2: 5. Найдите: 
1) nроекцнн наклонных; 2) расстоя н не от точки до nрямой . 
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868. Ес.nи две наклонные, nроведённые к прямой из одной точки, имеют 
равные проекции, то они равны между собой. Докажите это. 

869. Если мэ одной точки проведены к прямой две наклонные, то бdль­
шая наклонная имеет и бdльшую проекцию на эту прямую. Докажите. 

870*. В nрямоугольном треугольнике медиана и высота nроведены из вершины 
прямого угла; они равны т и n. Найдите периметр треугольника, если: 
1} т= 25 см, n = 24 см; 2) т= 17 см, n = 15 см. 

871 *. В прямоугольном треугольнике один катет равен Ьсм, а сумма гиnотенузы 
и другого катета на n см больше. Найдите гипотенузу и второй катет, если: 
1) ь~ 60, п~ 12; 2) ь~ 35, п~ 14. 

872*. Высота и медиана, nроведённые к стороне с треугольника, равны h и m. 
Найдите две другие стороны треугольника, если: 

1) с= 60 см, h= 12см, т= 13 см; 2) с= 42 см, h= 12 см, т= 13 см. 

873*. Найдите высоты треугольника, если его стороны равны: 
1) 10 см, 10 см, 12 см; 2) 7 см, 15 см, 20 см. 

874*. Докажнте, что сумма квадратов днагонапей napa.n.ne.noгpaммa рав­
на сумме квадратов всех его сторон. 

875*. Докажнте, что ес.nм d 1 и d2 - диагонали трапеции, а и Ь- её основа­

ния, с и d- боковые стороны, то d1
2 + d2

2 = с 2 + d 2 + 2оЬ. 
876*. Докажите, что в прямоугольной трапеции разность квадратов диагоналей 

равна разности квадратов оснований. 

877*. Постройте квадрат, который по площади в два раза меньше заданного. 

878*. Докажите, что в окружности: 
1) равные хорд_ы равноудалены от центра; 
2) из двух неравных хорд бdльшая хорда находится ближе к центру. 

879*. Две окружности имеют внешнее касание. Докажите, что отрезок их внеш­
ней общей касательной, лежащий между точками касания, -среднее про­

порциональное между диаметрами окружностей. 

880*. Расстояние между центрами окружностей радиусов б см и 2 см равно 10 см. 
Найдите длину отрезка АВ общей внутренней касательной (рис. 436). 

Рис. 436 Рис. 437 
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881*. (Задача Архимеда) Две хорды, которые nересекаются, взаимно nерпенди­
кулярны. Докажите, что сумма квадратов отрезков этих хорд равна квадра­

ту диаметра (рис. 437). 

( ПРИМЕНИТЕ НА ПРАКТИКЕ ) 

882. На рисунке 438 показано, как nрименить тео­
рему Пифагора nри вычислении расстояния 

между nунктами А и 8, которые разделены 
nреnятствием. Объясните измерения. 

883. Между двумя фабричными зданиями нужно 
сделать наклонный жёлоб для nеремещения 

материалов. Концы жёлоба должны разме­

щаться на высоте 7 м и 3 м над землей. Какой 
длины должен быть жёлоб, если расстояние 

между зданиями равно 15 м? 

884. Диагональ nрямоугольного участка земли 
равна 11б м, а одна из сторон- 84 м. Каков 
периметр этого участка? 

885. Мачта высотой 12,5 м закреnлена тремя тро­
сами, а концы каждого из них удалены от кон­

цов мачты на 0,8 м и 4,4 м. Найдите длину каж­
доготроса. 

886. 1) Какой длины должна быть стремянка 
(рис. 439), чтобы её можно было nриставить к 
окну, расnоложенному на высоте б м, если 

расстояние от нижнего конца стремянки до 

дома равно 2,5 м? 
2) На какое расстояние надо отодвинуть от 
стены дома нижний конец стремянки, длина 

которой 9 м, чтобы верхний её конецоказался 
на высоте б м? 

887*. (Задача древнекитайского учёного Цзннь 
Киу-Чау, 1250 г. до н . з.). В центре колодца в 

форме квадрата со стороной 1 О футов растёт 
камышина, высота которой над nоверхностью 

воды 1 фут (1 фут "" 30 см). Если её наклонить 
к берегу (к середине стороны колодца), то она 

достаёт верхушкой берега (рис. 440). Какова 
глубина колодца? 

А ~ В 

х 
Рис. 438 

Рис. 439 

---------1:----------··· ... 
··.; 

Рис. 440 



11'- 174 Глава4 

R_"»111 СИНУС, КОСИНУС 
~~J.и ТАНГЕНС 

ОС1РОГО УГЛА 

ПРЯМОУГОЛЬНОГО в 

1РЕУГОЛЬНИКА 

~ Пусть АВС ~ прямоугольный треугольник с ка . о 
тетами ВС - а, АС = Ь , гипотенузой АВ = с и LA = а 

(рис . 441). Вы знаете, что катет а ~ противолежа-

щий углу а, катет Ь - прилежащий к углу а. Отно· А?.:"'---ь:--1.-!С 
шение каждого катета к гипотенузе, а также кате­

та к катету имеют специальные обозначения : 

а 

Рис. 441 

~отношение--;; обозначают sin а и читают •синус альфа• ; 

ь 
- отношение --;; обозначают cos а и читают •косинус альфа• ; 

а 
- отношение Ь обозначают tg а и читают • тангенс альфа •. 

Сформулируем определения sin а, cos а и tg а. 

~ Сикусом острого угл.а прямоугольного треугольника 
называется отношение противолежащего катета к гипотенузе. 

Косикусом острого угл.а прямоугольного треугольника 

называется отношение прилежащего катета к гипотенузе. 1 

Такгексом ост ого угл.а nрямоугольного треугольника 

называется отношение "nротиволежащего катета к прилежаще­

му катету. -- --
Отношение сторон прямоугольного треугольника и их обозначения 

указаны в таблице 31. 
Т абли ц а 3 1 

LJ 
а 

пD~б .. ~ LJ· 
sina= С ,ft Ь (,cosa~ * Ь tga= 5 
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.!J Зависят ли синус, косинус и тангенс остро­
го угла от размеров треугольника? 

Нет, не зависят. Итак, пустьАВС и А1В 1С 1 -
два прямоугольных треугольника, в которых 

LA = LA
1 
(рис . 442). Тогда МВС <Х! М1В 1С1 по 

двумуглам(LА= LA
1

, LC = LC
1
=90°). Соответ­

ствующие стороны этих треугольников про-

АВ ВС АС 

порциональны: ~В, = в,с, = А,С, . 
Из этих равенств следует: 

1751 

Рис. 442 

вс = в1с, . то есть siпA = siпA · 
АВ АВ, ' I' 

АС = ~с, то есть cosA = cosA · 
АВ АВ,. , . 

вс в,с, 
АС = А,С, , то есть tgA = tgA 1• 

Следовательно, в прямоугольных треугольниках с одним и тем же 

острым углом синусы этого угла равны, косинусы и тангенсы - равны. 

Если градусную меру угла изменить, то изменится и соотношение сто­

рон прямоугольного треугольника. Это означает, что синус, косинус и 

тангенс острого угла прямоугольного треугольника зависят TOJIЬKO от 

градусвой меры угла и не зависят от размеров треугольника. 

По исходному значению sinA, cosA или tg А можно построить угол А. fl 3 а д а ч а . Постройте угол, синус которого равен i. _Li 
Ре w е н м е . Выбираем некоторый единичный отрезок 

(1 мм, 1 см, 1 дм). Строим nрямоугольный треугольник, 

катет ВС которого равен двум единичным отрезкам, а 

гиnотенуза АВ- трём (рис . 443). Угол А, лежащий про-
ВС 2 А С 

тив катета ВС, - искомый, поскольку sin А = АВ = 3 . Рис. 443 

В nрямоугольном треугольнике любой из двух катетов меньше гипоте­

нузы. Поэтому sin а < 1 и cos а < 1 для любого острого угла а. Поскольку 
один катет может быть и больше, и меньше другого катета, и быть рав­

ный ему, то tg а может быть и больше 1, и меньше 1, и быть равным 1. 

r:j У3НАЙТЕ &ОЛЬШЕ) 
1. Кроме косинуса, синуса и тангенса угла а есть ещё одно 
соотношение сторон nрямоугольного треугольника, имею­

щее особое название- котангенс. Это отношение катета Ь, 

прилежащего к углу а, к противолежащему катету а 

ь 
(рис . 444). Обозначается: ctg а. Следовательно, ctg а=; . 

LJ· 
ь 

Рис. 444 
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2. Индийский математик Ариабхата (V в.) отношение противолежащего катета к rn 4 

nотенузе назвал ardho}'yo - ардхажна (nолухорда), в nереводе -тетива лука. В Xllв. 

евроnейские учёные перевели это название на латинский язык как sinus - синус. 

Слово cosinus- косинус состоит нз двух слов: complementi -доnолнение и sinus­
синус, то есть доnолнительный синус . Почему -узнаете из § 23 этой главы . 

Арабские астрономы-математики аль-Бапани (858 - 929 rr.) и Абу-ль-Вефа (940-
998 rr.) оnределили понятие тангенса, измеряя угловую высоту Солнца по тени от 
жерди. Поэтому отношение катета, nротиволежащего углу а, к nрилежащему ка­

тету они называли словом «тень». Позднее, в XVI в., это отношение nолучило 

название «тангенс», что в nереводе с латинского означает «касательная$. 

Знаки «sin•, «cos•, «tg• ввёл Леонард Эйлер в XVIII веке. 

ВСПОМНИП ОСНОВНОЕ 

1. Дайте оnределение синуса, косинуса и тангенса острого угла nрямоуголь­
ного треугольника. 

2. Объясните, nочему синус, косинус и тангенс острого угла зависят от гра­
дусной меры угла и не зависят от размеров треугольника. 

3. Докажите , что sin а.< 1, cos а.< 1 для любого острого угла а. 
4. Объясните, как nостроить угол no заданному значению его синуса. 

!Jill РЕШИП ЗАдАЧИ 
888'. 1) По данным на рисунке 445 укажите: катет, nрилежащий к углу а; катет, 

nротиволежащий у г л у а 

а Ь а 
2) Прочитайте отношения сторон -;;, -;; и Ь , исnользуя слова «nротиволе-
жащий катет., «nрилежащий катен, «гиnотенуза•. 

а Ь а 
3) Поставьте nеред каждым из отношений ;; , -;; и Ь обозначение «Cos а•, 

«tg а• или «sin а•. 

889 '. Укажите nравильный ответ (рис. 446). 

1) tgl3paвeн: 

5 11 5 
а) 12' б) 5' в) 13' 

2) cos 13 равен: 

11 13 5 
а) 13' б) 5' в) 13' 

3) sin 13 равен: 

~· 
ь 

Рис. 445 

~5 
12 

Рис. 446 



РЕШЕНИЕ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ТРЕУГОЛЬНИКОВ IП<С 

в в 

ь ~ ·~ 
Рис. 447 Рис. 448 

890'. Пользуясь рисунком 447, укажите nравильный ответ: 
а 

Рис. 449 

1) для угла а отношением ; является: а) sin а; 6) cos а; в) tg а; 

а 

2) дляугла~отношением ; является: a)sin~; б) cosfi; в}tg~; 

ь 
3} для угларотношением ;; является : а} sin fi; 6} cos fi; в) tg р. 

891 : На рисунке 448 L ABC= L ADB= 90". Запишюе отношения, которым рав· 

ны sin а, cos а и tg а, через стороны треугольников АВС и BDA. 

892: Начертите в тетради таблицу 32. Поставьте •+• в той клеточке, где отноше· 

ние сторон треугольника соответствует его обозначению. 
Т аб лица 32 

Обозначение 
Соотношение 

sina cos a sinf3 cosf3 tga tg~ 

а 

ь 

LJ· 
Q 
а 

Q 
с 

а 

S!_ 

с 

893: По данным, указанным на рисунке 449, найдите синус, косинус и тангенс 
угла а с точностью до О, 1. 

894: Начертите nроизвольный острый угол С. На одной из его сторон обозначь· 
те точки А и А1 и проведите перnендикуляры АВ и А 1В1 к другой стороне 
угла. Измерьте в миллиметрах катеты АВ и А1 В1 и гиnотенузы АС и А1 С 
образованных nрямоугольных треугольников АВС и А1В1 С. Найдите значе­
ния sin С д.пя МВС и М1В1 С. Сравните эти значения и сделайте вывод. 
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895: Постройте nроиэвольный nрямоугольный треугольник АВС, где LC= go·. 
На катете АС обозначьте произвольную точку О и соедините точки D и В. 
Измерьте катеты прямоугольных треугольников АВСи DВСи найдите тан­

генсы LАВСи LDBC. Сравните: 
1) углы АВС и DBC; 2) значения тангенсов этих углов. 
Сделайте вывод. 

896: Начертите nри помощи трансnортира углы: 1) 35•; 
Найдите синус, косинус и тангенс этих углов. 

897: Могут ли синус угла, косинус угла быть равными: 
1) 1; 2) 0,9; 3) 2? 

898: Может ли тангенс угла быть равен: 
1) 1; 2) 4; 3)0,8? 

2) 40' ; 3) 75' . 

899. В nрямоугольном треугольнике ABC(L C= 90. ) АС= 18 мм, ВС= 24 мм. 
Найдите: 1) sin А, cos А, tg А; 2) sin В, cos В, tg В. 

900. В nрямоугольном треугольнике катеты равны 24 см и 7 см. Найдите: 
1) косинус острого угла, лежащий nротив меньшего катета; 
2) синус острого угла, лежащий nротив большего катета; 
3) тангенс острого угла, лежащий nротив большего катета. 

901. Из точки А к nрямой провели наклонную АВ= 15 см и перпендикуляр 
АС= 9 см. Найдите синус и косинус: 
1) угла А; 2) угла 8. 

902. Постройте угол, синус которого равен: 
3 

1) 5; 2)0,5. 

903. Постройте угол, косинус которого равен: 
5 

1) 6; 2) о·, б. 

904. Постройте угол, тангенс которого равен: 
4 

1) 2; 2) ]· 

905. Постройте прямоугольный треугольник АВС (LC = 90"), в котором: 
2 1 

1)sinA ~0,4; 2)cos8~7; 3)tgA~)-

906. В равнобедренном треугольнике основание равно 12 см, а медиана, прове­
дённая к основанию, - 8 см. Найдите синус, косинус и тангенс угла: 
1) ripи основании треугольника; 

2) между медианой и боковой стороной. 

907~ Основания равнобедренной трапеции равны 9 см и 21 см, а боковая сторо­
на- 10 см. Найдите синус и косинус угла: 
1) nри большем основании; 
2) между диагональю и высотой. 
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908~ В равнобедренном треугольнике основание равно 6 см, а боковая сторона-
5 см. Найдите синус, косинус и тангенс угла nри вершине треугольника. 

909~ Стороны треугольникаАВеравны 13 см, 14 см, 15 см. 
Найдите с точностью до 0,01: 1) sin А; 2) cos В; 3) tg С. 

910~ Постройте равнобедренный треугольник АВСс основанием АС, в котором: 
1 

1) sin А~ 0,8; 2) cos с~ J; 3) tg А~ 0,6. 

911 ~ В прямоугольном треугольнике катет равен 8 см, а синус nротиволежаще~ 
го угла- 0,8. Найдите гиnотенузу и другой катет треугольника. 

912~ Найдите неизвестные стороны прямоугольноготреугольникаАВС(LС= 90°), 
если: 

5 3 
1) АС= 6 см, sin 8= 0,6; 2) ВС= 36 см, cos А= t3; 3) АВ= 20 см, tg В= 4. 

913 ~ Постройте nрямоугольный треугольник АВС, если: 
1) гипотенуза с= 8 см, sin А= 0,75; 
2) катет Ь = 20 мм, cos А= 0,4; 
З) катета=5см,tgА= 1,25. 

[ ПРИМЕНИТЕ НА ПРАКТИКЕ ) 

914. В строительстве часто вместо градусной меры угла используется его тан~ 
гене. Например, nри сооружении здания мастер вместо градусной меры 

угла а уклона крыши (рис. 450) учитывает соотношение длин сторон ВС и 
АС, то есть tg а. 
Пусть нужно nостроить крышу, длина стропила AD которой равна 20 м, а 
тангенс угла уклона крыши- 0,8. Какой должна быть длина строnила ВС? 

Рис. 450 
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§22 СООПЮШЕНИЯ • MDIЩY СТОРОНАМИ 
И УГЛАМИ 

ПРЯМОУГОЛЬНОГО 

ТРЕУГОЛЬНИКА 

t:fg Вы знаете, что sina = ~. cosa = ~. tga = ~ (pиc . 451). 
,. с ь 

Отсюда: 1) а-с sina, 2) ь-с cosa, 3) а=Ь tga. 
Эти равенства формулируются следующим образом . 8 
1. Катет, nротиволежащий углу а, равен произведе· 

нию гипотенузы на sin а. 
2. Катет, прилежащий к углу а, равен произведению 

гипотенузы на cos а. 
3. Катет, противолежащий углу а, равен п·ронзведе· 

нию другого катета на tg а. 

Из равенств 1) и 2) можно найти гипотенузу с прямо- с ь А 

угольного треугольника по катету а или Ь и острому Рис. 451 
а Ь 

углу а: 4) с = -,- , 5) с=- . 
sша cosa. 

Из равенства 3) можно найти катет Ь по прилежащему к нему углу а и 

катету а: б) Ь =~ . 
tga 

!J Для того чтобы найти по одной из сторон прямоугольного треугольни· 
ка и острому углу две дР)'ПI'е его стороны, используйте равенства 1)- 6) 

(табл. 33). Т аблица 33 

n a-? п о с= -!!-а 

sша 

п 21 с = ____2_ 
Ь-? ь со• а 

a=b·tga 
~о-? ~о ь = ___!!__ 

ь Ь-? tga 
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3 а д а ч а. Найдите основание равнобедренного тре- В 
угольника с боковой стороной а и углом а nри осtювании. ill 
Р ew е н и е . Пусть АВС- равнобедренный треуголь-

ник с боковой стороной ВС =о и LC =а (рис. 452}. 0 

Проведём высоту BD. В nрямоугольном треугольнике 
DВСкатет DC, nрилежащий к углу а, равен nроизведе-
нию гиnотенузы о на cos а: DC = о cos а. а 
Посколькувысотаравнобедренноготреугольника,опу- А D С 
щенная на основание, является медианой, то ОС = AD. Рис. 452 

• Тогда основание АС= 2 DC = 2 acosa. 

~ У3НАЙ1l60ЛЬШЕJ 
В этой главе вы ознакомились с новыми приёмами вычисления длин сторон и 

градусных мер углов прямоугольного треугольника. Может возникнуть воnрос: 

Кокобо необходимость. использования этих приё.мов? 

Вы знаете, что в древности расстояния и углы сначала измеряли непосредствен­

но инструментами. Например, трансnортиром nользавались вавилоняне ещё за 

2 000 лет до н. з. 
Но на практике непосредственно измерять расстояния и углы не всегда возмож­

но. Как вычислить расстояние между двумя nунктами, которые разделяет nре­

пятствие (река, озеро, лес}, расстояние до Солнца, ЛуНы, как иЗмерить высоту 
дерева, горы, как найти угол подъёма дороги либо угол nри с пуске с горы? По­

этому были открЬпы приёмы опосредствованного измерения расстояний и 
углов. При этом исnользовали равные либо nодобные треугольники и геометри­

ческие nостроения. Строили на местности вспомогательный треугольник и из­

меряли необходимые его элементы . 

Итак, вы знаете, как оnределить расстояние между пунктами А и 8, разделённы­
ми преnятствием (рис. 453}. Для этого строим .1.COD = дАОВи вместо искомого 

расстояния АВ измеряем равное ему расстояние CD. 
Но при исnользовании этих nриёмов nолучали недостаточно точные результа­

ты, особенно при измерении значительных расстояний на местности. Кроме того, 

без угломерных инструментов нельзя найти градусные 

меры углов по длинам тех или других отрезков. 

Поэтому возникла необходимость в таких nриёмах, когда 

неnосредственные измерения сводились к минимуму, а 

результаты nолучал и преимущественно вычислением эле­

ментов nрямоугольного треугольника. В основе таких при­

ёмоs лежит использование cos а, sin а и tg а. 

Накоnление вычислительных приёмоs решения задач обус­

ловило создание нового раздела математики, который в 

XVI s. назвали тригонометрией. Слово «Тригонометрия• 

J! 
D С 

Рис. 453 
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nроисходит от греческих слов trigonon - треугольник и metreo- измеряю. 

Греческих математиков Гиnnарха (11 в. до н. э.) и Птолемея (11 в.) считают nервыми, кто 
нсnользовал тригонометрические прнёмы для решения разных задач. В дальней­

шем их усовершенствовали индийский математик Брамаrупта {VI в.), узбекские ма­
тематики аль-Каши и У лугбек (XII в.). В работах академика Леонарда Эйлера (XVIII в.} 
тригонометрия nриобретает тот вид, который в основном имеет и в наше время. 

ВСПОМНИТЕ ОСНОВНОЕ 

1. Сформулируйте равенства а = с sin а, Ь = ccos а, а = Ь tg а, где а, Ь­
катеты прямоугольного треугольника, с- гиnотенуза. 

2. ОбъяснИте, как найти гипотенузу прямоугольного треугольника по катету и 
острому углу. ~ 

3. Как найти катет прямоугольного треугольника по углу и другому катету, nри­

лежащим к нему? 

915'. Какие из nеречисленных утверждений сnраведливы? ~8 
Катет nрямоугольного треугольника равен произведению: 

55 
о 

1) тангенса прилежащего к немуугла и гиnотенузы; 7 
2) тангенса противолежащего ему угла и другого 

катета; 35° 
3) гиnотенузы и синуса прилежащего угла; А С 

4) гиnотенузы и косинуса nрилежащего угла; Рис. 454 
5) гиnотенузы и синуса противолежащего угла. 

916 '. Значение какого выражения равнодлине катета ВС 
(рнс . 454): 
1) 7 · sin 55 ~ ; 2) 7 . cos 55"; 3) 7 • tg 35"? 

917 '. Значение какого выражения равно длине катета АС 
(рнс. 455): 
1) 11·tg65"; 2)11-cos25"; 3)11-tg25"? 

918'. Значение какого выражения равно длине гипотену­

зы АВ (рис. 455): 
11 

1) 11·cos25"; 2) sinбSo ; 3) 1 1 . tg 25"? 

919". По данным на Рисунках 456 - 461 найдите :r. 

~ 
х 

Рис. 456 Рис. 457 

J
B 

о 

11 

о 

А С 

Рис. 455 

Рис. 458 
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Рис. 459 Рис. 460 Рис. 461 

920". Начертите в тетради таблицу 34. Поставьте •+• в той клеточке, где значе­
ние выражения равно длине стороны nрямоугольного треугольника. 

Таблица 34 

Выражение 

Сторона 
с · cosa с· sina b·tga 

_!L _!г_ 
sina cosa 

[j· о 

ь 

с 

о 

921 ". Найдите катет о nрямоугольного треугольника, если синус угла А, nроти­
волежащего ему, н гипотенуза с равны: 

' 2 2 
1) с= 12cм,sinA = 4; 2} с =20cм,sinA = 5; • 3) с= 18cм,sinA = 3. 

922". Найдите катет Ь nрямоугольного треугольника, если косинус угла А, nри­
лежащего к нему, и гиnотенуза с равны: 

' 2 3 
1) с=бсм,соsА=3; 2)с=14см,соsА=7; З)с=8см,соsА=4· 

923". Найдите гиnотенузу АВ nрямоугольноготреугольника ABC(LC = 90"), если: 
1 3 

:i.-BG-=-16·cм,cos-8--8; 2) ВС = 12см,соsВ = 4; 

t 3) вс = 5 см, cos в = 0,5. 
924: Найдите гиnотенузу АВ nрямоугольного треугольника ABC(L С = 90" ), если: 

3 ' 1) BC=24cм,sinA =е; 2) ВС = 10cм,sinA = 5; 3) BC=7cм,sinA =0,7. 

925". Найдите катет ВСnрямоугольного треугольннка ABC(LC = 90"), если: 
1) АС~Всм,tgА~О,б; 2)AC~12cм,tgA~4; 3)AC~11cм,tgA~1,5. 

926: Найдите неизвестные стороны прямоугольного треугольника АВС(LС = 901, 
еслио-1.) ~-""Р; 2) ВС ~о, L A ~а; Зj АС ~ Ь, LB~ р. 
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927 . В nрямоугольном треугольнике катет равен Ь, а nрилежащий к нему угол­
а. Найдите высоту, nроведённую к гиnотенузе. 

928. Острый угол nрямоугольного треугольника равен а, а биссектриса этого 
угла. -l. Найдите катет, nрилежащий к углу а. 

929. Боковая сторона равнобедренного треугольника равна Ь, а угол nри основа­
нии- а. 

Найдите: 1} основание треугольника; 2} высоту, nроведённую к основанию. 

930. Высота равнобедренного треугольника, проведённая к основанию, равна 
h, а угол при основании- а. 

Найдите: 1) боковую сторону треугольника; 2) основание треугольника. 

931 . Основание равнобедренного треугольника равно о, а угол между боковы­
ми сторонами- а. Найдите: 

1) высоту, nроведённую к основанию; 2) боковую сторону треугольника. 

в 

в 

Рис. 462 Рис. 463 Рис. 464 

932. По данным на рисунках 462 - 464 на~днте отрезки AD н CD. 

933. Найдите катеты nрямоугольного треугольника, если медиана, nроведённая 

к гиnотенузе, равна m, а острый угол треугольника- а. 

934. Найдите радиус окружности, оnисанно~ около nрямоугольного треуголь­
ника, если его катет равен Ь, а острый угол- а. 

935. В равнобедренном треугольнике угол при основании равен а, а радиус впи­
санной окружности - г. 

Найдите: 1) основание треугольника; 2) боковую сторону треугольника. 

936. Высота равнобедренного треугольника равна h, а угол nри основании- а. 
Найдите радиус окружности, вnисанной в треугольник. 

937. Сторона AD nрямоугольника ABCD равна о и образует с диагональю АС 
угол а. Найдите радиус окружности, оnисанной около лрямоугольника. 

938. Острый угол между диагоналями nрямоугольника равен а, а сторона, ле­
жащая nротив этого угла, - о. 

Найдите: 1} другую сторону прямоугольника; 2) диагональ прямоугольника. 

939. Найдите стороны треуrопьнмка, ес.пи радиус. вnисанной окружно­
сти равен r, а уrлы треуrопа.ника равнw а, р, у. 

940. Из точки, расnоложенной на расстояния т от nрямой, проведены две на-
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клонные, образующие с nрямой углы сх и (3 (а < (3). 
Найдите: 1) наклонные; 2) расстояние между ос­
нованиями наклонных. 

941 . Из точки к nрямой nроведены две наклонные. Одна 
из них равна а, а её nроекция - Ь. Найдите длину др у- А 
гой наклонной, если она образует с nрямой угол р. 

с 

в 

Рис. 465 

942~ В прямоугольном треугольнике ABC(L C = 90°}, CF- высота, CD- медиана, 
DE.L AC(pиc. 465). 
Выразите есе отрезки, изображённые на рисунке, через катет АС = а и LA = а. 

943~ Найдите радиус окружности, вnисанной в nрямоугольный треугольник, 
если его катет равен Ь, а угол, прилежащий к этому катету, - а. 

944~ Большая диагональ ромба равна d, а его острый угол- а. 
Найдите: 1) сторону ромба; 2) меньшую диагональ ромба. 

945~ В равнобедренной траnеции меньшее основание равно Ь, а боковая сторо­
на с образует с высотой угол а. Найдите большее основание траnеции. 

946•. В равнобедренной траnеции большее основание равно о, а боковая сторо­
на с образует с высотой угол а. НайдИте меньшее основание траnеции. 

947•. В равнобедренной траnеции высота h образует с боковой стороной угол а, 
· а меньшее основание равно Ь. 

Найдите: 1) боковую сторону траnеции; 2) большее основание траnеции. 

948~ В остроугольном треугольнике АВС АС = Ь, L A = а, L C = ~- Найдите 
nроекции сторон АВ и Венасторону АС. 

949~ Докажите, что nпощадь nрямоугопьного треугопьника АВС 
1 1 

(LC = 90") вычиспяется по формупе: S = 2 Ь ·с · sin А = 2 о ·с · sin В. 

950•. Докажите, что ппощадь остроугопьного треугопьника АВС вычисля-
1 1 1 

ется по форму11е: S = 2 Ь ·с · sin А= 2 а ·с · sin В= 2 о · Ь · sin С. 

951 ~ Тень от фабричной трубы, высота кото­
рой 40 м, составляет 50 м. Выразите в 

градусах высоту Солнца над горизонтом 

(рис. 466) по следующему плану: 
1) найдите тангенс угла а; 
2) по искомому значению тангенса по­

стройте L A = а; . 
3) измерьте трансnортиром L A. 

Рис. 466 
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~~ .· §13 ВЫЧИСЛЕ!fИЕ • ЗНАЧЕНИИ 

slna,cosaиtga в 

~-~- g) Пусть в прямоугольном тре­
уrольникеАВС LA = а, тогда LB = 90"- а (рис. 467). 
Из определения синуса и косинуса следует: 

а 

sina =-;;- ; cos (90' - а) = ~; 
ь 

cos а =~ ; sin (90" - а) =~ . 

Сравнивая эти два столбца, находим: 

sin а = cos (90"- а), cos а = sin (90' - а). 

LJ· 
А ь с 

Рис. 467 

Как видим, между синусом и косинусом углов а и 90' - а, которые 
дополняют друг друга до 90", существует зависимость: синус одного из 

этих углов равен косинусу другого. 

Например: sin 30" = cos (90' - 30") = cos 60' ; 
sin 60" ~ cos (90" - 60") ~ cos зо· . 

Найдём значения синуса, косинуса и тангенса для углов 45' , 30' , 60' . 
1) Для угла 45". 

Пусть АВС - прямоугольный треугольник с гипоте­

нузой С и LA = 45' (рис. 468). Тогда L B = 45' . 
Следовательно, МВС - равнобедренный. 

Пусть АС = ВС = а. Согласно теореме Пифагора, 

c=.Ja'+a' =bl =a-J'i. 
• а 1 -J'i 

Тогда sin 45 ~ a-J'i = J2 = Z ; 
а 1 -J'i а 

cos45"= a-J'i = ,fi =z- ; tg45"=;; = 1. 

2) Для углов зо· и 60". 
Пусть АВС - прямоугОЛЪНЬIЙ треугольник с гипоте­

нузой с и LA = 30" (рис. 469). Найдём катеты АС и ВС. 

вс = ~ как катет, лежащий против уrла зо· . 

в 

~· 
А а С 

Рис. 468 

~ 
А С 

Рис. 469 

~ {3С' c.fi 
Согласно теоремеПифаrора, AC~Vc -lZ) =v4 =z· 
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' ,.Г, 
Torдasin30" = ВС = _i= .!.. cos 30"= AC = 2 "". Ji . 

АВ с 2' АВ с 2 ' 

t g 30' ~ вс ~ + ~Тз1 ~!i . sin 60' ~ cos 30' ~!i · cos 60' ~ sin 30' ~ .!:.. 
АС~ ЗЗ 2 ' 2 

2 
Если в nрямоугольном треугольнике АВС LA = 30" (рис. 469), 

,.г, 
АС -

то LB ~ 90' - 30' ~ 60' . Тогда tg 60' ~ вс ~~ ~ J3. 
2 

Составим таблицу 35 значений синуса, косинуса и тангенса для уг­
лов 30' . 45' , 60'. 

Таблица 35 

а зо· 45' 60' 

sina 
1 V2 '{} 
2 2 2 

...[3 V2 1 
cos a 2 2 2 

tg a 
...[3 
3 1 -.fj 

Из таблицы видно, что при увеличении угла синус н тангенс острого 

уrла возрастают, а косинус- уменьшается. При уменьшении угла синус 

и тангенс острого угла уменьшаются, а косинус - увеличивается. 

tfOi з а д а ч а . Сторона ромба равна б см, а один иэ его углов- бО " 
Найдите высоту ромба. 

8 
С 

Решение . Пусть ABCD- ромб {рис. 470), 'i---- -1 
в котором АВ= б см, LA= 60". 
Проведем высоту ВМ. 

Иэ nрямоугольного треугольника АВМ. 

вм~ АВ . SIП А~ б SIП 60' ~ б ,/3 ~з ,Гз (см) А D 
2 Рис 470 

,!.] Как вычислить значения СИ!JУСОв , косинусов и тангенсов углов, от­
ЛИЧНЪIХ ОТ 30", 4 5", 60"? 

При помощи инженерных калькуляторов (или программы •калькуля­

тор• компьютера) либо сnециальных табтщ можно решить две задачи: 

1) для задавиого угла а найти sin а, сов а, tg а; 
2) no задавиому значению sin а, cos а, tg а найти угол а. 
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.tJ Если вы исnоJIЬзуете калькулятор, а угол указан в градусах и мину­
тах, то минуты переведите в десятые доли градуса (разделите их на 60). 
Например, для угла 55"42' получите 55,7". Если, например, для 
cosa. ... 0,8796 нашли а, ... 28,40585", то доли градуса переведите в мину­
ты (умножьте дробную часть на 60). Округлив, получите: а, ... 28"24'. 

Значение sin а, cos а, tg а находим по таблицам. 
Таблица синусов и косинусов (см. приложеШiе 1) состоит из четырёх столб­

цов. В первом столбце слева указаны градусы от о· до 45", а в четвёртом - от 

90" до 45". Над вторым и третьим столбцами указаны названия •синусы• и 
•косинусы•, а в IШЖней части этих столбцов - •косинусы• и •синусы•. 

Верхниеназвания •синусы• и •косинусы• отображают значения углов, 

которые меньше 45", а нижmtе - больше 45". Например, по таблице нахо­
дим: sin34" "" 0.559. cos6T "" 0.391. sin85" ""' 0.996 и т.д. По таблице можно 
найти угол а по заданному значению sina, cosa. Наnример. нужно найти 
угол а, если sin а "" 0,615. В столбцах синусов находим число. nриближён­
ное к 0,615. Таким числом является 0,616. Следовательно, а "" 38". 

Таблица тангенсов (см. nриложение 2) состоит из двух столбцов: в од­
ном указаны углы от о· до 89' . вдругом - значения тангенсов этих углов. 

Например. tg19' "" 0,344. Если tga z 0,869, ТО a z 41' . 

@) УЭНАЙП &ОЛЬШЕ) 
1. Вы уже знаете, что каждой градусной мере угла а nрямоугольного треугольни­
ка соответствует единственное значение sin a,cos а, tg а. Поэтому синус, косинус 
и тангенс угла а являются функциями данного угла. Эти функции называются 

тригонометрическими функциями, аргумент которых изменяется от О" до 90' . 
2. Уточним nроисхождеi-tне слова •косинус•. Именно равен­
ство cos а= sin (90 ' - а) явилось основой образования ла­

тинского слова cos;nиs- доnолнительный синус, то есть си­

нус угла, доnолняющий заданный до 90". 
3. Первые таблицы синусов углов от о· ДО 90" с_оставил грече­

ский математик Гиnnарх (11 в . до н. э.). Эти таблицы не сохрани­

лись. Нам известны только тригонометрические таблицы, 

nомещённые в работе •Альмагесн александрийского учёно­

го Клавдия Птолемея {11 в.). Птолемей 

Также сохранились таблицы синусов и косинусов индийского учёного Арнаб­

хаты (V в.), таблицы тангенсов арабских учёных аль-Бапани и Абу-ль-Вефа (Х в.). 

ВСПОМНИЛ ОСНОВНОЕ 

1. Сформулируйте зависимость между синусом и косинусом углов, доnолня-
ющих друг друга до 90". 

2. Назовите энач~ния синуса, косинуса н тангенса углов 30", 45", 60". 
3. Объясните, как найти sin 36"; cos 64"; tg 57 ". 
4. Объясните, как найти угол а, если: sin а= 0,655; cos а= 0,818; tg а= 0,467. 
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(!] РЕWИП ЭЩЧИ 
952: НаНдите угол А прямоугольного треугольника ABC(L C= 90•), если угол В 

равен: 1) 30 ' ; 2)70'; 3) 85' . 

953: Пользуясь формулами cos а= sin (90°- а), sin а= cos (90• - а}, замените: 

1) косинусы заданных углов на синусы: cos 20·, cos зs· . cos so·. cos 74·; 
2} синусы заданных углов на косинусы: sin 10· , sin 65°, sin 85°, sin 25°. 

954'. Найдите значение выражения: 1) 2 sin 30°; 2) 4 cos 60°; 3) J3 tg 30•. 
955: По таблицам (приложения 1 и 2) найдите: 

1) sin 200, sin 75°, sin 3з· . sin 85 .. sin sз· . sin 2°; 
2) cos 6°, cos 67· , cos 51 · , cos 24°, cos 62·, cos 13•; 
3) lg 65' , lg 1' , lg 73' , lg 19' , lg 10', lg 16' . 

956 '. По таблицам (nриложення 1 и 2) найдите угол а, еслн: 
1) sin а:= 0,999; sin а= 0,017,; sin а= 0,574; sin а:= 0,588; 
2) cos а= 0,766; cos а= 0,966; cos а= 0,225; cos а= 0,731; 
3) lg "~ 0,900; ig "~ 0,344; lg "~ 0,781; cos" ~ 0,839. 

957 °, Уnростите выражение: 
1) 2 cos {90. - а)- sin а:; 2) sin а+ cos (90° - а); 

3) 3 cos а- 2 sin (90. - а). 

958 °. По данным на рисунках 471- 476 найдите :r. 

х 

Рис. 471 

Рис. 473 

Рис. 475 Рис. 476 

х 

Рис. 474 

30' 
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959: В nрямоугольном треугольнике ABC(L C= 90~) угол А равен 30". Найдите: 
1) ВС, если АВ= 4см; 2) АС, если ВС= 2VЗ см; 3) АВ, если АС= 4V3 см. 

960: В nрямоугольном треугольнике MNK(LK= 90") угол М равен 60". Найдите: 
1) МN,есл1-1 МК= Зсм; 2) NК,если МК=2V3см; 3) МК, если NK= 7"VЗсм. 

961 : Угол А nрямоугольного треугольника АВС (L С= 90") равен 4 5 •. Найдите: 
1) А8,еслиАС=V2см; 2) ВС,еслиАВ=S-v'2см; 3)АС,если8С=9см. 

962: Из точки А на прямую nроведена наклонная АВ= 10 см, образующая с прямой 
угол 60". 
Найдите: 1) nроекцию наклонt-Юй; 2) расстояние от точки А до nрямой. 

963: Какова градусная мера угла а, если: 

1 J2 
1) sina = ;- ; 2)cosa= 2 ; З)tga = "VЗ? 

964: Найдите значение выражения: 
1) tg 30" · tg 60"; 2) Bsin 30" · cos 60"; 
3) 2 sin 30" + v'3 cos 30"; 4) Б cos БО" - v'Зtg 30". 

965: Запишите в nорядке возрастания: 
1) sin 15", sin 46", sin 75", sin 10", sin 11 "; 
2} cos 50", cos 34", cos 2о· , cos 12· . cos 25"; 
3) tg 37•, tg 87 ", tg ББ• , tg 17". tg 48". 

966: Пользуясь калькулятором, найдите: 
1) siп а, cos а, tg а, 

если а. равен: 43"6'; 22"25'; 35"48'; 58. 20'; 64"13'; j9"21'; 54"12'; 83. 18'; 
2) угол а, если: 

sin а. равен: 0,642; 0,771; 0,910; 0,640; 0.712; 0.750; 0,515; 0.892; 
cos а. равен: 0,342; 0,962; 0,087; 0,914; 0,809; 0,602; 0,915; 0,839; 
tg а. равен: О, 178; 0,269; 0,035; 0.447; 0,532; 0,934; 0.781; 0,578. 

967. Уnростите выражение: 
1) 1- cos (90" - а)+ sin а; 

2) 2 siп а+ cos (90"- а)+ sin (90" - а) - cos а; 
3) (1- sin (90" - а.))(1 + cos а). 

968. В nрямоугольном треугольнике катет равен 8 см, а nротиволежащий ему 
угол- 60". Найдите высоту, nроведённую к гиnотенузе. 

969. Катет nрямоугольного треугольника равен 9V3 см, а прилежащий к нему 
угол- 60· . Найдите биссектрису этого угла. 

970. Боковая сторона равнобедренного треугольника равна 10 см, а угол при 
основании- за · . Найдите: 

1} основание треугольника; 2) высоту, проведённую к основанию; 

3) высоту, nроведённую к боковой стороне. 

971 . Найдите катеты прямоугольного треугольника, если медиана, nроведённая 
к гиnотенузе, равна 8 см, а угол треугольника: 1) зо· ; 2) 45°. 
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D 

~ 30' 

А С В 

Рис. 477 Рис. 478 Рис. 419 

972. По данным на рисунках 477 - 479 найдите отрезки АDи CD. 

973. Сторона ромба равна 4 см, а один из его углов - 60". Найдите диагонали 
ромба. 

974. Бdльшая диагональ ромба равна 12 J3 см, а один из его углов- 120". Най­
дите сторону и меньшую диагональ ромба. 

975. Диагональ параплелограмма равна 12 см и перпендикулярна к его сторо­
не. Найдите стороны nараллелограмма, если один из углов равен: 

, ) 30' ; 2) 45' . 

976. Найдите радиус r окружности, вnисанной в равносторонний тре­
угольник, м радиус R окружности, оnисанной окоn о этого треуго.nь­

нмка, ес11и сторона треуго11ьнмка равна а. 

977. Найдите раднус окружности, вnнсанной в ромб, еслн его сторона равна 
16 см, а острый уго.n: 1) 30"; 2) 60". 

978. Найдите соотношение диаметров окружностей -- вnисанной в квад­

рат м описанной око11о этого квадрата. 

979. Из точки, расnоложенной на расстоянни 5 см от nрямой, nроведены две 
наклонные, образующие с nрямой углы 45" н 30". Найдите: 
1) наклонные; 2) проекцнн наклонных на nрямую. 

980. Из точки к nрямой проведены две наклонные, образующие с этой прямой 
углы no 45". Найдите длину наклонных, если расстояние между их основа­

ннямн равно 10 см . 

981. Найдите значенне выражения: 
1) 2cos 60 ' · tg 45' · tg60' ; 2) 3tg' 60 ' - 4cos' 30' ; 
3) cos 30" . tg 30" + sin 60" . tg 60". 

982. Оnределнте знак разности: 
1) tg64" -tg58"; 2)sin21 " -sin36"; З)cos51 " -cos41 " . 

983~ Радиус окружностН,f!;Пtt~~нной в nрямоугольный треугольник, равен 1 см. 
Найдите катеты треугольника, еслн его острый угол равен: 1) 30"; 2) 45". 

984~ Сторона треугольника равна 1 см, а nрилежащие к ней углы - 45" н 60•. 
Найдите дsе другие стороны треугольника. 
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985~ Около окружности радиуса R описан равнобедренный треугольник с уг­
лом 120". Найдите стороны треугольника. 

986~ Основания равнобедренной траnеции равны 6 см и 10 см, а угол nри осно­
вании - 60". Найдите: 

1} боковуюсторону траnеции; 2) высоту трапеции; 3) диагональ трапеции. 

987~ В nрямоугольной траnец1-1и большая боковая сторона равна 16 см. Мень­
шая д1о1аrональ является биссектрисой туnого угла, равного 120". Найдите 

nлощадь траnеции. 

988 ~ Периметр траnеции - 144 см, а углы nри большем основании равны по 60". 

Диагональ трапеции делит среднюю линию на отрезки, один из которых на 

16 см больше другого. Найдите основания трапеции. 

989~ Диагональ равнобедренной траnеции делит среднюю линию в отношении 
5: 9, а углы nри меньшем основании равны no 120". Найдите боковые сторо­
ны траnеции, если её nериметр равен 220 см. 

990~ Две высоты nараллелограмма, nроведённые из вершины тугюга угла, равны 
12 см и 18 см, а угол между ними - зо· . Найдите стороНЬJ nараллелограмма. 

991 ~ Две высоты nараллелограмма, nроведённые из вершины острого угла, рав­
ны 5 см и 12 см, а угол между ними- 150". 
Найдите стороны nараллелограмма. 

( ПРИМЕНИТЕ НА ПРАКТИКЕ) 

992. Ширина верхней части насыnи wocce, nо­
nеречный разрез которого- равнобедрен­

ная траnеция, равна 60 м (рис . 480). Како­

ва ширина основания насыnи, если высота 

составляет 10 м, а угол уклона- 60"? 

Рис. 480 

993. Наблюдатель, стоящий на высоте 50 м, видит автомобиль nод углом 30" к 
горизонту (рис. 481). Каково расстояние от наблюдателя до автомобиля? 

Рис. 481 
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§14 РЕШЕНИЕ • ПРЯМОУГОЛЬНЫХ 
ТРЕУГОЛЬНЬIКОВ 

Ц! Решить прямоугольвый треугольник - это означает по заданным двум 
сторонам либо стороне и острому углу найти другие его стороны и ост­

рые углы. 

Возможны следующие виды задач , в которых требуется решить nря­

моугольный треугольник по: 1) катетам; 2) гипотенузе и катету; 3) гиnо­
тенузе и острому углу; 4) катету и острому углу. Алгоритмы решения 
этих четырёх видов задач изложены в таблице 36. 

Таблица 36 

Условие задачи 
Апrоритм 
реwения 

f.lJ 1]: Дано: АС= а, 
1) АВ~ Ja' + Ь' , 

вс~ь. 2)tgA~ ~ · 
Найти : АВ, LA, L В 

А . Ь С 3) LB~ 90' - L A 

~ zj: Дано: АВ =с, 
1) АС~ Jc' -а' , 

вс~ а. 2) si nA = ~ . 
Найти: АС, L A, L B с 

А . ? С 3) LB~ 90' - L A 

~ i]: Дано: АВ= с, 1) LB ~ 90' - а, 

L A =a. 2) АС= c · cosa, 
Найти: АС, ВС, L B 

3) ВС= с· sin а А ? С 

~ iJ: Дано: вс~ а. 
1) LB ~ 90' - а, 

а 

LA ~a. 2)АВ~ -,---- , 
Slnet 

Найти : АВ, АС, L B З ) АС~ _<!_ 
А ? С tga 
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~~ 3 а д а ч а . Решите nрямоугольный треугольник по гиnо­
тенузе с= 16 и углу а= 76"21' (рис. 482). 

Реш е н и е . Это задача третьего вида. Алгоритм её ре­

шения указан в таблнце 38. 

1) L B-90"-a-90" - 76"21 '- 13"39'; 

2) АС- с · cos а - 16 · cos 76"21 ' = 16 · 0,2360 = 3.78; 

3) вс- с. sin " - 16. sin 76"21 ' = 16.0,9816 = 15,55. 

Решение многих прикладных задач основано на ре­

шении прямоугольных треугольников. Рассмотрим не­

которые виды прикладных задач . 

1. Задачи на нахождение высоты предмета, основа­
ние которого доступно. 

в 

о-? 

А Ь-? 

Рис. 482 

!ф 3 а д а ч а . Найдите высоту дерева (рис . 483). --;,---------. 

Ре w е н м е . На не котором расстоянии 

MN= о от дерева устанавливаем угломерный 
nрибор АМ (наnример, теодолит) н находим 

угол а между горизонтальным наnравлени­

ем АСи наnравлением на верхнюю точку В де­

рева. Из прямоугольного треугольника АВС 

nолучим: ВС= о· tg а. С учётом высоты угrю­
мерноrо прибора АМ= h имеем формулу для 
вычисления высоты дерева: BN= о· tg а+ h. 

Рис. 483 

Пусть результаты измерения следующие: о = 40 м, h= 1,5 м и а "" 31 •. 
Тогда BN= 1,5 + 40 · tg 31 " = 1,5 + 40 · 0.601 = 25,5 (м). 

2. Задачи на нахождение высоты предмета, основание которого не-
достуnно. 

lt) 3 а д а ч а . Найдите высоту башни, которая отделена от вас рекой (рис. 484). 

Ре w е н м е . На горизонтальной nрямой, nроходящей через основание башни 
(рис. 484), обозначим две точки Ми N, измерим отрезок MN= о и углы а и,t}, 

Из nрямоугольных треугольников АОСи ВОС 

DC DC 
получим: АС=-, ВС = - . 

tga tgp 

Почленно вычитаем nолученные равенства: 

АС -ВС =.ЕЕ_- DC. 
tga. tgp 

tgp- tga 
Отсюда АВ= ОС tgcx- tgp . 

Рис. 484 
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а · tg a;.tgp 
Следовательно, ОС= tg p - tg a. . 

195:4 

Прибанив к ОС высоту nрибора АМ= h, которым измеряли уrлы, nолучим 

o ·tga · tgp 
формулу для вычисления высоты башни: ОК = tgp - tga. + h. 

Пусть результаты измерения следующие: о = 10 м, h= 1,5 м и а= 35", р = 40". 

1 10 · tg35 ° . tg40° 10 ·0,7002 ·0,8391 
Тогда DK tg40•-tgзs • + 1•5 = 0,8391 - 0,7002 + 1•5 " 43•8 (м). 

3. Задачи на нахождение расстояния между двумя пущстами, кото­
рые разделяет nрепятствие. 

За А а ч а . Найдите расстояние между nун­

ктами А и В, разделёнными рекой (рис . 485). 

Ре w е н и е , Провешиваем nрямую 

АО l. АВ н отмечаем на ней точку С. Изме­

ряем расстояние АС= о и уrол а. Из nрямо­

уrольного треугольника АВСnолучнм фор­

мулу АВ= о· tg а для оnределения расстоя­

ния между nунктамн А н В. 

Пусть результаты измерения следующие: 

о= 50 м, а= 72". 
Тогда АВ~ 50· tg 72"= 50· 3,0777 = 154 (м). Рис. 485 

4. Задачи на нахождение углов (угла подъёма дороги; угла уклона; 
угла, под которым видев векоторый предмет, и т . д.). 

За А а ч а . Найдите угол nодъёма шоссе, если на расстоянии 200 м высота 
nодъёма составляет 8 м. 

Р ew е н и е. На рисунке 486 уrол а- это 

угол подъёмадороги, АС- горизонтальная 

nрямая. Проведём ВС l. АС, тогда ВС- вы­

сота nодъёма дороги. 

По условию, АВ= 200 м, ВС = 8 м . Угол а 

найдём из nрямоугольного треугольника 

АВС: sin а = ВС = _!__ = 0,04. 
('В 200 

Тогдаа = 2 " 18'. 

Рис. 486 
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У вас может возникнуть вопрос: Почему в геомет­

рии особое Внимание уделяется прямоугольному 

треугольнику, хотя не часто Встречаются пред­

меты подобной формы? 

Итак, nораэмышм1ем. Как в химии изучают вначале 

элементы, а затем - их соединения, в биологии - од­

ноклеточные, а nотом- многоклеточные организмы, 

так и в геометрии изучают сначала nростые геометр~о~­

ческие фиrуры - точки, отрезки и треугольники, из 

которых состоят другие геометрическне фигуры. 

Среди этих фигур прямоугольный треугольник играет 

особую роль. Действительно, любой многоугольник 

Глава 4 

Рис. 487 

можно разбить на треугольники {рис. 487). Умея находить угловые и линейные 
элементы этих треугольников, можно найти все элементы многоугольника. В свою 

очередь, любой треугольник можно разбить одной из его высот на два прямо­

угольных треугольника, элементы которых связаны более простой зависимостью 

(рис. 488). Найти элементы треугольника можно, если свести задачу к решению 

этих двух nрямоугольных треугольников. Проиллюстрируем это на nримере. 

ri) Задача . ВМВС Ь=50см, с=35сми LА=76• 
(рис . 489). Найдите LB, L C и сторону о. 

Решение. Проведём высоту BD. Точка О бу-
дет лежать междуточками А и С, поскольку L A -
острый и Ь> с. 

Из nрямоугольного треугольника ABD: 

в 

ВО~ С · sin А~ 35 · sin 76" ~ 35 · 0,9703 • 40 (см). А С 
ОС= АС- AD= Ь- с· cosA= 50-35 · cos 76·= Ь=SОсм 

• 50- 35 · 0,2419 • 50 - 8,4665 • 42 (см). Рис. 489 
Из nрямоугольного треугольника 

во 40 
ВОС: tg С~ ОС • 42 • 0,9524. Отсюда LC• 43,6" • 43". 

LB ~ 180"- (L A + LC) • 180" - (76" + 43") • 180"- 119" • 61 ". 

Из nрямоугольного треугольника BDC: о = !!Е... =~~~~ 59 (см) . 
siп С sin 43° 0,6820 

Итак, о = 59 см, L B = 61 ", LC= 43". 

ВСПОМНИЛ ОСНОВНОЕ 

1. Что означает решить прямоугольный треугольник? 
2. Какие виды задач связаны с решением прямоугольных треугольников? 

3. Запишите алгоритмы решения каждого вида этих задач . 

4. Перечислите виды nрикладных задач. 
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Гf РЕШИЛ 3!\МЧИ 

994: По данным на рисунках 490 и 491 наi:.дите z и у. 

у 
56' 

9см 

Рис. 490 Рис. 491 

L1 
5см 

Рис. 49Z Рис. 493 

996: В nрямоугольном треугольнике ABC(LC= 90") наi:.дите : 

1) ВС,еслиАВ= 5см, LA= 55"; 2)АВ, если АС= 7 см, L B = 41 "; 
3) АС, если ВС= 6 см, LB = 38". 

997 ". Наi:.дите неизвестные стороны nрямоугольного треугольника, если: 
1) катет равен 9 см, а nротиволежащиi1 ему угол- за · ; 

2) катет равен 10 см, а nрилежащиi1 к нему угол- 54". 

197 

998". В nрямоугольном треугольнике с гипотенузоi114 см и углом 65" наi:.дите: 
1) катет, прилежащиi1 к этому углу; 2) катет, противолежащий этому углу. 

999". Найдите угол А прямоугольного треугольника АВС (LC = 90"), если: 
1) АВ= 12 см, ВС= 9см; 2) АВ= 10см, АС= б см; 

3) АС= В см, ВС= 16 см. 
НЮО: В прямоугольном треугольнике с гипотенузой 20 см и катетом 14 см найдите: 

1) угол, прилежащий к этому катету; 2) угол, противолежащий этому катету. 

1001: В nрямоугольном треугольнике катет равен 0,2 гипотенузы. Найдите ост-
рые углы треугольника. 

1002: Найдите угол между днагональю и большей стороной nрямоугольника, 
если его стороны равны: 1) 6 см и 8 см; 2) 18 см и 20 см; 3) 7 см и 14 см. 

1003: Через точку А к окружности радиуса 45 см nроведены касательные АВ и АС 
(В и С- точки касания) . Найдите угол, образованный касательными, если: 

1)АВ=б0см; 2)АВ=50см; З)АВ=45см. 
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1004. Найдите неизвестные стороны и острые углы nрямоугольного треуголь­
ника по заданным: 

1) двум катетам: 
а)о=20,Ь=2 1 ; б)а=9,Ь=12; в)а=24,Ь=18; г)о=23,5,Ь=40,2; 

2) гиnотенузе и катету: 
а)с=17,о =1 5; б)с=20,а=16; в)с=65,а=56; г)с=2,93 Ь=2,85; 

3) гипотенузе н острому углу: 
а) с= 8, L A = 70"; б) с= 82, LA= 42"; в) с= 18,2, LA= 32"20'; 
г) с= 4,67, LA= 65"15'; 

4) катету и nрилежащему углу: 

а) а= 12, L A= 32"; б) а= 18, L A= 17 "; в) а= 12, LA= 53"20'; 
г) о= 3,71, L A= 19"30'. 

1005. Диагональ nрямоугольника равна 25 см и образует со стороной угол 36" 18'. 
Найдите стороны nрямоугольника. 

1006. боковая сторона равнобедренного треугольника равна 12 см, а угол nри 
основании- 75". Найдите: 

1) основание треугольника; 2) высоту, проведённую к основанию. 

1007. В окружность радиуса 5 см вписан равнобедренный треугольннк с углом 
между 6оковым1о1 сторонами 70". Найдите: 

1) высоту, nроведённую к основанию; 

2) боковую сторону треугольника. 

1008. Основание равнобедренного треугольника равно 25 см, а высота, nрове· 
дённая к боковой стороне, - 21 см. Найдите: 

1) боковую сторону; 2) угол между боковыми сторонами треугольника. 

1009. В nрямоугольном треугольнике ABC(LC= 90") LA= 27*, ВС= 21 см. 
Найдите: 

1) второй катет; 2) гиnотенузу; 3} nроекцию каждого катета на гиnотенузу. 

1010. И з точки, находящейся на расстоянии 15 см от nрямо~ nроведены две 
наклонные, образующие с nрямой углы 24* и 61 *. 
Найдите: 1} длину наклонных; 2) nроекции наклонных на прямую . 

1011. Найдите nлощадь ромба, если его сторона равна 7,5 см, а острый угол - 22". 

1012. Стороны nараллелограмма равны 5 см и 8 см, а острый угол- 36". Найди· 
те высоты nараллелограмма. 

1013. Сторона ромба равна 64,5 см , а остры~ угол- 28.30'. Найдите диагонали 

ромба. 

1014~ Угол между диагоналями nрямоугольника равен 46•, а его nлощадь -
545 см2• Найдите стороны nрямоугольника. 

1015~ В траnеции углы nри большем основании равны 16• и 54•, высота траnеции -
24 см, а меньшее основание - 18 см. Найдите большее основание траnеции. 
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1016~ Основания трапеции равны 15 см н 20 см, а боковая сторона, равная 10 см, 
образует с бОльшим основаннем угол 48". Найдите площадь трапеции. 

1017*. В равнобедренной трапеции большее основание равно 8 см, угол при ос­
новании- 41 ", высота трапеции- 2 см. Найдите меньшее основание. 

1018~ Найдите периметр р-авнобедренного треугольника, если угол при основа­
нии равен 49"54', а основание больше боковой стороны на 10,8 см. 

( ПРИМЕНИТЕ НА ПРАКТИКЕ ) 
1019. Тень от столба высотой 9 м составляет 5 м. Выразите в градусах высоту 

Солнца над горизонтом . 

1020. Горная железная дорога на одном из перегонов nоднимается на 1 м на 
каждые 60 м nути. Найдите угол nодъёма дороги на этом участке. 

1021. На какую высоту h nоднялся nешеход, который nрошёл n км по прямой 
дороге, nоднимающейся nод углом а к горизонту? 

Вычислитеh,если: 1) n= 1,5км,а= 4"30'; 2)n= 3 км, а= 8"18'. 

1022. Вертикальный луч nрожектора nересекает облако. Какова высота нижней 
границы облака, если наблюдатель стоит на расстоянии 600 м от прожекто­

ра, а место nересечения луча прожектора и облака видит nод углом 7 5"? 

1023. Найдите расстояние между nунктами А н В (пункт В недоступен), если 
АС~ бОм, LВАС~ 41 •, LACB~ 90• (рис . 494). 

1024. Санаторий расnоложен на вершине горы. Прямая дорога к санаторию дли­
ной 1500 м имеет угол nодъёма 5 •. На какой высоте от nодножия горы рас­

положен санаторий? 

1025. Мачта закреnлена тремя одинаковыми тросами, которые расnоложены к 
земле nод углом 64". Нижние концы тросов удалены от мачты на 35 м. На 
какой высоте закреnлены на мачте верхние концы тросов? 

1026. На расстоянии 800 м от места взлёта самолёта растут деревья высотой до 20 м. 
Под каким углом должен nодниматься самолет, чтобы не задеть деревья? 

1027*. Найдите угол nодъёма улицы, на которой расnоложена школа, если дли­
на фундамента школы - 40 м, а его высота в начале и в конце здания равна 

соответственно 180 см и 90 см (рис. 49...;5) ... ,_"",.."• 

Pvc. 494 Рис. 495 
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,Jf'.:------- -------- ___ ._-- - ·· 
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Рис. 496 Рис. 497 

1028•. Чтобы вычислить высоту nолёта самолёта С(рис. 496), два наблюдателя в 
nунктах Ми Nустановили угломерные приборы для измерения расстояния 

MN =а. В тот момент, когда точки А, В и С лежал н в одной вертикальной 
плоскости, измерял1о1 одновременно углы а и fJ. Зная расстояние о, углы а 
и~. высоту hnриборов, определили искомую высоту СК. Объясните сnособ 
нахождения высоты . 

Найдите высоту, на который находился самолёт, если результаты измере­

ния следующие: о= 80 м, h= 1,5 м, а= 39· , fJ = 44· . 

1029~ Из башни маяка высотой 7 5 м над уровнем моря виден корабль под углом 
снижения 2" (рис. 497). Найдите расстояние от маяка до корабля. 

1030•. На рисунке 498 схематично иэображён сnособ измерения недостуnного 
расстояния АВ. Объясните измерения. Найдите расстояние АВ, если 

СО= 200 м, LKCB= 28•, LKCA= 39•. 

с к 

Рис. 498 
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~ КОНТРОЛЬНЫЕ IIOПI'OCЫ 

1. Сформулируi::iте н докаж1о1те теорему Пифагора. 

2. Перечислите свойства наклонных. 

3. Дайте оnределения синуса, косинуса и тангенса острого угла nрямо­
угольного ТреуГОЛЬНiо1Ка. 

4. Объясннте, как по одной из сторон прямоугольного треугольника н 
острому углу найти две другие стороны. 

5. Как по двум сторонам nрямоугольного треугольника найти его острые углы? 

6. Назовите виды задач, связанные с решением прямоугольных треуголь­

ников н nоясните алгоритмы решения каждого вида этих задач. 



l> lOl ТЕСТОВЫЕЗАДА.НИЯ Lj __________ -'-'г'"'''='' -----. 
Внимательно прочитайrе задания и найдите среди предложеШIЫХ ответов 

правилькые. Для выпо.лнеШIЯ 'reC'I'ODOro З8Д8НИЯ необходимо 10 -15 мин. 

( .NH ! 
(Е) Найдите диагональ прямоугольн ика, если его стороны равны 

9сми12см. 

А. 21 см. Б. 3 см . В . 20 см . Г. 15 см. 

(?j Найдите боковую сторону равнобедренного треугольника, если его ос­
нован не равно 10 см, а высота- 12 см . 

А.22см. Б. 14см. В.1Зсм . Г.15см. 

@ Из точкн к прямой проведе на наклонная длиной 8 см, образующая с nря­
мой угол 60°. Найдите nроекцию наклонной на nрямую. 
А.4см. Б.2см. В.бсм. Г.1бсм. 

@ Катеты прямоугольного треугольника относятся, как 3 : 4, а его гиnоте­
нуза равна 10 см. Найдите катеты треугольника. 
А . 3 см и 4 см. Б . 30 см и 40 см. В. б см и 8 см. Г. 4 см и б см. 

® Основания nрямоугольной трапеции равны 5 см и 17 см, а бdльшая боко­
вая сторона- 15 см. Найдите меньшую диагональ траnеции . 

А . 12 см. Б . 13 см. В. 22 см. Г. 20 см . 

.N\2 

(!) Найдите катет nрямоугольного треугольника, если синус nротиволежа­
щего ему угла равен 0,6, а гиnотенуза- 10 см. 
А . 6 см . Б. 16 см. В. 4 см. Г. 60 см . 1® Найдите гиnотенузу прямоугольного треугольника, если катет равен 8 см, 
а прилежащий к нему угол 60°. 
А. 10 см. Б . 48 см. В. 14 см . Г. 16 см. 

~~ Диагональ nрямоугольника равна 2 см и образует со стороной угол 30°. 
Найдите стороны nрямоугольника. 

А.1смиУЗсм. Б.2сми1см . В.2смиУЗсм. Г.Зсми1см. 
~~ Найдите основание равнобедренного треугольника, если высота, nро­

ведённая к основанию, равна h, а угол между боковыми сторонами- а . 

" " A.h·sina. Б.h·cos2. B.2h · tga. Г.2h·tg2 . 

~~ Тень от столба высотой 12 м составляет 5 м. Выразите в градусах высоту 
Солнца над горизонтом. 

А . зs· Б. 67' в. в1· "т. 76" 
1 

'----------'1 



чпыр(}(уrольники 

ЧЕТЫР~ХУГОЛЬНИК 

Ci LA + LВ+ LC+ LO= 360" 

А D 

Парапnеnограмм Свойства 

~с !.АВ=ОС,АО=ВС 
2.LA LC,LВ LD 

А D З. АО- ОС, ВО- 00 

АО 11 ВС, АВ 11 ОС 
4. LA+LВ 180", LA+LD 180" 

Виды napannenorpaммoв Свойства 

Прямоуrоnьник 
паралпеnограмма 

! . АВ ОС,АО в с 

в~с 2.LA- LC LВ-LD 
3. АО- ОС, ВО- 00 
4.LA +LВ- 180" LA+LD- 180" 

А D Особое свойство 

LA=LВ= LC=LD=90" 
S.AC - 80 

Ромб 
napannenorpaммa 

l8lc ! . АВ-ОСАО-ВС 

2.LA - LC LВ-LD 
З. АО-ОС 80-00 
4. LA+LВ= 180" LA+LD-180" 

А D Особые свойства 

S. AC .L BO 
АВ=ВС =СО= ОА 6. LABO= LCBO, LВАС= LDAC 

Квадрат 

в~~г Все свойства napannenorpaммa, 

прямоуrоnьнмка, ромба 

А D 
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АВ ;< CD АВ~ CD, LA~ L D 

СРЕДНЯЯ ЛИНИЯ 

А С АС 
MN II АС, MN ~ 2 

А D 

MN U AD,MN II BC, MN~ АD; ВС 

УГЛЫ В ОКРУЖНОСТИ 

Вnисаннwе 

({) , 
u ALB ~ L AOB L ABC ~ - u ALC 

2 

ВПИСАННЫЕ И ОПИСАННЫЕ ЧЕТЫР(ХУГОЛЬНИКИ 

с 

D 
LA+ L C ~ 180' , L B+ L D ~ 180' АВ+ CD ~ AD+ ВС 
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ПОДОБИЕ ТРЕУfОЛЬНИКОВ 

в 

L 
в, ' 

L 
А с А, с, 

L A= L A
1
, L B= L B

1
, L C= L C

1
, 

!:::. ABC ro f:::. A
1
B

1
C

1 АВ: А1В1 = ВС: В1 С1 =АС: А1 С1 

ПРИЗНАКИ ПОДОБИЯ ТРЕУГОЛЬНИКОВ 

По двум углам По двум сторонам 

и угпу между ними 
По трём сторонам 

L L L 
А в с А 

L 
А в с 

A, L c, A, L c, А1 с1 

L A= L A
1
, L C= L C

1 
АВ: А 181 =АС: А 1 С1' АВ: А 1 В1 = ВС: В1 С1 = 

L A= L A
1 

=АС:А 1 С1 

ПРОПОРЦИОНАЛЬНЫЕОТРЕЗКИ 

В nрямоугольном треугольнике Свойство биссектрисы 

с с 

~ ~ 
А D в А D в 

CD' ~AD · DB 
АС' ~AD·AB AD :BD~AC: в с 
ВС' ~BD · AB 
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МНОГОУrОЛЬНИКИ. ПЛОЩАДИ МНОГОУrОЛЬНИКОВ 

L A+ L B+ L C+ ... + L E = 180 '(п- 2), 
где n - количество сторон многоугольника, 

Периметр Р =АВ + ВС + CD + ... + ЕА 

Мноrоуrольн1о1к вписанным в окружность 

называется описанным около окружности 

если все его вершины лежат на окружности 

стороны касаются Оt<ружности 

СВОЙСТВА ПЛОЩАДИ 

Равные многоугольники 

имеют равные nлощад1о1 

·Vo~· .. c. 

А , D1 •. 

Площадь многоуголь­

ника, составленного нз 

частей, равна сумме 

nлощадей этих частей 

ABCDE = А,в,с,о,с, sAВcDE = sr. + sr
2 
+ sг, 

s, = S
2 

Единицей площади 

является nлощадь 

единичного квадрата 
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РЕШЕНИЕ ПРЯМОУfОЛЬНЫХТРЕУfОЛЬНИКОВ 

Теорема Пифагора 

LJ· 
с 2 = а2+ Ь 2 

с= .Ja2+b2 

a=.Jc2 - b 2 

ь = .Jс2-о2 

Сnедствия 

д 
АС- nерпендикуляр 

АВ- наклонная 

ВС- проекция наклонноН 

АВ> АС, АВ> ВС 
8 

с 

Соотноwения между сторонами м угnамм прямоугоn~ного треугоn~ника 

о 

- =sin а 
с 

o=c·sina, b=c·cosa, a=b -tga 

ь 
- =cosa 
с 

а 

Ь =tga 

а Ь 
c= - = -

sina cosct 
о 

ь~ tgcr 

Реwенмя nрямоугоn~ных треугоn~ников 

Задача Алгоритм реwенмя 
8 

1) с= .Ja2 + Ь2 , Дано: а, Ь 

LJ· Найти: с, L A, L B а 

2 ) tgA~ Ь' 

А ь с 
3) LB ~ 90"- L A 

8 

Дано: а, с n· 1) ь~ .Jc' - о' ' 
Найти: Ь, LA, LB а 

2) sin A = -, 
с 

3) LB~ 90" - L A 
А ? с 

8 

Дано: с, а 

LJ 1) LB~ 90" - а, 

Найти: о, Ь, L B 2} а= c·sina. 

3} Ь= c·cos а 

А ? с 

8 
1) LB ~ 90"- а, Дано: о, а 

LJ· Найти: с, Ь, L B 2) с=-!!---, 
s1n a. 
о 

А ? с 
3) Ь~~ 

--
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!Ш РЕШИПЗАДА.ЧИ 

Четыр~хуrольники 
1031 . Т очки Е и F- середины противоположных сторон АВ и СО nараллелоrрамма, 

соединены с вершинами В и D. Докажите, что: 1) MDE= 6CBF; 2) DE I FB. 

1032. Если соединить в предыдущей задаче точки Е и F, то параплелограмм 
разобьётся на четыре равных треугольника. Докажите это. 

1033. Стороны параплелограмма равны 3 см и 5 см. Биссектрисы углов, nриле­
жащих к меньшей стороне, пересекают nродолжение nротиволежащей ей 

стороны в точках Ми N. Найдите длину отрезка MN. 

1034. Диагонали параплелограмма равны d1 и d2• Через вершины nараплелограм­

ма проведены прямые, параллельные диагоналям, до взаимного их nересече­

ния . Какого вида полученный четырёхугольник? Найдите его nериметр. 

1035. В параплелограмме биссектриса тупого угла, равного 120•, делитсторону 
на отрезки 24 см и 1 б см, считая от вершины острого угла. Найдите отрезки, 
на которые делит эта биссектриса бdльШую диагональ параллелограмма. 

1036. Череэ середины сторон nараплелограмма nроведены nерпендикулярные к 
ним nрямые. Какого вида четырёхугольник, образованный этими прямыми? 

1037. Постройте параплелограмм по двум его высотам h1 и h2, проведённым иэ 
одной вершины, и углу а между ними. 

1038. Стороны nараплелограмма относятся, как 7: 11, а диагонали соответствен­

но равны 24 см и 28 см. Найдите nериметр nараллелограмма. 
1039. Стороны nараплелограмма равны 10 см и 15 см, а разность диагоналей-

2 см. Найдите диагонали параллелограмма. 

1040. В прямоугольнике диагональ делит угол в отношении 2 : 3. Найдите ост-
рый угол между диагоналями. 

1041. Найдите высоту ромба, если его сторона равна а, а угол- 150· . 

1042. Докажите, что высоты ромба равны. 

1043. Найдите острый угол ромба, если его периметр равен 16 см, а высота-
2 см. 

1044. Диагональ ромба разделяет его на два треугольника. Найдите длину этой 

диагонали, если сумма nериметров обоих треугольников на 15 см больше 
периметра ромба. 

1045. Постройте ромб по его периметру 2р и высоте h. 

1046. Постройте ромб по острому углу а и диагонали d, исходящей иэ вершины 
этого угла. 

1047. Сумма nериметров четырёх треугольников, на которые разбивается квад­
рат его диагоналями, больше периметра квадрата на 20 см. Чему равна диа­
гональ квадрата? 
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1048. Докажите, что в равнобедренной траnеции квадрат диагонали равен сум· 

ме квадрата боковой стороны и произведения оснований . 

1049. Меньшее основание равнобедренной трапеции равно боковой стороне, а 
диагональ nерпендикулярна к боковой стороне . Найдите углы трапеции. 

1050. В трапе ции ABCD с основаниями AD и ВС угол А - острый, а угол D -
туnой. Докажите, что разность п роекций боковых сторон трапеции на осно· 

ванне равна разности оснований. 

Подобие треуrольников 

1051 . Деление отрезка на два отрезка, больший из которых относится к меньше· 

му, как весь отрезок к большей его части, называется золотым сечением. 

Это отношение приблизительно равно 1,62. Чтобы получить такое деление 
отрезка АВ, постройте на нём как на катете прямоугольный треугольник АВС 

(ВС < АВ}. На гипотенузе АС из вершины С отложите отрезок СМ= ВС, а на 

катете АВ из вершиныА -отрезок АО = СМ. Точка О делит отрезок АВ в 
отношении золотого сечения. Выполните построение, измерьте получен· 

ные отрезки и проверь те, nолучено ли отношение золотого сечения. 

1052. Отношение золотого сечения в nропорциях тела взрослого человека из· 
давнасчитается критерием красоты и гармонии его телосложения. В таком 

отношении находятся следующие расстояния: от подошвы ступней до кон· 

ца среднего пальца опущенной руки и от него - до макушки головы; от 

локтевого сгиба до кисти и длина кисти; от предплечья до локтевого сгиба и 

от локтевого сгиба- до конца кисти и т . д. Измерьте эти расстояния на себе 

и найдите их соотношение. 

1053. Равнобедренный треугольник с углом nри основании 12• называют золо· 
тым: в нём отношение длины боковой стороны к длине основания соот­

ветствует золотому сечению и nриближённо равно 1,62. Начертите такой 
треугольник. Измерьте его стороны и найдите их отношение. 

1054. Знаме~;~итая nифагорейская nентаграмма (символ древнегреческой школы 
Пифагора} - это nятиконечная звезда, связанная с золотым треугольни· 

ком. Если пронумеровать вершины этой звезды (1, 2, 3, 4, 5) и соединить их 
отрезками nоследовательно 1 - 3 - 5 или 2 - 4 - 1 и т. д . , то получим золо­

тые треугольники. Сколько таких треугольников содержит nифагорейская 

пентаграмма? Kaкolf.! сумма углов nри вершинах всех этих треугольников? 

1055. Пифагорейцы nользавались nентаграммой, рисуя её на nеске, чтобы узна­

вать и nриветствовать друг друга. Как начертить nентаграмму, не отрывая 

карандаш от листа бумаги? 

1056. Свойства золотого сечения исnользовали ещё древние егиnтяне. Если 
большую пирамиду Хеопса nересечь вертикальной плоскостью, nроходя­

щей через вершину пирамиды и середину стороны основания, то nолучим 
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так называемый двойной золотой треугольник. Это равнобедренный тре­
угольник, в котором отношение боковой стороны к nоловине основания 

равно отношению золотого сечения "" 1 ,62. В nирамиде Хеопса размеры 
этого треугольника следующие: боковая сторона 186,526 м, основание-
230,4 м. Проверьте по этим данным, выnолняется ли отношение золотого 
сечения. Постройте треугольник с отношением сторон, как в треугольнике 

nирамиды Хеопса. Действительно ли угол при основании такого треуголь­

ника равен 51 о 5 1 '? 

1057. Прямоугольник со сторонами 10 и 16 называют золотым. Если от него 
отрезать квадрат со стороной 10, то nолучим также золотой nрямоуголь­

ник. Квадрат со стороной какой длины надо отрезать от обраэовавшегося 

nрямоугольника, чтобы получить золотой nрямоугольннк? Сформулируй­

те обобщённое правило. 

1058. В прямоугольном треугольнике один из катетов nродолжен за вершину 
прямого углананекоторый отрезок. Из построенной точки nровели перпен­

дикуляр к гиnотенузе треугольника. Какие из nолученных nри этом треу­

гольников nодобны заданному треугольнику? 

1059. Через вершины треугольника вне его проведены прямые, nерnендикулярные 
nоследовательно к каждой его стороне. При пересечении этих nрямых образо­

вался треугольник. Подобен ли он заданному треугольнику? Объясните ответ. 

1060. Биссектрисы внешних углов треугольника образуют треугольник. Подо­

бен ли он заданному треугольнику? Объясните ответ. 

1061 . АВСК н МКТР- равные квадраты с общей вершиной К. Стороны СКи КТ 

взаимно перnендикулярны. Найдите площадь четырёхугольникаАСТМ, если 

АВ= б см. 

1062. Из вершин острых углов nараплелограмма nроведены высоты . Подобны 
ли обраэовавшиеся nри этом треугольники? Объясните ответ. 

1063. Теорема Птолемея. Докажите, что во вnисанном четырёхугольнике nроиз­
ведение диагоналей равно сумме произведений его противоnоложных сторон. 

1064. Найдите диагонали равнобедренной трапеции с основаниями 3 см и 5 см и 

боковой стороной 7 см. 

1065. Из точки М, лежащей вне окружности радиуса 6 см, nроведены к ней две 
касательные. Найдите расстояние между точками касания, если расстояние 

от точки М до центра окружности равно 10 см. 

1066. Треугольник АВСвnисан в окружность. Биссектриса его угла С nродлена 
до nересечения с окружностью, а nолученная точка на окружности соеди­

нена с вершиной А. 

1) Какие при этом образавались nодобные треугольники? 
2) Выразите квадрат биссектрисы треугольника через его стороны о, Ь и 

отрезки на стороне с. 
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1067. В треугольнике со сторонами 3 см, 4 см и 5 см найдите биссектрису наи­

большего угла. 

1068. Как nостроить отрезок, являющийся средним nроnорциональным между 
двумя заданными отрезками о и Ь? 

1069. Постройте треугольник по его nериметру Ри двум острым углам а и~-

1070. Вnишите в треугольник АВС квадрат так, чтобы две его вершины лежали 
На большей стороне треугольника, а две другие вершины- на двух других 
сторонах треугольника. 

Мноrоуrольники. Площади мноrоуrольников 

1071 . Раньше циркуль называли «шестернёю». Это объясняется следующим: 
если раствор циркуля равен радиусу окружности, то окружность можно 

разделить на 6 равных частей. Проверьте это. 

1072. Шестиугольник имеет три nары равных углов. Известно, что один угол 
равен 120°, а два других относятся, как 7: 9. Найдите углы шестиугольника. 

1073. Стороны nрямоугольника относятся, как 8: 15, а егодиагональ равна 34 см. 

Найдите nлощадь прямоугольннка. 

1074. В nараплелограмме ОДНа ИЗ сторон равна 10 СМ, а ОДИН ИЗ УГЛОВ - 30". 
Найдите площадь параллелограмма, если его периметр равен 56 см. 

1075. Найдите nлощадь ромба со стороной 4 см, если радиус вnисанной окруж­
ности равен 1, 5 см. 

1076. Высота треугольника равна 4 см. Она делит сторону, к которой проведе­
на, в отношении 1 : 8. Найдите длину отрезка с концами на сторонах тре­
угольника, nараллельного высоте, и который делит треугольник на части с 

равными площадями. 

1077. Длины наибольшей н нанменьшей сторон треугольника равны 6 см и 13 с~. 
Найдите третью сторону треугольника, если утроенный квадрат его наи­

меньшей высоты равен nроизведению двух других высот треугольника. 

1078. Высота траnеции в три раза больше одного из её оснований, но в два раза 
меньше другого основания . Найдите основания траnеции, если её площадь 

равна 168 см2. 

1079. В трапеции АВСDчерез середину О диагонали АСпараллельно диагонали 
ВDnроведена nрямая MN(M e АВ, N e AD). Разделит ли nоnолам площадь 
трапеции отрезок: 1) ОМ; 2) BN? Объясните ответ. 

1080. Две парадные лестницы имеют одинаковые основания т (длина no гори­

зонтали) и одинаковые высоты h (длина по вертикали отоснования до верх­
ней nлощадки). Будет ли одинаковой длина ковровой дорожки для этих 

лестниц, если одна из них имеет 9 стуnенек, а другая - 12? 
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Решение прямоуrольных треуrольников 

1081 . Длины катетов прямоугольного треугольника 7 см и 24 см. Найдите значе· 
ния синуса и косинуса острого угла между гиnотенузой и проведённой к 

ней медианой. 

1082. Основания равнобедренной трапеции равны 9 см и 21 см, а боковая сто­
рона- 10 см. Найдите синусы углов: 
1) nри большем основании; 2) между диагональю и средней линией. 

1083. Найдите значения синуса и косинуса наименьшего угла nрямоугольного 
треугольника, если: 

1) а- Ь= 17 см, с= 25 см; 
2) с- о= 1 см, с- Ь= 50 см; 
3) с+о=49см,с+Ь=50см. 

1084. Т очка А лежит на расстоянии 2 см от окружности радиуса З см. Найдите коси­
нус угла между касательными, nроведёнными из точки А к этой окружности. 

1085. Радиус окружности R. Найдите длину хорды этой окружности, стягиваю­
щей дугу n". 

1086. о, Ь- катеты прямоугольного треугольника, с- гипотенуза, А и В- ост­

рые углы. Заполните таблицу 37. 
Т аблица 3 7 

Элемент 
1 2 3 4 5 Б 7 в 

треугольника 

Q 47,2 10,2 17 12,7 

ь 75 13,4 в 

с 13,5 0,25 20 12 

LA 40 67 52 

LB 32 53 

1087 . Диагональ nрямоугольника равна 32,5 см и делит его угол в отношении 
4: 11. Найдите nериметр nрямоугольника. 

1088 . Две взаимно nерnендикулярные хорды АВ и АС равны 38,5 см и 21,3 см. 
Под какими углами они наклонены к диаметру АМ? 

1089. Найдите стороны равнобедренного треугольника, если угол между боковы­

ми сторонами равен 47"12', а сумма основания и боковой стороны- 59,4 см. 

1090. Две окружности радиусов 3 см и 12 см имеют внешнее касание. Найдите 
угол между общими внешними касательными этих окружностей. 



YfЛbl 

смежные nри двух nрямых и секущей 

1--а_:_·~_=_;~_во_· ---1 ~2 sь ь 
вертикал•ные __ 3 ~

5 

-

внутренние: а) односторонние 

L 2 и LS, LЗ и LВ 

б) накрест лежащие 
L 2 и LВ , L 3 и LS 

соответ- L 1 н L S, L 2 и Lб, 

стВенные: LЗ и L 7, L4 и L8, 

s 
"' .. 
:z: 

"' s .. 
" 

.. .. .... 
u 
>S 
о .. 
u 

4 / 1 
внешние: а) односторон н не 

L 1 и Lб, L 4 и L7; 

б) накрест лежащие 
L1 и L7, L4 и LБ 

ПАРАЛЛЕЛЬНЬIЕ ПРЯМЬIЕ 

ЕСЛИ 

nри двух ~рямых и секущей + 
две nрямые 

• внутр~нние ~ ! 
сумма внутренних 

односторонних накрест лежащие 
соответственные nерnендикулярны 

углы равны к третьей nрямой 
углов равна 180" углы равны 

1 ~то~ 1 

данные прямые параллельны z L z_ =t 
ЕСЛИ 

+ прямая ~ерпендикулярна 
две nрямые nараллельны и ик 

nересекает третья nрямая (секущая) К ОДНОЙ ИЗ двух 

1 
параллельных прямых 

то 

+ 1 1 1 
сумма внутренних внутренние соответственные она nерnендикулярна 

односторонних накрест лежащие углы равны и к друrой nрямой 

углов равна 1so· углы равны 
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ТРЕУГОЛЬНИКИ 

tBOЙtTBA 
углов сторон 

в а +~+ у = 180" в о+Ь+с=Р 

А L BCD= а +р ~ а<Ь+с 

L BCD > а Ь < а+с 

А с D L BCD > р 
А ь с 

с < а+Ь 

ВАЖНЫЕ ОТРЕЗКИ 

Медиана Биссектриса Вwсота 

в в в в 

& fu ~~ 
" м с А L с А Н С Н А с 

РАВНОБЕДРЕННЫЙ ТРЕУГОЛЬНИК ПРЯМОУГОЛЬНЫЙ ТРЕУГОЛЬНИК 
Свойства Свойства 

ЕtЛИ ЕtЛИ 

~ ~ 
l>ABC- l>ABC-
равнобедренный прямоугольный 

,~~~, ~~ц 1 '"'~"' ,. · · ~-. ~ L ТО~ биссектриса •:--ro'•·""'• l &\=--=~ ВО-высота l -~ ЕtЛИ ~ а ЕtЛИ 
А D с признаки с ь А признаки 

ПРИЗНАКИ РАВЕНСТВА ТРЕУГОЛЬНИКОВ 

по двум сторонам по стороне и двум 
по трём сторонам 

и углу между ними nрилежащим углам 

fjfj L1L1 LJLJ 



СВЕДЕНИЯ ИЗ КУРСА ГЕОМЕТРИИ 1 КЛАССА Zl 

ОКРУЖНОСТЬ 

ВАЖНЫЕ ОТРЕЗКИ СВОЙСТВА 

вw..м 

D~A 
с 

АВ- диаметр, 

со- хорда, 

ом- радиус 

Фи~уро F - геоJtlетрическое 
Jifecтo то<~ек плоскости 

(ГМТ) , если: 

1) каждая точк.а фнrуры 
обладает одним н тем же 
свойством; 

2) каждая точка москостн, 
обладающая этим свойством, 
nринадлежит данкой фнrуре 

A8::::2QM 

CD '5. A8 

Окружностt~ -
этоГМТ, 

ра.вноудалённых 

ОТэада.t!НОЙТОЧКН 

k 
О А 

Биссектриса уzла -
это гмт, 

равноудалённы)ll 

от сторон угла 

Серединнt~~й 

перпендикуляр 

котрезку­

этоГМТ, 

ра.IIЖ)удалённ~>~х от 

концов отрезка 

ОКРУЖНОСТЬ, ОПИСАННАЯ 

OKOIIO ТРЕУГОIIЬНИКА 
ОКРУЖНОСТЬ, ВПИСАННАЯ 

В ТРЕУГОIIЬНИК 

Центр О окружности- точка nересечения 

серединнt~~х 1 биссектрис уzло8 
перпендикуляроВ 

R=OA=OB=OC r=OE=OF-OQ 
.P - -""J,L--q 

Около любого треугольника 

В любой треугольник 

описать 
можко -­

вnнсать 

окружность, nрмчём 

толькоодну 
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ЗАДАЧИ НА ПОСТРОЕНИЕ 

При по~ощи линейки можно проВести: 

• nроиэsольную прямую; 

При помощи циркуля можно: 

• nровести окружность из данного 
центра данным радиусом; • nрямую, nроходящую через данную точку; 

• nрямую, nроходящую через две данные точки • отложить отрезок на Л)"'е от его 
начала 

Никакие друrме оnерации вwnолнятtt цнрку.nем н линейкой нелttэя 

МЕТОД ВСПОМОГАТЕЛЬНОГО ТРЕУГОЛЬНИКА 

Задача 

Дано: 

Построит~: 

МВС так, чтобы 
АВ=ВС=Ь, 

АD=ть. 
(0-серединаВС) 

Задача 

Дано: 

L l в А 

Постром та 

ТС?ЧКуХ, 

рааноуда.пённую от 

сторон L ABC н 
точек М, N 

Анализ Построение 

в до 
т, ь ., 

С А Ь С 

1) начертим Построение: 

Докозотель· 
ст8о 

у .мвс 

АВ=ВС=Ь, 

АD=ть. 

(О-середина 

ВС) 
рнсуtЮК-ЭСIСМЗ; 

2)1!.АВО-

1) !!.ABD no трём сторонам no nостроенню 

АВ =Ь, ВО -~.АО =ть ; 
кnомоrательный 

(АВ =Ь, 

ВО - -~, AD = ть); 
3 ) 8С=Ь 

2) отрезок ВС ""' Ь на луче 
ВО; 

3) отрезок АС 
/!АВС - ИСКОМI>IЙ 

МЕТОД ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ТОЧЕК 

Анализ Построение 

ТочкаХ : 

1) равноудал~а от 

kf 
сторон L ABC; 

2) равноудалена от 
м.н 

ГМТ, удовлетворяющее: 
в 

• ус.nовне 1- м 
биссектриса LABC; 

Строим: 

• yCJI08нe2- 1} биссектрису BD L ABC; 
середннный 

nерnенднкуляр 2) середннный 

котрезку MN nерnендiоiкуляро 

Х- точка nересечен нА 
к отрезку MN; 

этих гмт 3} Х- точку nересечения 

во но 

Докозотель-

ство 

XEBD, 
nоэтамуХ 

равноудалена 

от сторон 

LABC; 

Х е о, nоэтому 

MX=NX 



ОТВЕТЫ И УКАЗАНИЯ ~ 

( fлава 1 

§1 
3. 1) 14 см; 2) 31 см; 3) 34 см. 4. Нет (рис. 1б); да (рис. 17). б. 1) 54 см; 2) 25 см; 3) 25 см; 
4) 27 см; 5) 14см. 7. 1) 20см, 40 см, 40 см, 40 см; 2) 14см, 42 см, 42см, 42см; 3) Sсм, 

45см, 45см, 45см. 8. 1) Да; 2) нет; 3) нет. 9. 100", 100", 100" (рис. 19); 100", 100" 
(рис. 20); бО" (рис. 21). 10. 1) 150"; 2) бО"; 3)70". 11. 1) Нет; 2)да; 3) нет. 12. 1) 3б", 72", 
1ов·. 144"; 2) 75", 85", 95", 105"; 3) 85", 95", 105", 75"; 4) 40", во· . 40", 2оо· . 13. Нет. 
14. 90", 90", 90", 90". 15. 180". 16. Указание: найдитеградуснуюмеручетвёртоrо угла. 
17.1) 105"; 2)90"; 3) 100". 18.15 см, 7 см, 23см, 21 см. 19. б4см. 20. 1) Нет; 2)да; 3)нет. 

21 . Указание. используйте неравенствотреуrольника. 22. Указание. используйте не­
равенство треугольника. 23. Указание: исnользуйте nризнак равенства треугольни­
ков по стороне н nрилежащим углам. 24. Указание. исnользуйте признак равенства 
треугольников по трём сторонам н свойству равнобедренного треугольника АВС. 

zs. 1) 3б", 12·. 1ов·. 144"; 2) 3о· . бо·. 120·. 1so·; 3) 40", бо· . 120·. 140". 26. 1)2; 2)4; 3) 2. 
27. 1) Нет; 2) нет. 28. 90". 29. 1) 142", 22", 13б", бО" ; 2) 130", 30", 115", 85"; 3) 131", 35", 
89", 105". 30. Указание: сумма внешних упюв четырёхугольника равна сумме yrroв, 
смежных с углами этоrочетырёхугольника. 31. 1)Да; 2) нет; 3) да. 32. Указание: сум­

ма внешних углов четырёхугольника в два раза больше суммы его углов. 33. 115& 
(рис. 23); 160. (рис. 24}; 100° (рис . 25). 34. 10см. 35. Указание: пусть о- точка пер 

сечения днагоналей АС и ВО четырёхугольника ABCD. Запишите неравенстаа для 
сторон треугольников АОВ н COD н сделайте вывод. 36. Указание: в t::.ABM 

1 1 1 1 
L M= 180° - 2 LA- 2 L B, в t::. CDN L N = 180• - 2 L C- 2 L D. Сложите эти 

равенства н сделайте вывод. 41 . Указание: место строительства завода- точка пере­

сечения диагоналей четырёхугольннка . 

§2 
42. Нет (рнс. 33); нет (рнс. 34). 43. 1) 5 см, 10 см; 2) 1,2 дм, 0,4 дм. 44. 1) 120", бО" ; 

2) 45", 135"; 3) 90", 90". 45. Нет. 5. 1) ОС~ б см, 00~ 3 см; 2)АС~ 12 см, ВО ~ б см; 

3) АО~ В см, ОС~ 5см. 47. 1) LB~ LO~ 145", LC~ 35"; 2) LA ~ LC ~ 40", 
LO~ 140"; 3) LA ~ 75", LB~ LO~ 105"; 4) LB~ б4", LA~ LC~ 1 1 б" . 48. 1) Нет; 
2) да; 3) нет. 49. 1) Нет; 2) нет; 3) нет . 50. LA~ LC~ 45", LB~ LO~ 135" (рнс. 37); 
LA ~ L C ~ 50", L B ~ L O ~ 130" (рнс . 38); L A ~ L C ~ бО" , L B ~ L O ~ 120" 
(рис. 39). 51 . 1) 135", 45", 135", 45"; 2) 65", 115", 65", 115"; 3) 60", 120", 60", 120"; 
4) 40", 140", 40", 140". sz. 1) 58", 122·. 58", 122"; 2) бВ" , 112·. бВ", 112"; 3) 9о· . 90", 90", 
90•. 53. Нет. 54. 1) 13,5 см, 10,5 см, 13,5 см, 10,5 см; 2) 3 см, 21 см, 3 см, 21 см; 3) 15 см, 
5 см, 8,5 см, 15,5 см, 8,5 см. 55. АВ= CD = 4 см, AD = ВС =б см (рис. 40); 
АВ~ СО~ 10см, АО~ ВС~ 10см (рис.40) ; АВ~ СО~ б см, АО~ ВС~ 6,8см 

(рис. 40). 56. Указание: используйте признак равенства треугольников по трём сто­
ронам. 57. 1) Нет; 2) нет; 3) да. 58. 1 )Да; 2) нет ; 3) нет. 59. Указание: эта сумма равна 
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сумме двух разных высот параллелоrрамма. 60. 3. 61. 1) 72", 108", 72", 108"; 2) во· . 

100", 80", 100"; 3) 54", 126", 54", 126". 62. 1) 120", 60", 120", 60"; 2) 160", 20", 160", 20"; 
3) 72", 108", 72", 108". 63. 60" (рис. 43); 50" (рис . 44); 120" (рис. 45). 64. 1) 35", 145", 
зs· . 145"; 2) 45", 135", 45", 135"; 3) 89", 91 ", 89", 91". 65. Указание. проведите высоты 
из вершины туnого угла nараплелограмма и рассмотрите nолученные nрямоуголь­

ные треугольники. 66. 16", 96". 67. 45", 135", 45", 135". 68. Прямоуrольный. 69. 1) 

Указание: докажите, что треугольник, образованный биссектрисами со стороной 

параллелограмма,- прямоугольный; 2) указание: используйте признак nараллель­
ностиnрямых. 70. 60", 120", 60", 120". 71. 1) 70 см; 2) 14 см. 72. 1) 6 см, 3 см; 2) 15 см; 
3) 40 см. 73. 1) Указание: докажите равенство соответствующих треугольников; 2) 
9 см. 74. Указание: сначала докажите nараллельность ВNи MD. 75. 2,5 см. 76. 1) 
Указание. исnользуйте nризнак равнобедренного треугольника; 2) 30 см. 79. 1) 45"; 
2) 135". 80. б см. 81.2 см или 4см. 82. 10 см, 15 см, 10 см, 15 см. 83. Стороны отно­
сятся, как 2: 3. 84. 9,6 см, 14,4 см, 9,6 см, 14,4 см. 85. Стороны относятся, как 1 : 2. 
86.7 см, 14 см, 7 см, 14 см. 87 . АВ 11 001• '--

§3 
89. Нет. 91 . 1) нет; 2) да. 92. По nризнаку nараллелограмма. 93. 1) Нет; 2)да. 95. По 
оnределению nараллелограмма. 96. Да. 97. 1) Нет; 2) да; 3) нет . 98. 1) Указание. 
исnользуйте nризнак nараллелограмма; 2) указание. исnользуйте nризнак nарал­
леоограмма. 99. 1) 35"; 2) 5 см. 100. 1) Указание. исnользуйте nризнак nаралле!Ю­
грамма; 2) указание. используйте свойство сторон и углов nараллелограмма. 
101 . Указание. исnользуйте свойство сторон и угоое nараллеоограмма. 102. Ука­

зание. докажите, что LA = L C, и исnользуйте свойство сторон и угоое nаралпе!Ю­
грамма. 103. Указание. используйте свойство сторон и углов nараллелограмма. 
104. Указание. исnользуйте nризнак nараллелограмма. 105. Указание: вначале до­
кажите, что AECF- nараллелограмм . 106. 1) ОС= 3 см, ВО= 5 см; 2) АО= 4,8 дм, 
OD= 2дм; 3) АО = 2,1 см, ВО= 35 мм; 4) ОС=О,бдм, OD= б см. 107. Указание: 

исnользуйте nризнак параллелограмма. 108. Указание: исnользуйте,nризнак nа­

раллелограмма. 109. Указание. исnользуйте свойство диагоналей nараллелограм­
ма. 110. 1) Параллеооrрамм; 2) четырёхугольник; 3) nараллелограмм; 4) четырёх­

угольник. 111 . Указание. исnользуйте nризнак nараллельности прямых, а затем -
nризнак nараллелограмма. 112. 1) Нет; 2) да; 3) да. 113. Да. 114. Указание. сначала 
докажите, что A81CD1 и 8 1BD1D- nараллелограммы. 115. Указание. исnользуйте 
nризнак nараллелограмма. 116. Указание: сначала докажите равенство треуголь­

ников ЕВМи KDN. 117. Указание. сначала докажите, что t:.AKM= 6СNРи 6.ВРК= 
= 6 DMN. 118. Указание: сначала докажите раеенетес треугольников ЕВС и FDA. 
119. Указание. сначаладокажкте, что DCEF- nара.ллелоrрамм. 120. 1) 3 см; 2) 4 см; 
3) 4см. 121. Указание. сначала докажите раеенетес треугольников АВЕ и CDF, а 
затем используйте признак nараллелограмма. 122. Указание. сначала докажите 
раеенетес треугольников, а затем исnользуйте свойство диагоналей nаралле!Ю­

грамма. 123. Указание. сначаладокажите равенство треуrольникое, а затем исnоль-
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зуйте признак параллелограмма. 124. Указание. используйте свойство диагоналей 
nараллелограмма. 125. Указание. сначала докажите, что MNKP- nараллелограмм, 

затем используйте признак nараллелограмма. 126. 1) Указание. исrюльзуйте свой­
ство днагоналей параллелограмма; 2) 36•. 129. Указание. сначаладокажите равен­
ство треугольников, а затем исnользуйте nризнак nараллелограмма. 130. Указа­

ние. исnользуйте свойство днагоналей nараллелограмма. 131 . Др. 132. Указание. 
исnользуйте nризнак nараллельностн nрямых, а затем nризнак nараллелограмма. 

133. Указание. исnользуйте свойство днагоналей паралпелограмма. 

§4 
136. 1) АО= 16 см, ОС= 12 см; 2) ВО= 20 см; 3) АО = ОС= ВО= 00 = 10 см. 
137. 1) 14 см и 14 см; 2) 28 см . 138. 54", 36", 54". 139. 1) 10 см; 2) 1,8 дм; 3) 44 мм. 
140. Днагонали равны. 141 . 1) По6см; 2) nоЗем; 3) no9 мм. 142. Указание. исnоль­
зуйте свойства днагоналей nрямоугольннка. 143. L 1 = 35•, L 2 = 125", LЗ = 55• 
(рис. 79); L 1 = L 3= 30", L 2 = 60" (рис . 80); L 1 = 65", L 2= 130", L 3 = 25" (рис. 81). 
144. 30" (рис. 82); 60"(рис. 83); 90" (рис . 84). 146. 1) 2 см; 2) 7 мм; 3) 0,22 дм. 
147. 1) 20 см; 2) 0,5 дм; 3) 14 мм. 148. 1) Р = 36 см; 2) Ь = 12 см; 3) о= 10 см; 
4) Ь= 12 см; 5) Р= 32см. 149. 1) 32 см; 2) ЗОсм; 3) 56 см. 150. Указание: докажите, 
что углы заданного nараплелограмма- прямые. 151. Указание. докажите, что nа­
раллелограмм- прямоугольннк. 152. Указание: nокажнте, что вчетырёхугольнике 
nротивоnоложные стороны равны; вычислите четвёртый угол прямоугольника. 

153. Указание: вычислите углы четырёхугольника; см. задачу 152. 156. Указание. 
nусть о. - угол между диагональю н стороной nараллелограмма; найдите углы 

nараллелограмма. 157. Указание. вычислите угол между диагональю и стоJЮНОЙ 
прямоугольника; восnользуйтесь свойством катета прямоугольного треугольника, 

лежащего против угла зо· . 158. Указание. восnользуйтесь тем, что углы равносто­
роннего треугольника равны по 60". 159. 1) 54", 36"; 2) 18· . 161. 1) 9,6 см, 14,4 см; 
2) 10см, 14см;3)8см, 1бсм.162. 1)бсм;2)4,Зсм.163. 1)26смили22см;2) 14см 

или 16 см. 165. Указание: покажите, что биссектриса nрямоугольника отсекает от 

него равнобедренный треугольник. 166. 1) 90 см; 2) 22,8 дм. 167. Указание. nо­
стройте всnомогательный прямоугольный треугольник по гиnотенузе dи катету а. 

168. 1) Указание. nостройте всnомогательный прямоугольный треугольник по 

гиnотенузе d и углу сх; 2) указание. nостройте всnомогательный треугольник no 

сторонам ~d, ~dиуглусхмеждунимн. 169.1) 12см, 12см, 13,1 см, 13,1 см. 174. Ука­
зание. достройте треугольник до nрямоугольника; восnользуйтесь тем, что 

диагонали nрямоугольника делятся точкой nересечения nоnолам. 175. 3 см, 3 см. 
176. Указание. через заданную точку на основании nроведите nрямую, параллель­
ную боковой стороне треугольника; nо кажите, что эта nрямая отсекает от заданного 

треугольника равнобедренный треугольник; используйте свойство высот, прове­

дённых к боковым сторонам равнобедренного треугольника. 177. 2) 10 см . 

178. 1) Указание: nостройте всnомогательный треугольник по сторонам d, sн углу 
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45", лежащему nротив стороны d. 179. Указание: докажите, что ABCD- nрямоу­

гольник. 180. Указание: можно, например, проверить, что в данном предмете nро­

тивоnоложные стороны равны и диагонали равны. 181. Нет. 182. Указание: в nря­
моугольнике nротивоnоложные стороны равны. 

§5 
1В4. Нет. 1В5. 1) ВС = АО = ОС= 10 см; 2) АС= 16 см, ВО= 12 см. 
186. L 1 = L2 = LЗ = 25". 187. Д~-tагонали ромба nерnендикулярны. Диагонали 
ромба являются биссектрисами углов ромба. 188. 1) 5 см; 2) по 7 см; 
3) L 1 = L 3 = L 4 = 45' , L 2 = 90' . 1В9. 1) 3 см; 2) 0,6 дм; 3) 70 мм. 190. Указание: 
восnользуйтесь тем, что днагонали ромба перпенднкулярны и точкой nересечения 

делятся nonoл::~ .._. 191. Указание: исnользуйте определение ромба и признак равен­
стватреугольннковnотрёмсторонам. 192. L 1 = LЗ = L 4= 25", L 2=65", L S= 90". 
193. 1) 18", 72"; 2) 27", 63"; 3) за· , 60". 194. Указание: диагональ заданного ромба 
разбивает его на два равносторонних треугольника. 195. 1) бОе , 120", 60", 120"; 
2) 75' , 105' , 75' , 105' ; 3) 25' , 155' , 25' , 155' . 196. 70' , 110' , 70' , 110' (рис. 105); 36' , 
144' , 36' , 144' (р..:. 106); 60' , 120' , 60' , 120' (р..:. 107). 197. 1) 40 см; 2) 12,8 дм; 
3) 180 мм. 198.1)64см; 2)2,4дм; 3) 168 мм.199.1) 3см; 2) 14,5 мм; 3) 0,75дм. 
200. Указание: вычислите углы четырёхугольника. 202. Указание: вычислите углы 
ромба. 204. Указание: покажите, что стороны данного пар~лограмма равны. 
205. 30", 150", 30", 150". 206. Указание: пусть ABCD- ромб, АМи АР-его высоты, 
проведённые соответственно к сторонам ВС и CD, докажите, что !::J.ABM= !::J.ADP. 
207. 1) 60' , 120' , 60', 120' ; 2) во см. 208. 1) 70' , 110' , 70' , 110' ; 2) 40' , 140', 40' , 140' ; 
3) во·, 10о· . во·, 100· . 209. вм= 2v 3, мо= 2, АМ= 2. 210. 1) 72' , 108' , 12·, 1ов·; 
2) 40' , 140' , 40' , 140' ; 3) 60' , 120' , 60' , 120' . 211. 30' , 150' , 30' , 150' . 212. 1) 16 см; 
3) все по 4 см. 213. 1) Указание: постройте всnомогательный прямоугольный тре· 

угольник по катетам ~ и ~; 2) указание: nостройте вспомогательный треугольник 
по сторонам d, а, а; 3) указание: постройте вспомогательный равнобедренный тре­
угольник по боковым сторонам а и углу а между ними. 215. 1) 16 см; 2) 58 мм; 
3) 0,82 дм. 217. Указание: докажите, что !::J. AND = !::J. CND = !::J. AMB = !::J. CMB. 

218. 1) Нет; 2) да; 3) нет. 219. 1) Указание: постройте вспомогательный равнобед­
ренный nрямоугольный треугольник по катету а; 2) указание: nостройте всnомога-

тельный равнобедренный прямоугольный треугольник по катету ~ . 220. Указание: 
nусть ABCD- ромб, А М, АР- его высоты, проведённые соответственно к сторонам 

ВСи CD; докажите, что !::J.ACM = !::J.ACP; см. задачу 206. 221.30", 150", 30", 150". 
222. Указание: nроведите диагонали ромба и nокажите, что углы АСNи CAL и углы 
BDK н DBM соответственно равны. 223. Указание: покажите сначала, что точка 
nересечения диагоналей и основания перпендикуляров, nроведённых к nротивоnо­

ложным сторонам ромба, лежат на одной прямой; а затем, что диагонали четырёх-
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угольника с вершинами в основаниях nостроенных nерnендикуляров равны. 

224. Указание: докажите, что стороны четырёхугольника параллельны диагона­

лям nрямоугольника и равны их половине. 225. Указание. вычислите углы четырё­

хугольника MPKN. 227. 5 см . 228. Указание. nокажите сначала, что биссектрисы 
двух пар смежных углов nрямоугольника nересекаются под прямым углом; затем 

докажите, что полученный прямоугольник - квадрат. 229. 1) Указание. nостройте 
вспомогательный nрямоугольный треугольник по катету s и nрилежащему углу 22,5· . 
230. Указание. если сложить ткань по диагонали, то края ткани должны совме­
ститься. 231. Нет, может быть и ромб. 232. Указание. обозначьте столбцы- А и В; 
проведите nрямую через середину О отрезка АВ перпендикулярно nрямой АВ; на 

nостроенной nрямой отточки О по обе стороны отложите отрезки длиной ОА. 234. 
Совет неnравильный. Может быть ромб. 235. Указание. nокажите, что лучиВА и ВС 

являются доnолнительными. 

§6 

236. Нет, поскольку %·~ . 237.4 (рис. 125); 3 (рис. 126). 238. Нет. 239.4 (рис. 128); 

12 (рис. 129). 240. 1) 4 см; 2) 7 см. 241. 1) б см; 2) 15 см; 3) 4 см. 243. 1) По 4 см и по 
б см; 2) б см и 12 см; 4 см и 8 см. 245. 1) 4 см, 2,5 см, 3,5 см; 2) 15 мм, 20 мм, 25 мм; 
3) 4,5 см, Sсм, 7 см. 246. 1) 4см, 5 см, б см; 2) 0,25 дм, б см, 6,5 см. 247. Указание. 
выразите средние линии треугольника через его стороны. 248.1) По 2 см; 2) по 4 дм; 
3) по В мм. 249. 1) 24 см; 2) 4,8 дм; 3) 600 мм. 250. 1) 28 см; 2) 56 см; 3) 60 см. 
251. 1) 36 см; 2) 4,8 дм; 3) 600 мм. 252. 1) 10 см и 22 см; 2) 1,2 дм и 1,8дм; 3) 200 мм 
и 28 см. 253. 1) Равносторонний; 2) равнобедренный. 255.1) 9 см; 2) 12см; 3) 20см. 
256. Указание-. исnользуйте теорему Фалеса для углов ADB и DВСи nрямых МСИ 
AN. 257. 1) 15 см, 10 см; 2) 10 см, 5 см. 258.2 см. Указание-. nродолжите луч АМна 
4 см за точку М и nолучите точку Р, nродолжите отрезок ОК за точку К на 4 см и 
получите точку D; рассмотрите треугольник ВАР. 259. 1} 7,5 см, 10 см, 12,5 см; 
2) б см, 8 см, 10 см. 260. 1) 28 см, 32см, 36см; 2) 1,4дм, 1,6 дм, 1,8 дм. 261. Указа­
ние-. выразите nериметры треугольников через стороны одного из них. 262. 1} 10 см; 
2) 49 см. 263. 1} 25 см; 2) 3,5 дм. 264. 1) 16 см; 2) 2,6 дм. 266. Указание. nроведите 
прямые, nроходящие через заданные точки nараллельна средним линиям треуголь­

ника. 268. Указание. через точку М nроведите nрямую, параллельную BD; исnоль­
зуйте теорему Фалеса. 269. Указание. через основание медианы треугольника nро­
ведите nрямую, nараллельную другой его медиане; используйте теорему Фалеса. 

270. 2) 12 см, 24 см, 30 см; 3} 24 см. 272. Указание. выразите стороны каждого из 
четырёх треугольников через стороны данного треугольника. 273. 1) 36 см. 275. Ука­
зание. через точку М провеДите прямую, параллельную ВС; исnользуКте теорему 

Фалеса. 277. Указание. отложите отрезок АВ так, чтобы точка В лежала на nервой 
линии листа, а точка А - на девятой линии. 278. Указание. MN- средняя линия 

треугольника АВС. 281 . Таких дорог- три. Они являются средними линиями тре­

угольника. 
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§7 
282. 1) ВС и AD; 2) АВ и CD; 3) LA и L D nрилежащие к основанию AD, L B и L C 
nрилежащие к основанию ВС; 4) LA и LВnри.пежащие к боковой стороне АВ, L С и 
LDnрилежащие к боковой стороне CD. 283. ABCD- траnеция. 284. 1) 3 см; 2) 90". 
286. Нет . 287. Указание: и сnользуйте свойство nараллельных nрямых. 

288. L B = 130' , LD= 40' (рнс. 156); L B= 90' , L C = 134' (рнс. 157); L B = 140' , 
L C= 144' (рнс. 158). 289. 1) L A = 70' , L C= 150' ; 2) L A =55' , L D = 35' . 
290.1) L D=60' ;2)L C= 155' ;3)L C= 130' , L D= 50' .291.1) L B= 110' , L D= 26' ; 
2) L B= 115' , L C= 144' ;3) L A=60' , L C= 152' ;4)LA =45' , LD=38'.293.1)7cм; 

2) 3 см; 3} 8 см. 294. Указание-. используйте nризнак равенства прямоугольных тре­
угольников по гиnотенузе и острому углу . 295. 4см (рис. 162); 7 см (рис. 163); 15см 
(рнс. 164). 296. 1) МN=8см; 2) ВС= 9см; 3)AD= 13 см; 4) ВС= 9см; 3) MN= 12см. 
297. 1} 40см; 2}62см . 298.8 см, 16 см, 12см (рис. 165); 4см, 11 см, 7,5см(рис. 166}. 
299. 1) 134' н 36' ; 2) 145' н 25'; 3) 128' н 56'. 300. 1) Да; 2) да; 3) нет. 301. 1) 2 см; 
2) 38 мм. 302. Указание-. пусть ABCD- заданная траnеция с основаниями ВСи AD 
(ВС< AD). Проведите CEII АВ и докажите, чтотреугольник CED- равнобедренный. 
ЗОЗ.LА= L D= 58', L B= L C= 122' (рнс. 167); LA = L D=60' , L B= L C= 120' 
(рис. 168); LA= L D = 60", L B= L C= 120" (рис. 169). 304. Указание-. исnользуйте 
свойство равнобедренной траnеции и свойство nараллельных прямых. 305. Указа­
ние: исnользуйтесвойство nараллельных nрямых. 306. 1) 70", 110", 110", 70"; 2) 36", 
144", 144", 36". 307. Указание: используйте nризнак равенства треугольников по 
стороне и прилежащим углам. 308. Указание: докажите равенство треугольников 
АВDи DCA.309. б см. 310.34см.311 . 1) 4 см и 12 см; 2) 5сми9см.312. 1} Указание. 
докажите, что !:::,.АВК= !:::,. DСМ. 313. 1) б см и 18 см; 2) 3 см и 11 см. 314. Указание: 
исnользуйте свойство равнобедренного треугольника и свойство парал.пельных nря­

мых. 315. 1) 2бсм; 2) 286 мм.317.бсм. 318.8сми 12см. 319. Указание: продолжите 
отрезок до nересечения с боковыми сторонами траnеции и исnользуйте теорему 

Фалеса, затем- свойства средних линий траnеции и треугольника. 320. 1) 14 см; 
2) 9 см. 322. Указание: исnользуйте свойства nараллельных nрямых. 323. 120", 60", 
120", 60". 324. Указание: пусть трапеция АВСDимеет основания АВ и CD, а её диаго­
нали nересекаются в точке О; докажите равенство треугольников АВС и ВАD. 

325. Указание: из вершины туnого угла траnеции nроведите nрямую, параллельную 

диагонали, до nересечения с бdльшим основанием и исnользуйте свойство высоты 

равнобедренного треугольника. 327. 1) 60"; 2) 12 см и 24 см. 328. ~- 329.9 см и 
23 см. 331. Указание: сначала nостройте вспомогательный треугольник по сторо­
нам о+ Ь, d1 и d2. 333. EF- средняя линия траnеции, EF= 3 см. 335.3,5 м. 336. Да. 

§8 
338. 90' (рнс. 199); 180' (рнс. 200); 60' (рнс. 201). 340. Все углы по 90' . 341. 60' 
(рнс. 202); 25' (рнс. 203); 90' (рнс. 204). 342. 1) 180' ; 2) 120' ; 3) 240' . 343. 1) 30' н 
330' ; 2)62' н 298'; 3) 100' н 260' . 344. 1) 70' ; 2) 210' . 346. 1) 12см; 2)0,2дм; 3) 39 мм. 
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347. Указание: докажите равенство дуг АСи BD. 348. Указание: восnользуйтесь 
тем, что дуга вс- общая. 349. 1) 26"; 2) 63"; 3) 100". 350. 1) 32"; 2) 64"; 3) 220". 
351. 70" (рис. 208); 140" (рис. 209); 190" (рис. 210). 352. 1) 60", 60~ , 60"; 2) 36", 72", 
72"; 3) 30", бО", 90". 353. 1) 1о·. во· . 160"; 2) 120· . бО" , 180"; 3) sб", 84", 220· . 
354. 1) 32", 32", 116"; 2) 60", 60", 60"; 3) 72", 72", 36". 355. 70" (рис. 211); 20" (рис. 212). 
356. Указание: исnользуйте следствие 1 из теоремы о вписанном угле . 357. Указа­
ние: nусть АВ и CD- хорды окружности и АВ= С[), соедините точки А, В. Си Dc 
центром О окружности; докажите, что МОВ= !:::.COD. 358. Указание: пусть хорда 
АСидиаметр ВDокружности с центром Оnересекаются в точке К; докажите равен­

ство треугольников АКО и СКО. 359. Указание: nусть хорда АС и диаметр BD ок­
ружности с центром Опересекаются в точке К, nричём АК= КС; докажите равенство 

треугольников АКО н СКО. 362. 1) 72" н 108"; 2) 80" н 100". 363. 1) 67"30'; 2) 40". 
364. 1) 40"; 2) 60". 365. Указание: исnользуйте теорему о вnисанном угле. 366. 30" 
или 150". 367. 1) 45" и 135"; 2) 36" и 144".368. Указание: восnользуйтесь тем, чтовся 
окружность содержит 360", и теоремой о вnисанном угле. 369. 100" (рис. 21 3); 120" 
(рис . 214}; 145" (рис. 215}. 370. 1) 70" и 35"; 2) 90" и 45". 371. Указание: исnользуйте 
следствие 2 из теоремы о вnисанном угле. 372. Указание: см. задачу 371 . 374. 1) 45"; 
2) 40". 375. Указание: исnользуйте теорему о внешнем угле треугольника и найдите 
LABC. 316. Указание: исnользуйте теорему о сумме углов треугольника и теорему о 
смежных углах; найдите L DBC треугольни~ DBC. 377. 50" (рис. 219); ВО" (рис. 220). 
378. 40", 60", ВО" . 381. 1) Окружность, радиус которой равен nоловине отрезка, со­
единяющего данные точки; 2) дуга окружности, оnисанной около треугольника со 
стороной АВ и противолежащим остРым угоом CL 382. Указание: исnользуйте след­
ствие 2 из теоремы о вписанном угле. 383. Решение. Совместим вершину nрямого 
угла угольника с любыми двумя точками окружности, которая является внешним кон­

туром диска, и nроведём две хорды этой окружности rю гиnотенузе угольника; по 

следствию 1 из теорем~1 о вписанном угле, хорды являются диаметрами окружности; 
точка nересечения этих диаметров - искомый центр диска. 

§9 
385.Нет. З87. Нет.388. 1)9см; 2) 180" . 389. LB~ 100",LC~ 85" (рис.234) ; LM~ 75", 
LN~ 120", LK~ 105" (рис. 235); LF~90", LE~ бО" , LО~ 90", LP~ 120" (рис. 236). 
390. 1) а) Нет;. б) да; 2) а) да, если L D ~ 50"; б) нет. 391. 1) 125"; 2) 108"; 3) 120". 
392. 1) Да; 2) да; 3) нет. 393. Указание: восnольэуйтесьследствием 2 иэ теоремы о 
вnисанном угле. 394. 1) Указание: восnольэуйтесь следствием 2 из теоремы о впи­
санном угле; 2) nри условии, что AD.lBC. 395. 10см (рис. 238); 3см и 7 см (рис. 239); 

3~ см н 6~ см (рис. 240). 396. 1) 40 см; 2) б,4дм. 397. 1) 80см; 2) 52 см. 398. 1)Да; 
2) нет. 399. 1) Нет; 2) да; 3) да. 401. 1) 90"; 2) 60".402. 1) 10 см; 2) 2,3дм. 403. 1) Да; 
2) нет. IAJ7. 1) Да; 2) нет. 408. Да. 409. Указание: в nолученном четырёхугольнике 
смежныестороныдолжныбытьравны.412. 1) 3 мм, 10,5мм, 18мм, 10,5мм; 2) 4см, 

14см, 24см, 14см. 413.Средняя линиятраnеции равна ~, nоэтому: 1} 4см; 2) 50 мм. 
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414. 1} 20 см; 2) 10 см. 415. 1) Указание. nостройте окружность радиуса R и nрове­

дите в ней два перпендикулярных диаметра; nоследовательно соединане точки пе­

ресечения днаметров с окружностью. 416. 1) Указание. постройте окружность ра­
диуса R, проведите в ней произвольный диаметр, из точек nересечения диаметра с 

окружностью nроведите окружность радиуса о; рассмотрите разные случаи. 420. /J;J.. 
Указание. используйте nризнак описанного четырёхугольника. 422. Указание: сле­
дует учесть, что h = Zr, где h- высота ромба, г- радиус вnисанной окружности. 

425. Указание: диаметр окружности равен меньшей стороне nрямоугольника. 
426. Указание:. nроведите в данной окружности два nерпендикулярных диаметра. 
427. Указание. колодец должен быть размещён в центре окружности, оnисанной 
около траnеции. 

1 

СrлаваZ) 

§ 10 

429.1) 13; 2)2.431.1) Р1 ~ 17,1, Р2 ~20,51, Р2 : Р1 ~ 1,2; 2) Р1 ~ 17,9, Р2 ~ 14,32, 

Р2 : Р1 ~ О,В; 3) Р1 ~ 3б, Р2 ~ 27, Р2 : Р1 ~ 0,75; 4) Р1 ~ 7,5, Р2 ~ 15, Р2 : Р1 ~ 2. 
433. 1) Нет; 2) нет; 3) нет. 434. 1) L A 1 ~ 30' , L B ~ бО ' , L C ~ L C1 ~ 90' ; 
2)LA~LA,~BO', LB~ L C1 ~50'; 3) LA ~ LA1 ~ 45' , L B1 ~ 110' , LC~ 25' . 
435. 1) Да; 2)треугольниковстакнмидлинамисторон не существует; 3) нет.436.1) б см, 
7 см; 2) 15 см, 4,2 см; 3) 13 см, 18,5 см. 437. Ухозоние. восnользуйтесь тем, что в nо­
добных треrольниках соответственные углы равны, а затем- nризнаком nараллель­
ностн nрямых. 438. 1) MN II АС; 2) MN II АВ; 3) MN II ВС. 439. 1) 4бсм, 23 см; 2) 29 см, 

1 
70~м;З) 15см,40 см; 4)31 см, 9 см.440.1}3 см;2) 3,75см;З) б см. 441 . 1) 5 см, 83 см, 
113 см; 2) 9 см, 15см, 21 см. 442. Указание. восnользу~есьтем,что в подобныхтре­

угольниках соответственные углы равны. 443. Да, k = 3 . 444. {Jp, k = 2. 445. 1) Нет; 

2) нет. 446. 1) Да; 2) да. 447. 1) б см; 2) 37,5см. 448. 1) 112см, б4см; 2) 30 см, 45 см. 
1 

449. 1) 12 см; 2) 10 см. 450.Да, k~ 1. 451. k~l . 452. 1) 15см, 30см, 30 см; 2) 3,75см, 

11,25 см, 11,25см. 453. Указание: исrюльэуйте свойство nериметров подобных тре­
угольников. 454. Да. 455. Да, в равнобедренных треугольниках. 456. Указание: 
исrюльзуйтесвойство nеримеТJХ>В nодобных треугольников. 457. Указание: rюдмикfХ>­
скоnом градусные меры уrоов не изменяются. 458. Да. 459. Масштаб 1 : 250000. 
460. 45 см, 50 см, 25 см. 461. Да. 

§11 
462. 3: 5 (рис. 25В); 4: 3 (рис. 259). 463. 1) МН; 2) РМ; 3) МН. 464. 1) Да; 2) нет . 

465.1) 2: 3; 2) 5: 1; 3)2: 1.466. 4. 467. 1)Да; 2)да. 468.1)4см, б см; 2) 12см, 4см; 

3) б см, В см; 4) 15 см, 3 см. 472. 1) Да; 2) нет; 3) нет. 473. 1) б нлн 1,5; 2) В нлн 4,5; 
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3} 113 или 4,2. 476. 1}Да; 2} да; 3) нет; 4) нет. 477. /J;J.. 478. Укщание-. используйте 

следстене из обобщённой теоремы Фалеса. 479. 1} 3 см, 2 см, 12 см, 9 см, б см; 
2} 8см, 4см, 24см, 1 8см, 12см; 3} б см, 4,5см, 18см, 13,5см, 9см; 4}4см, Зсм, 

2 1 
2 см, 9см, б см; 5} 4см, Зсм, 2 см, 12см, б см; б) б3см, 5см, 3Зсм, 20см, 15 см. 

а т 

480. АС=;;;:;;· 481. 1) 1 6см, 32см, 30см; 2) 10 см, 24см, 1 6см. 482. 1) 1 5см, 

125 100 50 250 400 200 
10см; 2) 20см, 4см . 483. 1) З'iсм, псм, vсм, 2) nсм, псм, uсм . 

484. 1) 15 см; 2) 100 см . 485. 1) ВС= 16 мм, CL = 24 мм, LF= 16 мм, ОС= 50 мм, 
KL = 20 мм; 2) ВС= б см, CL = 9 см, LF= б см, DC= 15 см, KL =б см. 486. 1) 3 см, 
6см; 2) 5,6см, 6,4см . 487.1) 12см; 2) 12см. 488.1) 15см, 1 0см; 2)20см, 4см; 
3) 21 см, Зсм.489. 1)4см, 8см, 12см; 2) 3, 1 см, б,2см, 9,3см. 490. Указание:. ис­
пользуйте свойство периметров подобных треугольников . 491 . 1) 7,5; 2) 4,5 . 

а Ь с а + Ь Ь + с 

493. а + Ь +с; а + Ь +с; а+Ь +с; о + Ь +с; а+Ь +с . 494. 1) 2 1 ,б см; 2) 36 см . 
495. Указание: используйте обобщённую теорему Фалеса:--496. 1) Ука.JОние: сна­
чала докажите, что t::.AOB(\] l::. DOC, 2) б,25 и 3,75. 497. Укозание:пустьАА1 пересе­
кает МNв точке О; докажите, что t::.AMO (\]l::.AВA1 и t::.ANQ cu l::.ACA1• 498. 1) Нет; 

1 2 
2) нет, лишь для равнобедренной трапеции . 499. 1) 8 см, 9 см; 2) 113см, 123см. 

1 2 2 1 
500.1) 3а + 3ь, 3а + 3ь. 501 . Указание: l::.AOB (\]t::.A1081• 502.10мин. 

503. 26 м. 504. 36 м. 

§ 12 
507. Например, треугольник с углами 50", 50", 80" и треугольник с углами 4а", 4а•, 

1аа· . 508. Например, треугольник с углами 4а" , 5а" , 9а• и треугольник с углами за·, 

60' , 90' , 510. 1) blKMro t;HDP; 2) t;MKL ro t;PHD; 3) ЫМКrо I:; POH. 511. 1) Да; 
2) да; 3) да. 512. Поскольку из равенства данных отношений не следует равенство 
соответственных углов треугольников . 513. 1) L A = L B = L C= ба · , 

АВ= ВС= АС= 2 см, L A,= L B1= L C,= 60',АВ1 = ВС1 =АС1 - 6 см; 2)LA= L B= 
= L C= 60',АВ= ВС=АС=4см, L A1= L B1= L C1= 60',АВ1 = ВС1 =АС1 =2см; 
3) L A = L B = L C = 60 ' , АВ= ВС =АС= 9 см, L A1 = L B, = L C, = 60 ' , 
АВ1 = ВС1 = АС1 =3 см. 514. 1) 5 см, 7 см, 3 см и 15 см, 21 см, 9 см; 2)б см, 8 см,4 см 
и 4,5 см, б см, 3 см; 3) 8 см, 1а см, б см и 1б см, 2а см, 12см. 515. Указание: исполь­

зуйте признак равнобедренного треугольника и nризнак nодобия треугольников по 

двум углам. 516. 1) Да; 2) да; 3) нет. 517. Указание: используйте nризнак nодобия 
треугольников по дsум углам. 518. Указание: исnользуйте nризнак подобия тре­
угольников по двум углам. 519. 1) Да; 2) нет; 3) да. 520. Указание: найдите острые 
углы треугольников и исnользуйте признак подобия треугольников по двум углам. 
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4 3 9 2 
521. а: Ьили Ь: о. 522.1) 687мм, 1117мм; 2) 1,5дм, 0,9дм; 3) 611см, 1811см. 

523. Указание. исrюльэуйте nризнак nодобия треугольников по двум углам. 524. Ухо­
эонuе. исnользуйте nрнзнак nодобия треугольников по двум углам. 525. Указание. 
исnользуйте nризнак параллельности прямых и признак nодобия треугольников по 

двум углам. 526. 10 см, 8 см. 527. Ухоэание. восnользуйтесь тем, что медианы тре­
угольника точкой их nересечения делятся в отношении 2 : 1, считая от .вершины, и 
рассмотрите nолученные nодобные треугольники. 528. 1) 12 см; 2) 4 см. 529. Ука­
зание: один из углов, образованный данной nрямой с найбольшей стороной дан­

ного треугольника, должен быть равен наибольшему его углу. 530. 1) 4; 2) 3; 3) 2. 
2 5 13 

531. 1) 4,2 см; 2) 61Зсм.532. Указание. см. задачу Nt 531. 533. 1) 3; 2) 5 . 534. Ука-

зание. исnользуйте nризнак подобия треугольников по двум углам. 535. Указание. 
равные высоты могут не быть соответственными . 536. Указание. исnользуйте при­

знак nодобия треугольников по двум углам. 537. 8 см, 12 см . 538. 1) 12 см, 36 см; 
2) 18 см, 30 см. 539. Указание. рассмотрите две пары nодобных треугольников и 
nочленно сложите полученные nроnорции. 540. 1} 20 см, 30 см; 2) 9 см, 18 см. 
541. Указание: используйте признак nодобия треугольников по двум углам. 
542. Указание. восnользуйтесь тем, что медианы точкой их пересечения делятс~ в 
отношении 2: 1, считая от вершины, и рассмотрите nолученные подобныетреуголь-

3 1 
ники. 543. 1) 4 ; 2) 1; 3) 14. 544. Указание. nроведите две высоты и рассмотр1о1те 

два nодобных треугольника, катетами которых являются данные высоты. 

545. 1} 12 см, 24 см; 2) 30 см, 20 см . 546. Указание: nровед1о1тедиаметрокружности 
ВDи используйте свойство вписанных упюв, опирающ1о1хся на хорду ВС. 547. Ука­

зание. докажите подобие сначала треугольн1о1ков А ОМ и NKM, а также ВОNи ВКА, 
затем треугольников ВКА 1о1 MKN. 548. Указание. докажите подобие б.АВС и, на­

nример,· 6.ALK. 549. Указание. воспользуйтесь тем, что около четырёхугольника 
BDCM можно оnисать окружность, а вп1о1санные углы BCD 1о1 BMD опираются на 
одну хорду. 550. Указание: докажите, что LB не может быть тупым; рассмотрите 
внутренние односторонние углы nри nараллельных nрямых А81о1 СDи секущей АС. 

551. 195 м. 552. Указание. постройте nодобный треугольник с соответственно па­
раллельными сторонам данного треугольника сторонами . 553. 189,65 м. 554. Ука­

зание. на одном из трёх лучей возьм1о1те две точки и nровед1о1те из них nерпендикуля­

ры к двум другим лучам, рассмотрите две пары подобных прямоугольных треуголь­

Нiо1ка, образовавш1о1хся nри этом. 

§ 13 
557. Например, треугольник со сторонами 10 см, 16 см и углом между ними 50•. 

559. Нет. 560. 10 см, 12 см, 18 см. 562. 1} а = LM, Ь = LK, ka = НР, kb = НО, 

blMKru /J.HPO, 2) о = МК, Ь = ML, ko = РО, kb = РН, /'.MKL ru /'.РОН. 563. 1 - 3. 
564. 1) Нет; 2} нет; 3) да. 565. 1) АВ = 5 см, ВС = 7 см, АС = 3 см, KL = 15 см, 



ОТВЕТЫ И УКАЗАНИЯ ZZ7 

LM= 21 см, КМ= 9см; 2)А8= б см, ВС= 8см,АС=4см, КL=4,5см, LM= б см, 
КМ=3см; 3)А8=8см,ВС= 10см,АС=бсм,КL= 1бсм, LМ=20см, КМ= 12см. 

2 1 
566. Да. 567. Первыi1 и третий. 568. 1) 144 см,9бсм,48 см; 2) 40 см, 263 см, 13Зсм; 

1 2 
3) 56 см, 37 3см, 183 см. 569. 1) 6,4 мм, 10,4 мм, 38,4 мм, 62,4 мм; 2) б см, 10 см, 

2 2 2 2 
12 см, 20 см; 3) 23см, 63 см, 63 м, 163 см. 570. Первый и второй. 571 . 1) 21 см, 

27 см, 36 см; 2) 119 см, 56 см, 105 см; 3) 30 см, 25 см, 45 см. 572. 1) 24 см; 2) 27 см; 
3) 128 см. 573. 1) 36 мм; 2} 0,9 дм; 3) 16 см. 574. Указание: nреобразуйте заданное 
равенство nроизведений в пропорцию. 575. Указание: исnользуйте признак nодо­
бия треугольников по двум сторонам и углу между ними. 576. Равные медианы мо­
гут не быть соответственными. 577. 12. 578. 1) 2: 7; 2) 1 :4. 579. Указание: nусть 
О- точка nересечения высот ВН и СМ; сначала на стороне ВС как на диаметре по­

стройте вспомогательную окружность и докажите подобие треугольников ВОС и 

МОН. 580. 2. 581. 1) 2: 1; 2) 1:2. 582. 5. 583. 1) 1: 3; 2) 1: 2. 584. 1) Нет; 2) да; 3) да. 
585. Указание: исnользуйте способ, аналогичный доказательству nризнака подо-

бия треугольников по трём сторонам. 586 . ..!!!!!..._ • 587. 2 : 1. 588. 60", 120•. 
1+m \. 

a+mb 2аЬ 2аЬ 
589. 1) ~; 2) а +Ь; 3) а - Ь. 590. Указание: рассмотрите три пары nодобных 

4 3 
треугольников. 591 . 1) g; 2) 7. 592. Указание; докажите, что указанные четыре 

точки являются вершинами четырёхугольника, в котором суммы nротивоположных 

углов равны по 180". 593.3: 2. 594.1: 1. 595. Указание: используйте nризнак nодо­
бия треугольников по двум углам. 596. Указание: исnользуйте nризнак подобия 
треугольников по двум углам. 597. :::::: 14 м. 599. Указание: в Ь.АКВ проведите всnо­
могательную среднюю линию, nараллельную АВ, и рассмотрите две nары nодоб­

ных треугольников, образовашихся nри этом. 

§ 14 
601 . 1) 36; б; 2) 25; 5; 3) 9; 3; 4) 16; 4. 604. 1) 25, 20, 15, 12; 2) 169, 65, 156, 60; 3) 289, 
136,255, 120. 605. 1) Да; 2) нет; 3) нет. 606. Указание: nроведите высоту из верши­
ны nрямого угла и докажите равенство nолученных треугольников. 607. 1) 2; 2) 2; 
3) б. 608. 1) 4 см; 2) 2 см; 3) 5 см; 4) б см. 609. Указание: исnользуйте свойство вnи­

санного угла, оnирающегося на диаметр. 610. Указание: см. задачу 609. 612. 1) 8 см, 

5 8 
12 см; 2) 513см, 41)см; 3) 1,5 см, 2,5 см; 4) 3 см, 9 см. 613. Указание: исnользуйте 

свойство биссектрисы и свойство медианы треугольника. 614. Н. 616. Указание. 
используйте свойство высоты, nроведённой к гиnотенузе nрямоугольного треуголь­

ника. 6 17. 1: 3 или 3: 1. 618. 1: 3. 619. 30", 60", 90". 621. 1) 4,8; 2) 6,72. 622. 1) 24 см; 
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2) 120 мм. 623. Указание: используйте признак подобия треугольников по двум 
сторонам и углу между ними. 624. Указание: см. задачу 624 {1). 625. Указание: см. 
задачу 624 (2). 626. Указание: см. задачу 624 (3). 627. Два случая. 632. 1) Указание: 
исnользуйте то, что центральные углы, оnирающиеся на стороны треугольника, в 

два раза больше, чем углы треугольника. 633. Нет. 635. Указание: исrюльзуйте тео­
рему о средних проnорциональных в прямоугольном треугольнике и следствие из 

неё. 636. Указание: через вершину туnого угла nроведите nрямую, nараллельную 
боковой стороне; рассмотрите nолученный nрямоугольный треугольник и исполь­

зуйте свойство высоты, nроведённой к гипотенузе. 637. Указание: исnользуйте свой­
ство биссектрнсы треугольника. 638. Указание: исnользуйте свойство биссектри-

аЬ ас аЬ ас а + Ь 
сытреугольника. 639. 1) Ь + с, ~; 2) ~· ~· Ь~ с. 640. ---;- · 641 .0,5о. 

642. Указание: докажите, что треугольник с вершинами в центре средней окруж­
ности и точках касания двух других окружностей с одной из сторон данного угла ­

nрямоугольный. 643. Указание: исnользуйте свойство вписанных углов, оnираю­

щихся на одну хорду. 649. Указание: см. эадачу 609. 650. Указание: чтобы nостро­
ить точки, которые не являются концами двух nерnендикулярных диаметров, разде­

лите диаметр в отношении 1 : 9 и используйте свойство высоты, nроведённой к 

гиnотенузе прямоугольного треугольника. 651 . Указание: исnользуйте свойство 
биссектрисы треугольника. 654. Указание: три точки - глаз, верхушка вехи и вер­

хушка дерева должны лежать на одной nрямой. Это можно сделать, если nоставить 

веху и оТОйти от неё на такое расстояние, с которого, если смотреть одновременно 
на верхушки вехи и дерева, они совмещаются. 

§ 15 
657. 1) 14 см; 2) 20 см; 3) 18 см. 659. 1) Семиугольник; 2) восьмиугольник. 661. 1) 5; 
2) 5; 3) 5. 662.1) 540"; 2) 1260"; 3) 2700". 663.1) 10; 2) В; 3) 11. 664.1) 4; 2) 10; 3) 15. 
665. 1) 30", 60", 120· , 150' , 1 во· ; 2) во· , 1оо· . 110·, 110·, 140' ; 3) 10о· . 110· , 120·, 90' , 
120' ; 4) 20", 100' , 140", 1ВО' , 100' . 666. 1) 90"; 2) 36' ; 3) 24' . 667. Семиугольник. 

669. л(л2-З). 670. 1) 35; 2) 119.671. 1) Нет; 2) нет. 672. Нет. 673. 1) 5; 2) 6. 

674. 1)6:5:4:2:1; 2) 8:7:5 :4 :3.675. Указание: сумма внутреннего и внешнего 
360' 

углов многоугольника равна 180". 676. - 677. 1) б; 2) 9. 678.8,4 см или 40,4 см. 
n 

679. Указание: исnользуйте неравенство треугольника. 681 . 1) 3 и б; 2) б и 3; 4 и 4. 
683. 1) 4; 2) 6; 3) 7. 684. Указание: рассмотрите треугольник, в котором сторона 

является стороной данного многоугольника, а nротивоnоложная вершина лежит в 

центре оnисанной окружности. 685. Указание: пусть 0 - центр окружности; дока­

жите, что !J. BOD- nрямоугольный, и исnользуйте теорему о средних nроnорцио­

нальных в nрямоугольном треугольнике. 
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§ 16 
686. 11 кв. ед. (рнс. 357); 12 кв . ед . (рнс. 35В) . 687. 4 см 2 (рнс. 359); В см2 (рнс. 360); 
2см2 (рнс. 36 1). 688.1 ) 7,5см2; 2) 5см2;З) 22, 5 см2 . 689. 1)4 см; 2) 3см; 3) 11 см. 
691. 1) 96 см2; 2) 160 см2 • 692. 1) Увелич ится в 3 раза; 2) уменьшится в 4 раза; 
3) уееличюся е 1,5 раза. 693. 1) Увеличится в 9 раз; 2) уменьшится в 16 раз; 
3) увеличится в 2,25 раза. 694. 1} Ь= 1,5 см; S= б см2 ; 2) о= 0,5 см; Р= 25 см ; 
3) а~ 3,5 см; S ~ 24,5 см 2 ; 4) Ь ~ 0,5 см; Р ~ 17 см. 695. 1) 20; 30; 2) 15; 40. 

696. 1) 2 см2; 2) 4,5см2 ; 3) Тсм2• 697. 1) 24см, 2бсм; 2) 24 с м, 40см; 3) 40 см, 50 см. 

Квадрат. 698. ~ (рис. 364); 
502 (рис. 365). 699. 1) 81 см2, 25 см2; 2) 36 1 см2, 

9 9 

256 см2 • 700. 1) 56 см, 40 см; 2) 200 см, 176 см. 701 . ~; ~. 702. -
1 
пР ; {-;;- v-;;; 2 m +n) 

mP 

2(m+n). 703. 1) Площадь nрямоугольника со сторонами Ь + о и с равна сумме 

nлощадей nрямоугольников со сторонами о н с, Ь и с; 2) nлощадь nрямоугольни­

ка со сторонами о- Ь и с равна разности nлощадей nрямоугольников со сторо­

нами о н с и Ь и с. 704.1 ) 1 см; 2) 2см. 705. 25см2• 707. 9см2 , 1 см2 , 7см2, 7 см2• 

108. Да. Указание: покажите, что сумма nлощадей квадратов со сторОнами со­

ответственно АВ и ВС равна nлощади квадрата со стороной АС без удвоенной 

площади nрямоугольника со сторонами АВ и ВС. 709. Указание: площадь пря­
моугольного треугольника рав на сумме nлощадей прямоугольных треугольн и­

ков, на которые его разбивает высота. 713.250 м2• 714. Да. 715. 42,9 м2 • 

§ 17 
721 . Да (рнс. 373); нет (рнс. 374); да (рнс. 375). 722. 45 кв. ед. ( р ис. 376); 
42 кв. ед. (рис. 377 ). 723. 24 кв. ед. 724. 1) 3000 см2; 2) 1000 см2; 3) 2500 см2• 
725. 1) ВО см2 ; 2) 300 см2; 3) 30см2 • 726. 1) 4 см; 2) 5 см; 3) 3 см. 727. 1) h

0 
~ В, 2 см; 

hь = 4, 1 см; 2) h
0 
= 4 см; hь = 2 см; 3) h

0 
= 4,5 см; hь = 3 см; 4) h

0 
= 4 см; hь = 6,4 см. 

728. 1) 8 см; 2) 5см; 3) 4см. 729. 1) 4см; 2) 1 2 мм; 3) 15см. 730. Указание: nроведите 
диагонали параплелограмма и nрямые, nроходящие через точку пересечения диа­

гоналей параллельна сторонам; покажите, что поощадь каждого из 8 треугольни-

ков равна i nоощади данного параллелограмма. 731. Да. 732. 1) 96 см2; 2) 2,4 дм2; 
3) 840 мм2• 733. Указание. восnользуйтесь тем, что диагонали ромба перnендику­
лярны и точкой nересечения делятся поnолам. 734. 1) 1 00см2; 2) 120см2; 3) 72см2• 
735. 1) В см2; 2) 4,5 см2; 3) 0,72 м2 • 736. 1) 75 см2; 2) 250 см2• 737. 1) 7513 мм2; 

2) 25013 мм2• 738.2) 3,3В см2 • 739. 1) В см; 3см; 2) % дм; 6дм. 740. 1) 30см; 2) ЗОсм. 
741. 1) 128 см2; 2) 140 см2 • 742. Указание. если от треугольников, и меющих рав­
ные nлощади, отсечь треугольники с равными площадями, то получим фигуры с 

равными nоощадями. 743. 1) 3-vб см; 4V6 см; 2) 4V3 см; бVЗ см; 3) б"'l/2 см ; б~ см. 
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744. 4 см. 745. 30°. 746. 1 : 2. 761.48 см2• 748. Указание. nокажите, что диагональ 
ромба разделяет его на два равносторонних треугольника, а затем выразите пло­

щадь ромба и nлощадь треугольника, образованного высотами, через сторону и 

высоту ромба. 750. Указание: треугольники AMD и CMD разделите высотами, 
nроведёнными из вершины М. на прямоугольные треугольники и nокажите, что 

сумма их nлощадей равна половине площади nараллелоrрамма. 751 . Диагональ 
равна стороне, к которой эта диагональ nерnендикулярна. 752. 1) 24 см2 • 753. Две 
прямые, nараллельные данной стороне nараnлелограмма и находящиеся от неё 

s 
на расстоянии h. ?SS. 24 500 м2 • 757, Площадь прямоугольника больше nлощади 

nараллелограмма. 

§ 18. 
760. 1) Нет; 2) да; 3) нет; 4) нет; 5) нет; б) нет. 761. 10 кв. ед. (рис . 390); 42,5 кв. ед. 
(рнс. 39 1); 210 кв. ед. (рнс. 392). 762. 1) 15 см2 ; 2) 5 дм2 ; 3) 1250 см2 • 763. 1) 40 см2; 

2) 1,5дм2; 3) 108 мм2 • 764. 1) 12 см; 2) 31 см; 3) 20см. 765. 1) h" = \
6
3

8 см , hь = 12см, 
168 252 42 

h.c. = 15см; 2) h" = 13 см, hь = 12,6 с м, hc = 12 см; 3) h" = 12 см, hь = 15 см, 
72 

hc = 2,1 см; 4) h" = 8 см, hь = 7,2см, hc = 17 см . 766. 1) Не изменится; 2)увеличится 

в 2 раза; 3) увеличится в 2 раза. 767. Указание: сравните высоты и основания тре­

угольников. 768. Поnолам. 769. 0,25. 770. 1) 210 см2; 2) 84 см 2 ; 3) 420 см2• 
771 . 1}р = 42см, S =2 10см2; 2)р = 27 см, S = 12бсм2; 3}р = 21 см, S= 42 см2 ; 
4) р= 45см, S= 240 см2• 772. 1) 39 см2 ; 2) 60см2 • 773. Указание: исnользуйте свой­
ствасредней линии треугольника. 774. 1) 18см, 80 с м; 2) 48 см, 55 см . 775. 1) 39 см2; 

2) 34см2• П6. 1) 8VЗсм2; 2) 18VЗ см2• 7П.1 ) 16V3 см2;2)36VЗ см2• 778.1)24 см2; 
2) 120 см2• 779. hc < hь < h". 780. Указание: измерьте соответстве нные стороны 
треугольников. 781 . Указание: восnользуйтесь тем, что медианы треугольника точ-

16 
кой их nересечения делятся в отношении 2: 1, считая от вершины . 782. 1) 3 см; 

16 8 
2) 3 см; 3) 3 см. 783. Указание: соедините даннуюточку с вершинами треугольни-

ка, nотом найдите nлощадь треугольника как сумму nлощадей nолученных трёх тре­

угольников. 784. Две nрямые, nараллельные данной стороне треугольника и отсто­

ящие от неё на расстоянии, равном высоте, проведённой к этой стороне. 785. Ука-

зание: используйте две формулы nлощади треугольника. 786. ~. 787. 7 S, где 

S - площадь заданного треугольника. 788.1 : ~2- 1 : ~3--,{2 . 789.4 · ~. v-;;;;;; 
792. Указание: треугольники АВСи А СМ имеют равные nлощади, nоэтому площадь 

треугольника АВСравна nооовине произведения длины отрезка АМна шнрину лн­

нейкн. 795. 0,927 кг. 
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§ 19 . 
• 797. 1} Нет; 2) нет; 3) да; 4) нет; 5) нет; б} да. 798. 300 кв. ед. (рис. 408}; 150 кв. ед. 
(рнс. 409). 799. 1) 2400 см2; 2) 1400 см2; 3) 4000 см2 • 800. 1) 90 см2 • 801. 1) 10 см; 
2) 12 см; 3) 12 см. 802. 1) 4 см; 2) 5 см; 3) 3 см. 803. 1) q = 12 см, S = 84 см2 ; 
2) Ь= 27 см, h= 5 см; 3) а= 20 см, q= 21 см; 4) а= 23 см, h= 11 см. 804. 1) Не 
изменится; 2) не изменится; 3) увеличится в 2 раза. 805. 1) 20 см, 1б см; 2) 3б см, 

24 см; 3) 20см, 10см. 806 . (~У . 807. 1) б45см2 ; 2) 180см2 . 808. 1) 10,5см2; 2) 8 см2 • 
809. 1) б см2; 2) 13,5 см2 • 810. 45". 811. 1) 5,б см2; 2) 9б см2• 812. Рассмотрите два 
случая. 8см и 12см или 2смибсм. 81 3. 12см. 8 14. Указание. еслитраnецияоnисана 

2S 
около окружности, то сумма её оснований равна сумме боковых сторон. 815. р . 

816. 10 см. 817. Указание. исnользуйте свойство средней линии траnеции. 818. От 
2аЬ 

1б см до 32 см. 8 19. ;;:;:ь. 820. Указание. докажите, что nлощади треугольников 

ВОС и COD и nлощади треугольников АОВ и ВОС относятся, как АВ: CD. 

( т )' т т 4dc 
82 1. -;; : 1 :-;;=; . 822. 90". 823. 5 . 824. Указание. исnользуйтесвойство меди-

аны nрямоугольного треугольника, nроведённой к его га.шотенузе. 825. Указание. 
nо кажите, что сумма nлощадей двух других из образовавшихся треугольников рав­

на nоловине nJЮщади траnеции. 826. Указание. nокажите, что nлощадь каждой 

такой траnеции равна nоловине nлощади заданного треугольника. 827. 34б 500 кв. 
ед. 828. Указание. разбейте четырёхугольник на nрямоугольные треугольники и 
вычислите их nлощади. 829. Указание. nокажите, что расстояние от меньшей боко­
вой стороны траnеции до искомой nрямой равно nоловине средней линии траnе­

ции. 830. Недостаточно. 

( ГлаваiV ) 

§ 20 
831. 3). 832. Да (рнс . 425); нет (рнс . 426). 834. 3). 835. 1) 13 см; 2) 15 м; 3) 16 см. 
836. 1) 5см; 2) 8 м; 3) 12а. 837. 1) а~ 12см; 2) ь~ 16см; 3) с~ 10а. 838. 1) d~ 25 см; 
2) Ь = 24 см; 3) Ь = 9а. 839. Указание. в данном nрямоугольнике nроведите диаго­
наль и исnользуйтетеорему Пифагора в nолученном nрямоугольном треугольнике. 

840.4 см. 841. 1) J2 см; 2) 8 см; 3) aJ2 . 842, 1) 1 см; 2) 4J2 см; 3) m;z . 

г.; af3 
843. 1) 1,5 см; 2) 5v> см; 3) 2 . 844. 1) 24 см; 2) 15 см; 3) 12 см. 845. 1) 15 см; 

2) 20 см. 846. 1) 5 см; 2) 15 см; 3) 10 см. 847. Указание. исnользуйте теорему Пифа­

гора в nрямоугольном треугольнике с вершинами в двух соседних вершинах ромба 
и точке nересечения его диагоналей. 848. 1) 2б с м; 2) 8 см; 3) 15см. 849. 17 см 
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(рнс. 429); 6.J2 см (рнс. 430); 13 см (рнс. 43 1). 850. 1) 5 см, 12 см, 13 см; 2) 7 см, 

24 см, 25 см. 851. 1) 15 см, 20см; 2) 12 см, 16 см. 852. 1) 9 см, 12см, 15 см; 2) 30 см, 

16 см, 34 см. 853. 1) 15 см, 18 см; 2) 16 см, 17 см. 854. 1) 9 см, 3..fi3 ~ 25,6 см; 

2) 24 см, z$93 ~ 27,8 см. 855. 1) 10 см; 2) J4i ~ 6,4 см. 856. Указание: рассмот-
рнте два nрямоугольных треугольника, одним из катетов которых является меньшая 

боковая сторона траnеции. 857. 8 см (рис. 432}; 5 см {рис. 433); 14 см (рис. 434). 
858. 1) 20 см; 2) 13 см . 859. 1) 10 см; 2) 25 см. 860. 1) 4 см; 2) б см. 861. 1) 8 см нлн 
22 см; 2) 38 см нлн 88 см. 862.8 см. 865. 1) 10 см; 2) s.J2 см. 866.21 см нлн 11 см. 
867. 1) б см, 15 см; 2) 8 см. 868. Укащние. используйте nризнак равенства прямо­
угольных треугольников по двум катетам . 869. Указание: используйте теорему Пи· 

фагора. 870. 1) 120 см; 2) 34 + g.J34 ~ 80,6 см. 871. 1) 61 см, 11 см; 2) 37 см, 12 см . 
872. 1) 37 см, ..fi69 ~ 27,7 см; 2)20см, 2..J20S ~ 28,6см. 873. 1) 8 см, 9,бсм, 9,6 см; 
2) 12 см, 5,6 см, 4,2 см. 874. Указание: nусть ABCD- даннь1й nараллелограмм, О­
точка nересечения его диагоналей; nроведите nерпендикуляры из верш1о1н В и С к 

прямой AD; рассмотрите полученные nрямоугольные треугольники, используйте 
теорему Пнфагора. 875. Указание: см. задачу 874. 876. Указание: используйте тео­
рему Пифагора. 877. Указание. в данном квадрате проведите диагонали; квадраты, 
построенные на половинах этих диагоналей, - искомые. 878. Указание; исполь­

зуйте теорему Пифагора. 880. 6 см. 881. Указание; проведите BE II СDи обоснуйте, 
чтоАЕ- днаметр н СЕ~ 08.883. -fi4i ~ 15,5 м. 884.328 м. 885. 12,5 м. 886. 1) 6,5 
м; 2) 6,7 м . 887. 12 футов. 

§21 
889. 1) б; 2) в; 3) б. 890. 1) а; 2) б; 3) в. 893. sin а ~ 0,5, cos а ~ 0,9, 1у а ~ 0,5. 
896. 1) sin 35' ~ 0,57, cos 35' ~ 0,82, 1g 35' ~ 0,7; 2) sin 40' ~ 0,64, cos40' ~ 0,77, 
tg 40' ~ 0,84; 3) sin 75' ~ 0,97, cos 75' ~ 0,26, tg 75' ~ 3,73. 897. 1) Да; 2) да; 3) нет. 

898. 1) Да; 2) да; 3) да. 899. 1) sin А~ 0,8; cos А~ 0,6; 1g"A ~ ~; 2) sin В~ О, б; 

cosB~0,8; tg в~~- 900. 1) 0,96; 2) 0,96; 3) ~- 901 . 1) sinA ~ 0,8; cosA~ 0,6; 

2) siп В= 0,6; cos 8= 0,8. 902. 1) Указание; пусть один из катетов прямоугольного 

треугольника равен 3 см, тогда его гипотенуза равна 5 см; постройте nрямоуголь­
ный треугольник по этим катетам и гипотенузе; угол, лежащий против катета 3 см, -

4 3 
искомый. 903. См. задачу 902. 904. См. задачу 902. 906. 1) 0,8; 0,6; 3; 2) 0,6; 0,8; 4. 

907. 1) 0,8; 0,6; 2) *· ~ - 908. 0,96; 0,28; ~. 909. 1) 0,86; 2) 0,38; 3)1,33. 911. 10'см 
и 6 см. 912. 1) 8 см и 10 см; 2) 15 см и 39 см; 3) 12 см и 16 см. 914.8 м.. 
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§ 22 
915. 2). 4); 5). 916. 2). 917. 3). 918. 2). 919. с· cos а (рж:. 45б); с· sin а (рж:. 457); 

а а Ь 
Ь · tg а (рж:. 458); tga (рж:. 459); ·sina (рис. 4б0); cosa (рж:. 4б1). 921. 1) 3 см; 

2) 8 см; 3) 12 см. 922. 1) 2 см; 2) 4 см; 3) б см. 923. 1) 128 см; 2) 1б см; 3) 10 см. 
924. 1) б4 см; 2) 50 см; 3) 10 см. 925. 1) 4,8 см; 2) 48 см ; 3) 1б ,5 см. 

о о ь ь 
926.1) ВС= c·cosp,AC= c·sin р; 2}А8 = sina' AC= tga' З)АВ= sin~' ВС= tgp· 

927. Ь. sin а. 928./·cos~. 929. 1) 2Ь · cos а; 2) Ь · sin а. 930. 1) si~a; 2) t~:. 
а а 

а-а а• аоо~ n~P 
931 .1 ) 2tg~; 2) 2sin~· 932. s inp н tgp(pиc . 462); ~и~ (рис.4;,з); 

ь -
o·sin а и o·sin а· tga(pнc.464). 933.2m ·cosa,2m ·sina. 934. lcosct. 935. 1) 1g ~ ; 

--' - htga а ...!'__ __!'___ [ 1 1} 
2) coscttg ~ . 936. __:.z_, 937. -

2
- . 938. 1) tg а; 2) si n ~. 939. г tga \ 9 13 

2 tga. cosa 2 2 2 2 

[
_!_+_!_j [__!_•__!_] т т m(tga +tgp) m(tga - tgp) 

г tg~ tg~ J г tg~ tg~ . 940. 1) siпa, sinl} ; 2) tь>atg~ или tga.tg!} . 

~ Ьtg~ _ ,, _ а 
941. ~.943. l+tg а. . 944. 1) 2sin ~ ;2) dtgz. 945.b+2c·cosa.946.o-2c 

2 
h btgj3 btga 

·sina.. 947.1) ~; 2) Ь+ 2h· tga. 948. lga.+lg!}, tga+tgp. 949. Укозоние:нсnоль-

эуйте формулу nлощади nрямоугольного треугольника и выразите один иэ катетов 

nо формулам 1 и2таблицыЗЗ(с.180). 951.1) tgа=О,8. 

§23 
952. 1) бО' ; 2) 20'; 3) 5' . 954. 1) 1; 2) 2; 3) 1. 957. 1) sina; 2) 2 sina; 3) cosa. 958. 2см 
(рж:. 471); 4 см (рж:. 472); 10 см (рис. 473); 12 см (рис. 474); 10 см (рис . 475); 7 см 
(рж:. 47б). 959. 1) 2 см; 2) 9 см; 3) 8 см. 960. 1) б см; 2) б см; 3) 7 см . 961 . 1) 2 см; 
2) 5 см; 3) 9 см. 962. 1) 5 см; 2) s.fj см. 963. 1) 30'; 2) 45 ' ; 3) бО' . 964. 1) 1; 2) 2; 3) 2,5; 
4) 2. 967. 1) 1; 2) 3sincx; 3) 1 - cos2a. 968.4 см . 969. 18 см. 970. 1) 10...[3 см; 2) 5 см; 
3) 5...[3 СМ. 971. 1) 8 СМ И 8...f3 СМ; 2) 212 СМ И 212 СМ. 972. 2...f3 СМ И б СМ (риС. 477); 

3...f3сми9см (рж:.4 78) ; 4см и М см (рж:. 479). 973.4см, 4...f3см. 974. 12 см и 12 см. 

_г-; -г. а.Гз а.Гз 9 975. 1} 12v3 см н 24 см; 2) 12 см н 1.t:v3 см. 976. r = 6 . R=з · 17. 1) 4см; 

2) 4...f3 см. 978. 12. 979. 1) s12 см и 10 см; 2) 5 см и s...fЗ см. 980. 1) no s...fЗ см; 
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2) no 3 см. 981. 1)VJ; 2)6; 3)2. 983. 1) 1 +VJсми 3 + V3 см; 2) 2 +v'2см и 2 +v'2см. 

9 84 . .Jб(JJ - l) ~ о.9см, VЗ- 1 ~ о,73см. 985. 2R + 4RJJ и 2VJR + 4R. 986. 1) 4 с м; 
2 3 

2) 2v'Зсм; 3) 2ffl см . 987. 96J3 см2 • 988.24см н Sбсм. 989.40сми40см. 990.24см 
20JJ 

и 36 см. 991. 10 см и 24 см. 992. 60 +-3-:::: 71,5 м. 993. 100 м. 

§ 24 
995. = 51"19' и = 38"41 ' (рис. 492); • 53"8' и = 36"52' (рис. 493). 996. 1) • 4, 1; 
2) • 10,67; 3) • 4,69. 997. 1) • 11 ,52 И • 14,62; 2) = 13,76 И = 17,01. 998. 1) • 5,92; 
2) = 12,69. 999. 1) . 48"35'; 2) . 53"8'; 3) . 63"26'. 1000. 1) - 45"34'; 2) . 44"26' . 
1001. - 78"28', = 11 "32' . 1002. 1) . 36"52'; 2)= 41 "59'; 3) - 26"34'. 1003. 1) • 73"44'; 
2) • 83"58'; 3) 90". 1004. 1) а) с = 29, а • 43"36', ~ = 46"24'; б) с= 15, а = 36"52', 
~ • 53' 8'; в ) с= 30, а • 53"8', ~ • 36"52'; г) с = 46,56; а= 30"19'; ~ = 59"41'; 
2) а) Ь= В, а = 61 "56', ~ - 28' 4'; б) Ь= 12, а = 53 "8 ' , ~ - 36"52'; в) Ь= 33, а = 59"29', 
~ = 30"31'; г) а • 0,68; а • 13"25'; ~ • 76"35'; 3) а) а = 7,52; Ь = 2,74; L В = 20"; 
б) а = 54,87; Ь • 60,94; L В= 48"; в) а = 9,73; Ь = 15,38; L B= 57"40'; г) а • 4,24; 
Ь = 1,94; LB = 24' 45'; 4) а) Ь = 7,5, с = 14, 15, L B =58' ; б) Ь • 5,5, с = 18,82, 
L B = 73' ; в) Ь • 16, 12, с = 20, 1, L B = 36' 40'; г) Ь = 1,3 1, с = 3,94, L B = 70"30'. 
1005. = 14,8 см и = 20,15 см. 1006. 1) = 6,2 1 с м; 2) = 11 ,59 см. 1007. 1) = 6,71 см; 
2) • 8,19 см. 1008. 1) • 23,04 см; 2) = 65"42' . 1009. 1) = 41,21 см; 2) = 46,26 см; 
3) • 36,72 см и • 9 , 54см. 1010. 1) • 17, 15 см и = 36,88 см; 2) • 8,3 1 см и = 33,69 см. 
1011. "" 2 1,07 см2 • 1012. "" 2,94 см и "' 4,70 см. 1013. "" 31,75 см и = 125,03 см. 
1014. • 15,21 см и = 35,83 см. 1015. = 119,14 см . 1016. = 130,03 см' . 1017. • 3,4 
см. 1018. = 123,3 см. 1019. = 60"5 7'. 1020. = 0' 5 7' . 1021 . 1) = О, 11 8 км; 2) = 0,433 
км. 1022. = 2239 м . 1023. = 79,5 м. 1024. = 130 м. 1025. - 71,76 м. 1026. = 1"26' . 
1027. = 1"17'. 1028. = 403 м. 1029 . • 2149 м. 1030. = 129,1 м. 

1031. 1) Указание. используйте nризнак равенства треугольников по двум сторо­
нам и углу между ними. 1032. Указание: nрямая ЕFразделяет nараплелограмм на 

два равных параллелограмма. 1033. 7 см . 1034. Параллеооrрамм; Р= 2(d1 + d2). 

1035. 3 : 5. 1036. Параллелоrрамм, углы которого равны углам данного nаралле­
лоrрамма. 1037. Указание: nостройте угол а и отложите на его сторонах отрезки 
h1 и h2; nроведите через основания высот перпендикулярные к ним прямые, а через 

вершину угла а- прямые, параллельные nроведённым прямым. 1038. 72 см. 
а • 

1039. 17 см и 19 см. 1040. 72°. 1041. 2. 1042. Указание: если из вершины тупого 

угла ромба провести две высоты, тообразовавшиеся прямоугольныетреугольники 

будут равны по гипотенузе и острому углу. 1043. 30. 1044. Указание: при вычисле-
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нии суммы длин сторон обоих треугольников диагональ учитывают два раза, nоэто­

му её длине.: 15:2 = 7,5 (см). 1045. Указание: сначала постройте nрямоугольный 

треугольник по катету hи гиnотенузе f. 1046. Указание. сначала постройте равно-

бедреi;IНЫЙ треугольник по основанию dи углу nри основании, равном ~ . 1047. 5 см . 
1049. 60", бО". 120", 120". 1053. 1 : 1 : 1,62. 1054. 5. 1056. Да. 1057. Указание: 
сторона квадрата должна быть равна меньшей стороне nрямоугольника. 1058. По­
добных треугольников либо 3, либо 2, либо 1. 1059. Да. 1060. Да, если заданный 
треугольник - равносторонний. Указание. выразите углы построенного треуголь­

ника через углы данного треугольника. 1061. 72 см2 • 1062. Да. 1063. Указание: на 
диагонали BD четырёхугольника ABCD возьмитеточку К так, чтобы LВАС= LKAD, 
и рассмотрите полученные подобные треугольники. 1064. 8 см. 1065. 9,6 см. 

1066. б) СО 2 = о · Ь - АО · 08, где СО- биссектриса 6АВС. 1067, 
12.J2 см. 

2 
1068. Указание: используйте свойство высоты, nроведённой к гипотенузе пря ­

моугольного треугольника. 1069. Указание. постройте вспомогательный тре­

угольник по двум углам а и ~; найдите nериметр nолученного треугольника и 

коэффициент его nодобия с данным треугольником; используйте nолученный 

коэффициент nодобия для nостроения искомого треугольника. 1070. Указание. 

сначала проведите высоту к бОльшей стороне треугольника, затем из nодобия треу­

гольниковвыразитесторону квадрата. 1072. 105", 120", 135", 105", 120", 135". 1073. 

480см2• 1074. 90см2 • 1075. 12см2 • 1076. 3см. 1077. W см. 1078.4 см, 24см. 1079. 

Так . 1081. 0,53; 0,84. 1082. 1) 0,8; 2) ~ - 1083.1)sina = 0,28, соsа=О , 9б, 
11 60 20 21 n• 

2) sina =61 · cosa= 51 ; 3) sina =29 · cos cr.=29- 1084. 0,28. 1085. 2Rsin 2 . 

1086. 1) а ~ В,б4, ь ~ 10,4, L B= 50"; 2) а ~ 0,21, ь ~ О, 13, L A = 58"; 3) ь ~ 20,04, 
с ~ 45,87, L B= 23"; 4) Ь ~ 13,54, с ~ 16,9 5, L A = 37 "; 5) Ь ~ 10,54, L A ~ 58"13', 
L B ~ 31 "47 '; б) а ~ 96, с ~ 120,96, L B = 38"; 7) с ~ 18,46, L A ~ 43"27 ', L B ~ 
46"32'; 8) а ~ 8,94, L A ~ 47"56' , L B= 42"4'. 1087. 85,82см. 1088. 29", 61 ". 1089. 
26,4 см и 33 см. 1090. 73"44'. 
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Припожен не 1 

Таблица сииусов и косинусов 

« sina cosa р 
cos~ sinp 

о· 0,000 1,000 90' 
1' 0,017 1,000 89' 
2' 0,035 0,999 88' 
з· 0,052 0,999 87' 
4' 0,070 0,998 86' 
5' 0,087 0,996 85' 
б' О, 105 0,995 84' 
7' О, 122 0,993 83' 
8' 0,139 0,990 82' 
9' о, 156 0,988 81 ' 
10' 0,174 0,985 80' 
11 ' о , 191 0,982 79' 
12' 0,208 0,978 78 ' 
13' 0,225 0,974 77 ' 
14' 0,242 0,970 76' 
15' 0,259 0,966 75' 
16' 0,276 0,96 1 74' 
17 ' 0,292 0,956 73' 
18' 0,309 0,951 72' 
19' 0,326 0,946 71 ' 
20' 0,342 0,940 70' 
21 ' 0,358 0,934 69' 
22' 0,375 0,927 68' 
23' 0,39 1 0,921 67 ' 
24' 0,407 0,914 66' 
25' 0,423 0,906 65' 
26' 0,438 0,899 64' 
27 ' 0,454 0,891 63' 
28' 0,469 0,883 62' 
29' 0,485 0,875 61 ' 
зо· 0,500 0,866 60' 
31 ' 0,515 0,857 59' 
32' 0,530 0,848 58' 
зз· 0,545 0,839 57 ' 
34' 0,559 0,829 56' 
35' 0,574 0,819 55' 
36' 0,588 0,809 54' 
37 ' 0,602 0,799 53' 
38' 0,616 0,788 52' 
39' 0,629 0,777 51 ' 
40' 0,643 0,766 50' 
41 ' 0,656 0,755 49' 
42' 0,669 0,743 48' 
43' 0,682 0,731 47' 
44' 0,695 0,719 46' 
45' 0,707 0,707 45' 
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Таблица таиrеисов 

а t а а t а а t а а t а а t а 

о о о 000 20 ° о 3б 4 40 ° о 839 б0 ° 1,73 80 ° 5 б7 
10 0,017 21 ° 0,384 41 ° 0,8б9 б1 ° 1,80 81 ° б,3 1 
20 0,035 22 ° о 404 42 ° 0,900 б2 ° 1 88 82 ° 7,12 

о Об2 23 ° 0,424 43 ° 0,933 б3 ° 1,9б 83 ° 8 14 
о 070 24 ° 0,445 44° 0,9бб б4 ° 2,05 84 ° 9,51 

50 о 087 25 ° о 4бб 45 ° 1 000 б5 ° 2 14 85 ° 11 4 
б о 0,105 2б 0 0,488 4б 0 1,04 бб 0 2,25 8б 0 14 3 
70 о 123 27 ° о 510 47 ° 1 07 57" 2 , Зб 87 ° 19 1 
в о 0,141 28 ° 0,532 48 ° 1,11 б8 ° 2 48 88 ° 28 б 
9о о 158 29 ° 0,554 49 ° 115 б9 ° 2 бО 89 0 57,3 

10 ° 0,17б 30 ° 0,577 50 ° 1 19 70° 2 75 
11 ° о 194 31 ° О ,б01 51 ° 1,23 71 ° 2 90 
12° о 213 32 ° о б25 52 ° 1 28 по 3 08 
13° о 231 33 ° о б49 53 ° 1,33 73 ° 3 27 
14° о 249 34 ° о б75 54 ° 1,38 74° 3 49 

15 ° о 2б8 35 ° о 700 55 ° 143 75 ° 3 73 
1б 0 о 287 3б 0 0,727 5б 0 1,48 7б 0 4 01 
н о О ЗОб 37 ° о 754 57 ° 1 54 п о 4 33 
18° о 325 38 ° 0,78 1 58 ° 1 бО 78 ° 4 70 
19° о 344 39 0 о 810 59 ° 1 бб 79° 5,14 

Припожен не 3 

Десяткн 

1 

2 

3 
4 

5 
б 

7 

8 

9 

Таблица квадратов 

натуральных чисел от 1 О до 99 

Еднннцы 

о 1 2 3 4 5 б 7 
100 121 144 1б9 19б 225 25б 289 

400 441 484 529 57 б б25 б7б 729 
900 9б1 1024 1089 115б 1225 129б 1Зб9 

1б00 1б81 17б4 1849 19Зб 2025 211б 2209 

2500 2б01 2704 2809 291б 3025 31Зб 3249 

3б00 3721 3844 39б9 409б 4225 435б 4489 
4900 5041 5184 5329 547б 5б25 577б 5929 

б400 б5б1 б724 б889 705б 7225 739б 75б9 

8100 8281 84б4 8б49 88Зб 9025 921б 9409 

8 9 
324 3б1 

784 841 

1444 1521 
2304 2401 

3Зб4 348 1 
4б24 47б1 

б084 б241 

7744 7921 

9б04 9801 



ПР МЕТНЬIЙ УКАЗАТЕЛЬ 

Высота траnеции 52 

Дельто1о1д 40 

Диагональ многоугольника 127 
- четырёхугольннка 8 

Дуга окружности б 1 

Квадрат 38 

Косинус острого угла 

прямоугольного треугольника 17 4 

Метод подобия 114 

Многоугольник 126 
-,вnисанный в окружность 127 
-выnуклый 126 
- невыnуклый 126 
-,оnисанный около 

окружности 127 
-nлоский 132 

Многоугольника вершины 126 
- диагонали 127 
- nериметр 126 
- стороны 126 
-углы 126 

Наклонная 165 

Наклонной сенованне 165 
- проекция 165 

л-угольник 126 

Отрезок четвёртый 

nроnорциональный 90 

Параплелограмм 15 

Параплелограмма высота 15 

Площадь 132, 133 

Подобия коэффиц~оо~ент 81 

Признак вnисанного 

четырёхугольника 70 

-описанного четырёхугольника 70 
- nараплелограмма 22, 23 
- nодобия треугольников 

по двум углам 96 
-----сторонам и углу 

между ними 103 
- - -- трём сторонам 104 
- прямоугольника 31 
-ромба 38 

Проекции катетов на 

гипотенузу 111, 1 12 

Прямоугольник 30 

Решить nрямоугольный 

треугольник 193 

Ромб 37 

Свойства диагоналей 

nрямоугольника 30 

- наклонных 165 
--ромба 37 
-средней линии траnеции 53 
- - -треугольника 46 

Свойство биссектрисы 

треугольника 1 12 
- диагоналей nараплелограмма 16 
- равнобедренной трапеции 54 
- сторон описанного 

четырёхугольника 70 

- углов вnисанного 

четырёхугольника 69 

Синус острого угла nрямоугольного 

треугольника 17 4 

Соотношения между сторонами и 

углами nрямоугольного 

треугольника 180 



Среднее nроnорциональное между 

двумя отрезками 111 

Средняя линия траnеции 53 
-- треугольника 46 

Сторон отношение 80 

Стороны nроnорциональные 80 

Тангенс острого угла 

nрямоугольного треугольника 174 

Теорема Пифагора 164 
- о вnисанном угле 62 
-- средних nроnорциональных 

в nрямоугольном треугольнике 111 
- - nлощади nараплелограмма 141 
- - - nрямоугольника 134 
-- -ромба no его диагоналям 142 
-- -траnеции 155 
- - - треугольника 148 
-- nроnорциональных 

отрезках 88 
-- сумме углов п-угольника 127 
- - -- четырёхугольника 9 

- Фалеса 45 
-- обобщённая 88 

Траnеции боковые стороны 52 

Траnеция 52 

- nрямоугольная 53 
- равнобокая 53 

Треугольники nодобные 80 

Угол внешний многоугольника 127 
- вnисанный 62 
- , оnирающийся на дугу 
окружности 62 
- центральный б 1 
-- четырёхугольника 10 

Условие достаточное 24 
- необходимое 24 

Фигура nростая 128 
-,не являющаяся nростой 128 

Фигуры равновеликие 143 
- равносоставленные 143 

Формула nлощади 

квадрата 133, 142 
- - nараплелограмма 141 
- - nрямоугольника 134 
-- траnеции 155 
- -треугольника 148 

Четырёхугольник 8 
-,вnисанный в окружность 69 
- выnуклый 

- невыnуклый 9 
-,оnисанный около окружности 69 

Четырёхугольника вершины 

- - nротивоnоложные 8 
- -соседние 8 
-стороны 8 
- -смежные 8 
-- соседние 8 
-- nротивоnоложные 

- nериметр 9 
- углы 8 
-- внешние 10 
- - nротивоnоложные 

- - соседние 8 
- элементы 8 
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