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ПРЕДИСЛОВИЕ ДЛЯ УЧАЩИХСЯ

Вы начинаете изучать новый предмет «Алгебра и начала анализа», 
который объединяет материал нескольких отраслей математической 
науки. Как и в курсе алгебры, значительное внимание будет уделено 
преобразованию выражений, решению уравнений, неравенств и их си-
стем и изучению свойств функций. Наряду с решением знакомых задач, 
связанных с многочленами, рациональными дробями, степенями и кор-
нями, в 10 классе будут рассмотрены новые виды функций: степенные 
и тригонометрические и соответствующие уравнения и неравенства.

Принципиально новая часть курса — начала анализа — будет рас-
сматриваться в 11 классе. Математический анализ (или просто ана-
лиз) — отрасль математики, которая сформировалась в XVIII в. и  
сыграла значительную роль в развитии природоведения: появился мощ-
ный, достаточно универсальный метод исследования функций, исполь-
зуемых при решении разнообразных прикладных задач.

Несколько замечаний о том, как пользоваться учебником.
Система учебного материала учебника по каждой теме представлена 

на двух уровнях. Основной материал приведен в параграфах, номера 
которых обозначены синим цветом. Дополнительный материал (но-
мера параграфов обозначены серым цветом) предназначен для овладе-
ния темой на более глубоком уровне (например, для выполнения более 
сложных задач по алгебре и началам анализа внешнего независимого 
оценивания по математике). Учащиеся могут осваивать его как само-
стоятельно, так и под руководством учителя.

В начале многих параграфов приведены справочные таблицы, со-
держащие основные определения, свойства и ориентиры по поиску 
плана решения задач по теме. Для ознакомления с основными идеями 
решения задач приводятся примеры, в которых кроме самого решения 
содержится также комментарий, который поможет составить план ре-
шения аналогичного задания.

С целью закрепления, контроля и самоконтроля усвоения учебно-
го материала после каждого параграфа предлагается система вопросов 
и упражнений. Ответы на эти вопросы и примеры решения аналогич-
ных упражнений можно найти в тексте параграфа. Система упражнений 
к основному материалу дана на трех уровнях. Задачи среднего уровня 
обозначены символом «°», более сложные задачи достаточного уровня 
даны без обозначений, а задачи высокого уровня сложности обозначе-
ны символом «*». В учебнике и для многих задач углубленного уровня 
предлагаются специальные ориентиры, позволяющие освоить методы их 
решения. Ответы и указания для большинства упражнений приведе-
ны в соответствующем разделе. О происхождении понятий, терминов  
и символов вы узнаете, прочитав «Сведения из истории». В конце учеб-
ника приведен справочный материал.



ПРЕДИСЛОВИЕ ДЛЯ УЧИТЕЛЯ

Предлагаемый учебник направлен на реализацию основных поло-
жений концепции профильного обучения в старшей школе, на орга-
низацию личностно-ориентированного обучения математике. Учебник 
подготовлен в соответствии с действующей программой по алгебре и на-
чалам анализа академического уровня с учетом программы профильного 
уровня и программы и содержания внешнего независимого оценивания 
по математике.

Отметим основные отличия предложенного учебника от других учеб-
ников по алгебре и началам анализа. Это двухуровневый учебник, в каж-
дом разделе которого наряду с параграфами, предназначенными для 
получения учениками математического образования на академическом 
уровне, есть систематический материал для организации индивидуаль-
ной работы с учениками, которые интересуются математикой.

Основной материал, который должны усвоить ученики, структури-
рован в форме справочных таблиц в начале параграфа, содержащих си-
стематизацию теоретического материала и способы деятельности с этим 
материалом в форме специальных ориентиров по решению задач. В пер-
вую очередь ученики должны усвоить материал, который содержится 
в таблицах. Поэтому при объяснении нового материала целесообразно 
работать с учебником, используя соответствующие таблицы и рисунки. 
Все необходимые пояснения и обоснования тоже приведены в учебнике, 
но каждый ученик может выбирать собственный уровень ознакомления 
с этими обоснованиями. 

Подчеркнем, что любой учебник по алгебре и началам анализа дол-
жен обеспечивать не только ознакомление учеников с основными алге-
браическими понятиями и их свойствами (то есть дать возможность 
формировать у учеников знания по алгебре и началам анализа), но и фор-
мирование способов деятельности с этими понятиями (то есть дать воз-
можность формировать у учеников умения по алгебре и началам анализа). 
Систему условий, на которую реально опирается ученик при выполнении 
действия, психологи называют ориентировочной основой действия. Если 
ученикам предлагают достаточно общие ориентировочные основы для ре-
шения соответствующих задач в виде специальных правил и алгоритмов, 
то говорят, что им предлагают ориентировочные основы второго и тре-
тьего типов. Как правило, в учебниках по алгебре и началам анализа для  
10 классов ученикам предлагаются только образцы решений задач. Уче-
ники самостоятельно решают эти задачи, ориентируясь на образцы (то 
есть ученикам предлагаются ориентировочные основы первого типа).  
Такое обучение предусматривает, что ученик самостоятельно система-
тизирует и обобщит способы действий, ориентируясь на предложенные  
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образцы, и выделит для себя ориентировочную основу решения рассмо-
тренных задач. Как правило, в этом случае ориентировочная основа, соз-
даваемая у ученика, является неполной. Кроме того, она часто не осознана 
им, потому что ученик не может объяснить, почему он выполнял именно 
такие преобразования при решении задач, а не другие.

По этой причине одним из принципов построения предлагаемого 
учебника было выделение для учеников ориентировочных основ соот-
ветствующей деятельности по решению алгебраических задач непосред-
ственно в учебнике.

В каждом разделе решению упражнений предшествует выделение 
общих ориентиров по решению таких задач. Поэтому важной составляю-
щей работы с предлагаемым учебником является обсуждение выбора со-
ответствующих ориентиров и планов решения задач. Пояснение методов 
решения ведется по схеме:

Решение Комментарий

При такой подаче учебного материала комментарий, в котором по-
ясняется решение, не мешает восприятию основной идеи и плана ре-
шения задач определенного типа. Это позволяет ученику, который уже 
усвоил способ решения, с помощью приведенного примера вспомнить, 
как решать задачу, а ученику, которому необходима консультация по 
решению, — получить детальную консультацию, содержащуюся в ком-
ментарии.

За счет четкого выделения общих ориентиров работы с практиче-
скими заданиями курса удается часть «нестандартных» (с точки зре-
ния традиционных учебников) задач перевести в разряд «стандартных» 
(например, уравнения, для решения которых приходится применять 
свойства функций). Это позволяет, в частности, ознакомить учеников 
с методами решения даже сложных задач по алгебре и началам анализа, 
которые предлагаются на внешнем независимом оценивании по матема-
тике, и с оформлением их решения.

Условные обозначения

главное в учебном материале

 начало решения задачи

 окончание решения задачи

 начало обоснования утверждения

 окончание обоснования утверждения
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Обозначения, встречающиеся в учебнике
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N — множество всех  
натуральных чисел 

Z — множество всех  
целых чисел

Z
0

— множество всех 
неотри цательных це-
лых чисел

Q — множество всех  
рациональных чисел

R — множество всех  
действительных чи-
сел, числовая прямая

R
+

— множество всех  
положительных  
действительных чисел

[a; b] — отрезок (замкнутый 
промежуток)  
с концами a и b, a < b

(a; b) — интервал (открытый 
промежуток)  
с концами a и b, a < b

(a; b], 
[a; b)

— полуоткрытые  
промежутки  
с концами a и b, a < b

(a; +∞),
[a; +∞), 
(–∞; b], 
(–∞; b)

— бесконечные  
промежутки

(–∞; +∞) — бесконечный промежу-
ток, числовая прямая

| x | — модуль (абсолютная 
величина) числа x

[x] — целая часть числа x

{x} — дробная часть числа x

f (x) — значение функции f 
в точке x

D (f) — область определения 
функции f

E (f) — область значений 
функции f

sin — функция синус

cos — функция косинус

tg — функция тангенс

ctg — функция котангенс

arcsin — функция арксинус

arccos — функция арккосинус

arctg — функция арктангенс

arcctg — функция арккотангенс

a — арифметический ко-
рень из числа a

ak2 — арифметический ко-
рень 2k-й степени из 
числа a (k ∈ N)

a
k2 1+ — корень (2k+1)-й степе-

ни из числа a 
(k ∈ N)

В основной части этого раздела вы систематизируете и обоб-
щите свои знания и умения, связанные с множествами, 
функциями, уравнениями и неравенствами, уточните, как 
исследуют и обосновывают основные характеристики функ-
ций. Также вы получите рекомендации относительно реше-
ния уравнений и неравенств разными методами.

В дополнительной части раздела вы сможете ознакомиться с 
важным методом доказательства математических утвержде-
ний (методом математической индукции) и с методами реше-
ния некоторых сложных задач, которые предлагаются, на-
пример, в заданиях внешнего независимого оценивания или 
государственной итоговой аттестации по математике. 

Раздел 1
ФУНКЦИИ, 
УРАВНЕНИЯ  
И НЕРАВЕНСТВА

ОСНОВНОЙ МАТЕРИАЛ
	 § 1.	 Множества	
	 § 2.	 Функции
	 § 3.	 Уравнения
	 § 4.	 Неравенства:	равносильные	

преобразования	и	общий	метод	интервалов

ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЙ МАТЕРИАЛ
	 § 5.	 Графики	уравнений	и	неравенств	

с	двумя	переменными	
	 § 6.	 Метод	математической	индукции	
	 § 7.	 Многочлены	от	одной	переменной	

и	действия	над	ними	
	 § 8.	 Уравнения	и	неравенства,	

содержащие	знак	модуля	
	 § 9.	 Уравнения	и	неравенства	с	параметрами	
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§ 1 МНОЖЕСТВА

1.1. Множества и операции над ними
Таблица 1

Понятие множества и его элементов
Множество можно представить как со-
вокупность некоторых объектов, объ-
единенных по определенному призна-
ку. В математике множество — одно 
из основных неопределяемых поня-
тий.

Каждый объект, принадлежащий 
множеству А, называется элементом 
этого множества.

Множество, не содержащее ни од ного 
элемента, называется пустым множе-
ством и обозначается ∅

Подмножество (⊂)

Если каждый элемент множества A 
является элементом множества B, то 
говорят, что множество A является 
подмножеством множества B,

и записывают так: A ⊂ B.
Используется также запись A ⊆ B, 
если множество A или является под-
множеством множества B, или равно 
множеству B

Равенство множеств

 

A B
x A x B

x B x A
= ⇔

∈ ⇒ ∈
∈ ⇒ ∈





Два множества называются равными, 
если каждый элемент первого множе-
ства является элементом второго мно-
жества и, наоборот, каждый элемент 
второго множества является элемен-
том первого множества
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Продолжение табл. 1

Пересечение множеств(Ç)

Пересечением множеств А и В на-
зывают их общую часть, то есть мно-
жество С всех элементов, принадле-
жащих как множеству А, так и мно-
жеству В

Объединение множеств (È)

Объединением множеств А и В назы-
вают множество С, состоящее из всех 
элементов, принадлежащих хотя бы 
одному из этих множеств (А или В)

Разность множеств (\)

Разностью множеств А и В называ-
ется множество С, которое состоит из 
всех элементов, принадлежащих мно-
жеству А и не принадлежащих мно-
жеству В

Дополнение множеств
Если все рассматриваемые множества 
являются подмножествами некото-
рого универсального множества U, то 
разность U \ A называется дополне-
нием множества A. Другими словами, 
дополнением множества A называ-
ется множество, состоящее из всех 
элементов, не принадлежащих мно-
жеству А (но принадлежащих универ-
сальному множеству U)
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Объяснение и обоснование
1. Понятие множества. Одним из основных понятий, которые исполь-
зуются в математике, является понятие множества. Для него не дается 
определения. Можно пояснить, что множеством называют произволь-
ную совокупность объектов, а сами объекты — элементами данного 
множества. Так, можно говорить о множестве учеников в классе (эле-
менты — ученики), множестве дней недели (элементы — дни недели), 
множестве натуральных делителей числа 6 (элементы — числа 1, 2, 3, 6) 
и т. д. В курсах алгебры и алгебры и начал анализа чаще всего рассма-
тривают множества, элементами которых являются числа, и поэтому их 
называют числовыми множествами. 

Как правило, множества обозначают прописными буквами латин-
ского алфавита. Например, если множество М состоит из чисел 1; 2; 3, 
то его обозначают так: М = {1; 2; 3}. Тот факт, что число 2 входит в это 
множество (является элементом данного множества М), записывается 
с помощью специального значка ∈ следующим образом: 2 ∈ М; а то, что 
число 5 не входит в это множество (не является элементом данного мно-
жества), записывается так: 5 ∉ М.

Можно рассматривать также множество, не содержащее ни одного 
элемента, — пустое множество.

Например, множество простых делителей числа 1 — пустое множество.
Для некоторых множеств существуют специальные обозначения. 

Так, пустое множество обозначается символом ∅, множество всех на-
туральных чисел — буквой N, множество всех целых чисел — буквой Z,
множество всех рациональных чисел — буквой Q, а множество всех дей-
ствительных чисел — буквой R. Множества бывают конечными и беско-
нечными в зависимости от того, какое количество элементов они содержат. 
Так, множества А = {7} и M = {1; 2; 3} — конечные, потому что содержат 
конечное число элементов, а множества N, Z, Q, R — бесконечные.

Множества задают или с помощью перечисления их элементов (это 
можно сделать только для конечных множеств), или с помощью описания, 
когда задается правило — характеристическое свойство, которое позво-
ляет определить, принадлежит или нет данный объект рассматриваемому 
множеству. Например, множество А = {–1; 0; 1} задано перечислением эле-
ментов, а множество B четных целых чисел — характеристическим свой-
ством элементов множества. Последнее множество иногда записывают так: 
B = {bb — четное целое число} или так: B = {bb = 2m, где m ∈ Z} — здесь 
после вертикальной черточки записано характеристическое свойство1.

В общем виде запись множества с помощью характеристического свой-
ства можно обозначить так: A = {xP (x)}, где P (x) — характеристическое 
свойство. Например, {xx2 – 1 = 0} = {–1, 1}, {xx ∈ R и x2 + 1 = 0} = ∅.

1 В этом случае и в записи решений тригонометрических уравнений и не-
равенств в разделе 3 запись m ∈ Z означает, что m принимает любое целое зна-
чение, что также можно записать как m = 0; ±1; ±2; ... .
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2. Равенство множеств. Пусть А — множество цифр трехзначного чис-
ла 312, то есть A = {3; 1; 2}, а B — множество натуральных чисел, мень-
ших чем 4, то есть B = {1; 2; 3}. Поскольку эти множества состоят из 
одних и тех же элементов, то они считаются равными. Это записывают 
так: A = B. Для бесконечных множеств таким способом (сравнивая все 
элементы) установить их равенство невозможно. Поэтому в общем слу-
чае равенство множеств определяется следующим образом.

Два множества называются равными, если каждый элемент первого 
множества является элементом второго множества и, наоборот, каждый 
элемент второго множества является элементом первого множества.
Из приведенного определения равенства множеств следует, что 

в множестве одинаковые элементы не различаются. Действительно, на-
пример, {1; 2; 2} = {1; 2}, поскольку каждый элемент первого множества 
(1 или 2) является элементом второго множества и, наоборот, каждый 
элемент второго множества (1 или 2) является элементом первого. Поэто-
му, записывая множество, чаще всего каждый его элемент записывают 
только один раз.

3. Подмножество
Если каждый элемент множества A является элементом множества B, 
то говорят, что множество A является подмножеством множества B. 
Это записывают следующим образом: A ⊂ B.
Например, {1; 2} ⊂ {0; 1; 2; 3}, N ⊂ Z (поскольку любое натуральное 

число — целое), Z ⊂ Q (поскольку любое целое число — рациональное), 
Q ⊂ R (поскольку любое рациональное число — действительное).

Полагают, что всегда ∅ ⊆ A, то есть пустое множество является 
подмножеством любого непустого множества.

Иногда вместо записи A ⊂ B используется также запись A ⊆ B, если 
множество A является подмножеством множества B, или равно множе-
ству B. Например, A ⊆ A. 

Сопоставим определение равенства множеств с определением подмно-
жества. Если множества А и В равны, то: 1) каждый элемент множества А 
является элементом множества В, следовательно, А — подмножество В 
(A ⊆ B); 2) каждый элемент множества В является элементом множества А, 
следовательно, В — подмножество А (B ⊆ A). Таким образом, 

два множества равны, если каждое из них является 
подмножеством другого.
Иногда соотношения между множе-

ствами удобно иллюстрировать с помо-
щью кругов (которые часто называют 
кругами Эйлера—Венна). Например, 
рисунок 1 иллюстрирует определение 
подмножества, а рисунок 2 — отноше-
ния между множествами N, Z, Q, R. Рис. 1
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4. Операции над множествами. Над множе-
ствами можно выполнять определенные дей-
ствия: пересечение, объединение, находить 
разность. Дадим определение этих операций 
и проиллюстрируем их с помощью кругов 
Эйлера—Венна.
Пересечением множеств А и В называют 
их общую часть, то есть множество С всех 
элементов, принадлежащих как множеству 
А, так и множеству В.

Пересечение множеств обозначают знаком o (на рисунке 3 приведе-
на иллюстрация определения пересечения множеств).

 Например, если A = {2; 3; 4}, B = {0; 2; 4; 6}, то A o B = {2; 4}.
Объединением множеств А и В называют множество С, состоящее 
из всех элементов, принадлежащих хотя бы одному из этих множеств 
(А или В).
Объединение множеств обозначают знаком Ÿ (на рисунке 4 приведе-

на иллюстрация определения объединения множеств).
Например, для множеств A и B из предыдущего примера

A Ÿ B = {0; 2; 3; 4; 6}.
Если обозначить множество иррациональных чисел через M, то 

M Ÿ Q = R.
Разностью множеств А и В называется множество С, состоящее 
из всех элементов, которые принадлежат множеству А и не 
принадлежат множеству В. 
Разность множеств обозначают знаком \. На рисунке 5 приведена 

иллюстрация определения разности множеств.
Например, если A = {1; 2; 3}, B = {2; 3; 4; 5}, то A \ B = {1}, а B \ A = {4; 5}.
Если B — подмножество A, то разность A \ B называют дополнением 

множества B до множества A (рис. 6).

Рис. 3 Рис. 4 Рис. 5

RQZN

Рис. 2



§ 1. Множества   13

Например, если обозначить множество всех иррациональных чисел 
через M, то R \ Q = M: множество M всех иррациональных чисел до-
полняет множество Q всех рациональных чисел до множества R всех 
действительных чисел.

Если все множества, которые мы рассматриваем, являются подмно-
жествами некоторого так называемого универсального множества U (на 
рисунке его обычно изображают в виде прямоугольника, а все остальные 
множества — в виде кругов внутри этого прямоугольника, то разность 
U \ A называют дополнением множества A (рис. 7). То есть

дополнением множества A называется множество, состоящее из 
всех элементов, не принадлежащих множеству А,

но принадлежащих универсальному множеству U.

Дополнение множества А обозначается A  (можно читать: «А с чер-
той» или «дополнение А»).

Например, если U = R и A = [0; 1], то A = −∞ +∞( ; ) ( ; ).0 1Ÿ  Для этого 

примера удобно использовать традиционную иллюстрацию множества 
действительных чисел на числовой прямой (рис. 8).

Рис. 6 Рис. 7 Рис. 8

Вопросы для контроля
1. Приведите примеры множеств, укажите несколько элементов каж-

дого множества.
2. Как обозначаются пустое множество, множества натуральных, це-

лых, рациональных, действительных чисел?
3. Дайте определение равенства множеств. Приведите примеры двух 

равных множеств.
4. Дайте определение подмножества. Приведите примеры. Проиллю-

стрируйте это понятие с помощью кругов Эйлера—Венна. 
5. Дайте определение пересечения, объединения, разности двух мно-

жеств. Приведите примеры. Проиллюстрируйте с помощью кругов 
Эйлера—Венна.

6. Объясните, что называется дополнением одного множества до другого; 
дополнением множества. Приведите примеры. Проиллюстрируйте 
эти понятия с помощью соответствующих рисунков.
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Упражнения

1°. Запишите с помощью фигурных скобок множество:
 1) букв в слове «алгебра»; 2) четных однозначных натуральных чисел; 

3) нечетных однозначных натуральных чисел; 4) однозначных про-
стых чисел.

2°. По какому характеристическому свойству записаны такие множе-
ства:

 1) {понедельник, вторник, среда, четверг, пятница, суббота, воскре-
сенье};

 2) {январь, февраль, март, апрель, май, июнь, июль, август, сен-
тябрь, октябрь, ноябрь, декабрь};

 3) {Австралия, Азия, Америка, Антарктида, Африка, Европа};
 4) {до, ре, ми, фа, соль, ля, си};
 5) {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}?
3°. Приведите примеры пустых множеств.
4°. А — множество натуральных чисел, расположенных между числа-

ми 15 и 35. Запишите множество А с помощью фигурных скобок. 
Какие из чисел 18, 28, 36, 40 принадлежат множеству А? Ответ за-
пишите с помощью знаков ∈ и ∉.

5°. Запишите с помощью фигурных скобок и обозначьте множество:
 1) натуральных делителей числа 12;
 2) натуральных делителей числа 30;
 3) целых делителей числа 6;
 4) простых делителей числа 12.
6°. Известно, что M = {1; 2; 5}, N = {1; 4; 5; 7; 9}, K = {4; 7; 9}. Запишите 

с помощью фигурных скобок или знака ∅:
 1) пересечение M и N; 2) пересечение M и K; 3) пересечение N и K; 

4) объединение M и N; 5) объединение M и K; 6) объединение N и K; 
7) разность M и N; 8) разность M и K; 9) разность N и K; 10) допол-
нение K до N.

7°. Объясните, почему выполняется равенство:
1) А Ÿ ∅ = А;  2) A Ÿ А = A;  3) А o ∅ = ∅;  4) A o А = A.

  8°. Запишите множество всех двузначных чисел, которые можно запи-
сать с помощью цифр 0, 1, 3.

  9°. Известно, что А — множество всех натуральных делителей числа 
12, а В — множество всех целых делителей числа 6. Запишите 
множество:
1) А Ÿ В;  2) А o В;  3) А \ В;  4) В \ А.

10*. Пусть А и В — некоторые множества. Докажите указанные равен-
ства и проиллюстрируйте их с помощью кругов Эйлера—Венна:

 1) А Ÿ В = В Ÿ А — переместительный закон для объединения;
 2) А o В = В o А — переместительный закон для пересечения.
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11. В одном множестве 40 разных элементов, а во втором — 30. Сколько 
элементов может быть у их: 1) пересечения; 2) объединения?

12*. Пусть А, В, С — некоторые множества. Докажите равенство мно-
жеств и проиллюстрируйте его с помощью кругов Эйлера—Венна:

 1)  (А Ÿ В) Ÿ С = А Ÿ (В Ÿ С) — сочетательный закон для объединения;
 2)  (А o В) o С = А o (В o С) — сочетательный закон для пересечения;
 3)  А o (В Ÿ С) = (А o В) Ÿ (А o С);
 4)  А Ÿ (В o С) = (А Ÿ В) o (А Ÿ С);

 
5

6

)

)

A B A B

A B A B

Ÿ �

� Ÿ

=

=
— законы де Моргана. 

13. Каждый учащийся в классе изучает английский или французский 
язык. Английский язык изучают 25 учащихся, французский — 27 уча-
щихся, а два языка — 18 учащихся. Сколько учащихся в классе?

14*. Часть жителей города в Украине говорит только по-украински, 
часть — только по-русски, а часть — на двух языках. По-украински 
говорит 95 % жителей, а по-русски — 85 %. Сколько процентов жи-
телей города говорит на двух языках?

15*. Докажите равенства и проиллюстрируйте их с помощью кругов 
Эйлера—Венна:

 1) А \ В = А \ (А o В);  2) A o (В \ С) = (А o В) \ (А o С).

16*. Запишите множество всех правильных дробей a

b
,  где a ∈ A, b ∈ B 

и A = {2; 3; 4; 6}, B = {1; 3; 4; 5; 6}.
17*. Какие трехзначные числа можно записать, если:
 А = {3; 1; 2} — множество цифр для обозначения сотен;
 В = {2; 8} — множество цифр для обозначения десятков;
 С = {5; 7} — множество цифр для обозначения единиц?
 Сколько таких чисел получим? Попытайтесь сформулировать общее 

правило подсчета количества всех таких чисел, если множество А
содержит т элементов (0 ∉ А), множество В — п элементов, множе-
ство С — k элементов.
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1.2. Числовые множества. Множество действительных чисел

Таблица 2

1. Числовые множества

Действительные числа R

Числа, которые можно представить в виде бесконечной десятичной дроби

Рациональные числа Q Иррациональные числа

Можно представить в виде несо-

кратимой дроби 
m

n
,  где m — це-

лое, n — натуральное число.
Записываются в виде бесконечной 
периодической десятичной дроби

1

3
0 333 0 3= =( ), ... ,( )

Нельзя представить в  виде несо-

кратимой дроби 
m

n
,  где m — це-

лое, n — натуральное число.
Записываются в виде бесконечной 
непериодической десятичной дроби

2 1 4142135=( ), ...

Целые числа Z Дробные числа

Включают натуральные числа,  
числа, противоположные им,  

и число нуль

Числа, состоящие из целого числа 
частей единицы 

 
2

5(  — обыкновенная дробь, 

1,23 — десятичная дробь: 

1 23 123

100
, = )

Натуральные числа N 
(целые 

положительные)

Число 0 Целые 
отрицательные 

числа

Для школьного курса 
математики натуральное 
число — основное нео-
пределяемое понятие 

Такое число, при сло-
жении с которым любое 

число  
не изменяется

(a + 0 = 0 + a = a)

Числа, противопо-
ложные натураль-

ным
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Продолжение табл. 2

2. Модуль действительного числа и его свойства
Определение Геометрический смысл модуля

Модулем положительного числа 
называется само это число, модулем 
отрицательного числа называется 
число, противоположное ему, 
модуль нуля равен нулю

a

a a

a

a a

=
>
=

− <







   

   

  

ïðè

ïðè

ïðè

0

0 0

0

,

,

a OA= , b OB=
| a – b | = AB 

На координатной прямой модуль — 
это расстояние от начала коорди-
нат до точки, изображающей это 
число.

Модуль разности двух чисел  
a и b — это расстояние между 
точками a и b на координатной 
прямой

Свойства

1. | a | l 0 Модуль любого числа — неотрицательное число

2. | –a | = | a | Модули противоположных чисел равны

3. a m | a | ,  то есть –| a | m a m | a | Каждое число не больше своего модуля

4. При b > 0 | a | m b ⇔ –b m a m b 

5. При b > 0 | a | l b ⇔ a m –b или a l b

6. | aæb | = | a |æ| b | Модуль произведения равен произведению 
модулей множителей

7.
a

b

a

b
b= ≠( )0

Модуль дроби равен модулю числителя, 
деленному на модуль знаменателя (если 
знаменатель не равен нулю)

8. | an | = | a | n    | a | 2 = a2  | a |2k = a2k

9.
| a + b | m | a | + | b | 

| a
1
 + a

2
 + ... + a

n
 | m | a

1
 | + | a

2
 | + ... + | a

n
 | 

Модуль суммы не пре-
вышает суммы моду-
лей слагаемых

10. || a | – | b || m | a ä b | m | a | + | b | 
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Объяснение и обоснование

1. Числовые множества. В курсе математики вы встречались с разными 
числами: натуральными, целыми, рациональными, иррациональными, 
действительными. Представление о числах у человечества складывалось 
постепенно, под воздействием требований практики. Например, нату-
ральные числа появились в связи с необходимостью подсчета предметов. 
Но для того чтобы дать ответ на вопрос «Сколько спичек в пустой короб-
ке из-под спичек?», множества натуральных чисел N = {1; 2; 3; ...} недо-
статочно — для этого необходимо иметь еще и число нуль. Присоединяя 
к множеству N натуральных чисел число 0, получаем множество неот-
рицательных целых чисел. Его часто обозначают Z

0
 = {0; 1; 2; 3; ...}. 

Одних только неотрицательных целых чисел оказалось недостаточно для 
решения задач практики (а следовательно, и математических задач, ото-
бражающих заданную реальную ситуацию). Так, для того чтобы охарак-
теризовать температуру воздуха выше и ниже нуля или движение тела 
в противоположных направлениях, необходимы противоположные нату-
ральным числа, то есть отрицательные числа. Для натурального числа n 
противоположным считается число –n, а для числа –n противоположным 
считается число n. Нуль считают противоположным самому себе.

Натуральные числа, числа, противоположные натуральным, и число 
нуль составляют множество Z целых чисел.

Измерение величин привело к необходимости расширения множества 
целых чисел и введения рациональных чисел. Например, средняя много-
летняя температура воздуха в январе в г. Харькове — –7,3 °С, длитель-

ность урока — 45 минут, или 3
4

 часа.

Таким образом, выбирая какую-либо единицу измерения, мы получаем 
числовое значение величин, которое может выражаться с помощью разных 
рациональных чисел — целых и дробных, положительных и отрицательных.

Целые и дробные числа составляют множество Q рациональных чисел. 

Любое рациональное число можно записать в виде дроби m
n

,  где 

m ∈ Z, n ∈ N  (то есть числитель m является целым числом, а знамена-
тель n — натуральным).

Рациональное число может быть записано разными дробями. Например,
1

2

2

4

3

6

10

20
= = = ,  − = = =− − −2

7

2

7

8

28

10

35
,  1 2 12

10

6

5

120

100
, ,= = =  5 5

1

10

2

50

10
= = = .

Как видно из приведенных примеров, среди дробей, которые изобра-
жают данное рациональное число, всегда есть единственная несократи-
мая дробь (для целых чисел — это дробь, знаменатель которой равен 1).

Обратим внимание, что рациональное число, записанное в виде дро-

би  m
n

,  где m ∈ Z, n ∈ N, можно также записать в виде конечной или 
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бесконечной периодической десятичной дроби, разделив числитель на 

знаменатель. Например, 3

4
0 75= , ,  1

3
0 3333= , ... .

Договоримся, что конечную десятичную дробь можно изображать 
в виде бесконечной, у которой после последнего десятичного знака, от-
личного от нуля, на месте следующих десятичных знаков записываются 

нули, например, 3

4
0 75 0 75000= =, , ... .

Целые числа также договоримся записывать в виде бесконечной деся-
тичной дроби, у которой справа от запятой на месте десятичных знаков 
стоят нули, например 13 = 13,000... . Таким образом, любое рациональное 
число может быть записано как бесконечная периодическая дробь. На-
помним, что у бесконечной периодической дроби, начиная с некоторого 
разряда, все десятичные знаки повторяются. Группу цифр, которая по-
вторяется, называют периодом дроби; при записи дроби период записыва-

ют в скобках. Например, 1

3
0 3333 0 3= =, ... ,( ),  3

22
0 136363636 0 1 36= =, ... , ( ).

Таким образом, каждое рациональное число может быть записано 
в виде бесконечной периодической десятичной дроби и наоборот, каждая 
бесконечная периодическая дробь задает рациональное число.

Обратим внимание, что любая периодическая десятичная дробь с пе-
риодом девять равна бесконечной десятичной дроби с периодом нуль, 
у которой десятичный разряд, предшествующий периоду, увеличен на 
единицу по сравнению с разрядом первой дроби. Например, бесконечные 
периодические дроби 0,2(9) и 0,3(0) являются записью одного и того же 

рационального числа 3

10
.  Действительно, учитывая, что сумма бесконеч-

ной убывающей геометрической прогрессии с первым членом a
1
 и знаме-

нателем q вычисляется по формуле S
a

q
=

−
1

1
,  имеем:

0 2 9 0 2999 0 2 0 2 09

100

9

1000

9

10 000

9

100

1
1

10

, ( ) , ... , ... ,= = + + + + = + =
−

,, , , ( ).2 0 3 0 3 01

10
+ = =

В дальнейшем, записывая рациональные числа с помощью бесконеч-
ных периодических десятичных дробей, договоримся исключить из рассмо-
трения бесконечные периодические дроби, период которых равен девяти.

Каждое рациональное число можно изобразить точкой на координат-
ной прямой (то есть прямой, на которой выбраны начало отсчета, поло-
жительное направление и единица 
измерения). Например, на рисунке 9 
изображены несколько рациональных 

чисел 0 1 2 51

2
; ; ; , .−( ) Рис. 9
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Однако на координатной прямой есть 
точки, изображающие числа, которые не 
являются рациональными. Например, из 

курса алгебры известно, что число 2  не 
является рациональным. Это так называе-
мое иррациональное число. Если построить 
квадрат со стороной, равной 1, на коорди-
натной прямой х (рис. 10), то его диагональ 

будет равна 2.  Тогда, проведя дугу окруж-

ности радиуса OM = 2  с центром в точ-

ке O, получим точку M, координата которой равна 2.  Кроме числа 2,  

вы также встречались с иррациональными числами  3,  10  и т. д.

Рациональные и иррациональные числа составляют множество дей-
ствительных чисел R. На координатной прямой каждому действитель-
ному числу соответствует единственная точка и, наоборот, каждой точке 
координатной прямой соответствует единственное действительное число 
(в этом случае говорят, что между множеством действительных чисел 
и множеством точек координатной прямой устанавливается взаимно од-
нозначное соответствие).

Каждое действительное число может быть записано в виде бес-
конечной десятичной дроби: рациональные числа — в виде бесконечной 
периодической десятичной дроби, а иррациональные — в виде бесконеч-
ной непериодической десятичной дроби.

Напомним, что для сравнения действительных чисел и выполнения 
действий над ними (в случае, когда хотя бы одно из них не является 
рациональным) используются приближенные значения этих чисел. 
В частности, для сравнения двух действительных чисел последователь-
но рассматриваем их приближенные значения с недостатком с точно-
стью до целых, десятых, сотых и т. д. до тех пор, пока не получим, что 
какое-то приближенное значение одного числа больше соответствую-
щего приближенного значения второго. Тогда то число, у которого при-
ближенное значение больше, и считается бόльшим. Например, если

α = 3 1 7320508= , ...,  β = =1 1 75000003

4
, ...,  то a < b (поскольку 1,73 < 1,75).

Для выполнения сложения или умножения рассмотренных чисел 
a и b последовательно записывают их приближенные значения с недо-
статком и с избытком (с точностью до целых, десятых, сотых и т. д.) 
и выполняют действия над полученными рациональными числами.
В результате последовательно получаем значение суммы или произведе-
ния с необходимой точностью.

Рис. 10
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a b a + b ab

1 < a < 2 1 < b < 2 2 < a + b < 4 1 < ab < 4

1,7 < a < 1,8 1,7 < b < 1,8 3,4 < a + b < 3,6 2,89 < ab < 3,24

1,73 < a < 1,74 1,75 < b < 1,76 3,48 < a + b < 3,50 3,0275 < ab < 3,0624

1,732 < a < 1,733 1,750 < b < 1,751 3,482 < a + b < 3,484 3,031 < ab < 3,034483

... ... ... ...

Как видим, a + b = 3,48..., ab = 3,03... .
В курсе математического анализа доказывается, что в случае, когда 

приближенные значения чисел a и b последовательно берутся с точностью 
до целых, десятых, сотых и т. д., то значения суммы a + b с недостатком 
и с избытком стремятся к одному и тому же числу, которое и принимает-
ся за значение суммы a + b (аналогично определяется и произведение ab).

2. Модуль действительного числа и его свойства. Напомним определение 
модуля.

Модулем положительного числа называется само это число, 
модулем отрицательного числа — число, противоположное ему, 
модуль нуля равен нулю.

Это определение можно коротко записать несколькими способами.

a

a a
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a a
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=

− <
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.
 При необходимости мы будем пользоваться любой из 

этих записей определения модуля. Для нахождения | a | по определению 
необходимо знать знак числа a и использовать соответствующую форму-

лу. Например, | 5 | = 5, | –3 | = –(–3) = 3, 3 2 3 2 2 3− = − −( ) = − .

На координатной прямой модуль чис-
ла — это расстояние от начала коорди-
нат до точки, изображающей это число.
Действительно, если a > 0 (рис. 11), то 

расстояние OA = a = | a |. 
Если b < 0, то расстояние OB = –b = | b |. 

Модуль разности двух чисел a и b — это расстояние между 
точками a и b на координатной прямой.

 Для доказательства можно воспользоваться тем, что при параллельном 
переносе вдоль оси координат на b единиц абсцисса соответствующей 
точки изменяется на b: к абсциссе данной точки прибавляется число b,

Рис. 11
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то есть при b > 0 точка переносится вправо, а при b < 0 — влево. 
Обозначим на координатной прямой числа a, b, a — b соответственно 

точками A, B, C. На рисунке 12 эти точки 
изображены для случая a > 0 и b < 0, хотя 
приведенное далее обоснование не зависит 
от знаков a и b.
При параллельном переносе вдоль  

оси Ox на b единиц точка O перейдет в точку B, а точка C (с координа-
той a – b) — в точку с координатой a – b + b = a, то есть в точку A. Тогда 
СО = АВ. Но расстояние CO — это расстояние от точки a – b до нача-
ла координат, следовательно, CO = | a – b |, а значит, и AB = | a – b |. 
Используя определение модуля и его геометрический смысл, можно 

обосновать свойства модуля, приведенные в таблице 2.
Например, учитывая, что | a | — это расстояние от точки a до точки O, 

а расстояние может выражаться только неотрицательным числом, получаем
| a | l 0,

то есть модуль любого числа является неотрицательным числом.
Учитывая, что точки a и –a находятся на одинаковом расстоянии от 

точки O, получаем
| –a | = | a |, 

это означает, что модули противоположных чисел равны.

Если a l 0, то | a | = a, а если a < 0, то a < | а |. Следовательно, всегда
a m | a |,

то есть каждое число не превышает его модуль.
Если в последнее неравенство вместо a подставить –a и учесть, что 

| –a | = | a |, то получаем неравенство –a m | a |. Отсюда a l –| a |, что вместе 
с неравенством a m | a | свидетельствует о том, что для любого действи-
тельного числа a выполняется двойное неравенство
 – | a | m a m | a |. (1)

При b > 0 неравенство | a | m b означает, что число a на координатной 
прямой находится от точки O на расстоянии, которое не превышает b 
(рис. 13), то есть в промежутке [–b; b]. Наоборот, если число a находится 
в этом промежутке, то есть –b m a m b, то | a | m b. Следовательно,
 при b > 0   | a | m b ⇔ –b m a m b. (2)

Обратим внимание, что последнее 
утверждение справедливо и при b = 0 (тог-
да двум неравенствам удовлетворяет только 
одно значение a = 0).

Аналогично при b > 0 неравенство | a | l b
означает, что число a на координатной 
прямой находится от точки O на расстоя-
нии, которое больше или равно b (рис. 13), Рис. 13

Рис. 12
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то есть в этом случае a m –b или a l b. Наоборот, если число a удовлет-
воряет одному из этих неравенств, то | a | l b. Следовательно, при b > 0
неравенство | a | l b равносильно совокупности неравенств a m –b или 
a l b, что можно записать так:

при b > 0   | a | l b ⇔ a m –b или a l b.
Свойства модуля произведения и модуля дроби фиксируют извест-

ные правила действий над числами с одинаковыми и разными знаками:
модуль произведения равен произведению модулей множителей, то есть

| a•b | = | a |•| b |; 
модуль дроби равен модулю числителя, деленному на модуль знаме-

нателя (если знаменатель не равен нулю), то есть
a
b

a
b

b= ≠( ).0

Формулу для нахождения модуля произведения можно обобщить 
для случая нескольких множителей
 | a

1
•a

2
•...•a

n
 | = | a

1
 |•| a

2
 |•...•| a

n
 |. (3)

Если в формуле (3) взять a
1
 = a

2
 = ... = a

n
 = a, получаем формулу 

| an | = | a |n.
Используя последнюю формулу справа налево при n = 2k и учиты-

вая, что a2k l 0 при всех значениях a, получаем | a |2k = | a2k | = a2k. Сле-
довательно,

| a |2k = a2k. 
Для обоснования неравенства

 | a + b | m | a | + | b |  (4)
запишем неравенство (1) для чисел a и b:

–| a | m a m | a |;    –| b | m b m | b |.
Складывая почленно эти неравенства, получаем

–(| a | + | b |) m a + b m | a | + | b |.
Учитывая неравенство (2), имеем

| a + b | m | a | + | b |,
то есть модуль суммы не превышает суммы модулей слагаемых.
Если в неравенстве (4) заменить b на –b и учесть, что | –b | = | b |, то 

получим неравенство
 | a – b | m | a | + | b |. (5)

Если записать число a так: a = b + (a – b) и использовать неравенство 
(4), то получим неравенство | a | m | b | + | a – b |. Отсюда
 | a | – | b | m | a – b |. (6)

Если в неравенстве (6) заменить b на –b и учесть, что | –b | = | b |, 
то получим неравенство
 | a | – | b | m | a + b |, (7)
то есть модуль суммы двух чисел не меньше разности их модулей.
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Меняя местами буквы a и b в неравенствах (6) и (7) и учитывая, что 
| a – b | = | b – a |, имеем также неравенства
 | b | – | a | m | a ± b |. (8)

Полученные неравенства (4)–(8) можно коротко записать так:
| | a | – | b | | m | a ± b | m | a | + | b |.

Примеры решения задач

Задача 1 Докажите, что сумма, разность, произведение, натуральная 
степень и частное (если делитель не равен нулю) двух ра-
циональных чисел всегда является рациональным числом.

Решение Комментарий

 Пусть заданы два рациональ-

ных числа r
m

n1
1

1

=  и a
a a

a a
=

>
−





  

  

ïðè

ïðè

0

0

,

,m
 где 

m
1 и m

2
 — целые, а n

1
 и n

2
 — нату-

ральные числа. Поскольку сумма, 
разность, произведение, натураль-
ная степень и частное двух обыкно-
венных дробей всегда являются 
обыкновенными дробями, то полу-
ченный результат всегда будет ра-
циональным числом. Например,

r r
m

n

m

n

m n n m

n n1 2
1

1

2

2

1 2 1 2

1 2

+ = + = +
,

где m
1
n

2
 + n

1
m

2
 — целое число, 

а n
1
n

2
 — натуральное.

Любое рациональное число мо-

жет быть записано как дробь m
n

,  где 

m — целое, n — натуральное число. 
Чтобы доказать утверждение за-

дачи, достаточно доказать, что сум-
ма, разность, произведение и частное 

двух дробей вида m
n

 также будет 

дробью такого вида.

Задача 2 Докажите, что для любого натурального числа n число 

n  или натуральное, или иррациональное.

Комментарий
Для доказательства утверждения задачи можно использовать метод 

от противного: предположить, что заданное положительное число явля-
ется рациональным ненатуральным (то есть дробью), и получить проти-
воречие с условием или с каким-либо известным фактом.

Записывая n  в виде несократимой дроби, следует учесть, что при 
натуральных значениях n это число всегда будет положительным.

Решение
 Допустим, что n  не является иррациональным числом (тогда это 
число рациональное) и не является натуральным числом. Следователь-
но, это число может быть только рациональной несократимой дробью 
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n p

q
= ,  где p и q — натуральные числа (q ≠ 1). По определению квадрат-

ного корня имеем n p

q
=

2

2
,  то есть n

p p

q q
= ⋅

⋅
.  Учитывая, что q ≠ 1, получаем, 

что дробь 
p p

q q

⋅
⋅

,  равная натуральному числу n, должна быть сократимой. 

Следовательно, у натуральных множителей, которые стоят в числителе 
и знаменателе этой дроби, должен быть общий натуральный делитель, 
отличный от 1. Но в числителе стоят только множители p, а в знамена-
теле — только множители q. Тогда числа p и q имеют натуральный де-

литель, отличный от 1, то есть дробь p

q
 является сократимой дробью, 

что противоречит условию. Таким образом, наше предположение невер-
но, и для любого натурального числа n число n  или натуральное, или 
иррациональное.

Например, поскольку числа 3  и 10  не являются натуральными 

числами 1 3 2 3 10 4< < < <( ), ,  то 3  и 10  — иррациональные числа.

Задача 3* Докажите, что 3 5+  — число иррациональное.

Решение Комментарий

 Допустим, что число 3 5+ = r  — 

рациональное. Тогда  5 3= −r .   
Возведя обе части последнего равенст-

ва в квадрат, имеем 5 2 3 32= − +r r .  

Отсюда 2 3 22r r= − .  Следовательно, 

3
2 2

2
= −r

r
.  Но правая часть этого ра-

венства — рациональное число (по-
скольку по предположению r —
рациональное число), а левая — 
иррациональное. Полученное проти- 
воречие означает, что наше пред- 

положение неверно и число 3 5+    

3 5+  — иррациональное.

Для доказательства утвержде-
ния задачи можно использовать ме-
тод «от противного» — допустить, 
что заданное число является рацио-
нальным, и получить противоречие 
с каким-либо известным фактом, 

например с тем, что 3  — иррацио-
нальное число. 

При анализе полученных выра-
жений используем результат задачи 1: 
если число r — рациональное, то 
числа r2 – 2 и 2r и их частное тоже 
будут рациональными.

Заметим, что знаменатель полу-

ченной дроби 2 2 3 5 0r = + ≠( ) .  

Задача 4 Решите уравнение1 | 2х + 5 | = 7.

1 Решение уравнений и неравенств, содержащих знак модуля, подробнее 
рассмотрено в § 8.
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Решение Комментарий

І способ

 2х + 5 = 7 или 2х + 5= –7,
2х = 2 или 2х = –12,

х = 1 или х = –6.

Ответ: 1; –6. 

Заданное уравнение имеет вид | t | = 7 
(в данном случае t = 2х + 5). Его 
удобно решать, используя геометри-
ческий смысл модуля: | 2х + 5 |— это 
расстояние от точки 0 до точки 2х + 5. 
Но расстояние 7 может быть отложе-7 может быть отложе-может быть отложе-
но от 0 как вправо (получаем число 7), 
так и влево (получаем число –7). 
Следовательно, равенство | 2х + 5 | = 7
возможно тогда и только тогда, ког-
да 2х + 5 = 7 или 2х + 5 = –7.

ІІ способ

 2х – (–5) | = 7,

Рис. 14

2х = 2 или 2х = –12,
х = 1 или х = –6.

Ответ: 1; –6. 

С геометрической точки зрения 
| a – b | — это расстояние между точ-расстояние между точ-
ками a и b на координатной прямой. 
Запишем данное уравнение так: 
| 2х – (–5) | = 7. Тогда равенство
| 2х – (–5) | = 7 означает, что расстоя-означает, что расстоя-
ние от точки 2х до точки –5 равно 7. 
На расстоянии 7 от точки –5 находят- –5 находят-находят-
ся точки 2 и –12 (рис. 14). Таким об- точки 2 и –12 (рис. 14). Таким об-Таким об-
разом, данное равенство выполняется 
тогда и только тогда, когда 2х = 2 или 
2х = –12, то есть данное уравнение 
равносильно указанной в решении со-
вокупности уравнений.

Задача 5 Решите неравенство | х2 – 5х | m 6.

Решение Комментарий

  –6 m х2 – 5х m 6,
x x

x x

2

2

5 6

5 6

−
− −







m

l

,

,    
x x

x x

2

2

5 6 0

5 6 0

− −
− +







m

l

,

,

( )( ) ,

( )( ) ,

x x

x x

+ −
− −





1 6 0

2 6 0

m
l

Решая эти неравенства (рис. 15), по-
лучаем −




1 6

2 3

m m
m l

x

x x

,

.èëè

Заданное неравенство имеет вид | t | m 6
(в данном случае t = х2 – 5х), и его 
можно решать, используя геоме-
трический смысл модуля. С геоме-
трической точки зрения, | t | — это 
расстояние от точки 0 до точки t. На 
расстоянии 6 от 0 находятся числа 
6 и –6. 
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Рис. 15

Следовательно, –1 m х m 2 или 
3 m х m 6.

Ответ: [–1; 2] È [3; 6]. 

Тогда неравенству | t | m 6 удовлет-
воряют все те и только те точки, 
которые находятся в промежут-
ке [–6; 6], то есть –6 m t m 6. Для 
решения полученного двойного 
неравенства его удобно заменить со-
ответствующей системой.

Вопросы для контроля
1. Объясните, какие числа входят в множества целых, рациональных 

и действительных чисел. Приведите примеры. Изобразите соответ-
ствующие точки на координатной прямой. 

2. Объясните, чем отличаются записи в виде бесконечной десятичной 
дроби рационального и иррационального чисел.

3. Объясните, как сравнивают действительные числа.
4. Дайте определение модуля действительного числа. а) Сформулируйте 

свойства модуля. б*) Обоснуйте свойства модуля действительного числа.

Упражнения

1. Объясните, почему заданное число не может быть рациональным:

1) 1 2+ ;  2) 3 5− ;  3) 10;

4) 7 3+ ;  5) 2 5− .
2*. Докажите, что сумма (разность, произведение и частное) рациональ-

ного и иррационального чисел всегда есть число иррациональное 
(произведение и частное только в том случае, когда заданное рацио-
нальное число не равно нулю).

3*. Докажите, что заданное число является иррациональным:

1) 2 3+ ;  2) 5 2+ ;

3) 7 3− ;   4) 7 2− .
4. Пользуясь геометрическим смыслом модуля, изобразите на коорди-

натной прямой множество чисел, удовлетворяющих неравенству:
1°) | х | m 2;  2°) | х | > 5; 
3) | х – 3 | m 0,5;  4) | х + 1 | < 0,3.

5. Решите уравнение:
1) | 3х + 1 | = 4;  2) | 4х – 2 | = 6; 
3*) | | х – 1 | – 2 | = 1;  4*) | | 2х + 3 | – 5 | = 3.

6. Решите неравенство:
1) | 2х – 7 | m 1;  2) | 3х + 5 | > 7; 
3*) || 2х – 1 | + 3 | l 5;  4*) || 4х + 7 | – 11 | < 4.
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§ 2 ФУНКЦИИ

2.1. Понятие числовой функции.  
Простейшие свойства числовых функций

Таблица 3

1. Понятие числовой функции

D E

Числовой функцией с областью опреде
ления D называется зависимость, при ко-
торой каждому числу x из множества D 
(области определения) ставится в соответ-
ствие единственное число y.
Записывают это соответствие так:

y = f (x).
Обозначения и термины

 D (f) — область определения
 E (f) — область значений
      x — аргумент (независимая переменная)
      y — функция (зависимая  переменная)
      f — функция
 f (x

0
) — значение функции f в точке x

0

2. График функции

M
f (x)

x x

y

0

Графиком функции f называется мно-
жество всех точек координатной плоско-
сти с координатами (x; f (x)), где первая 
координата x «пробегает» всю область 
определения функции, а вторая координа-
та — это соответствующее значение функ-
ции f в точке x

3. Возрастающие и убывающие функции

Функция f (x) 
возрастающая на множестве Р:

если х
2
 > x

1
, то f (x

2
) > f (x

1
)

для всех х ∈ Р
(при увеличении аргумента соответствую-
щие точки графика поднимаются)



§ 2. Функции   29

Продолжение табл. 3

Функция f (x) 
убывающая на множестве Р:
если x

2
 > x

1
, то f (x

2
) < f (x

1
)

для всех х ∈ Р
(при увеличении аргумента соответствую-
щие точки графика опуска ются)

4. Четные и нечетные функции

Функция f (x) четная:
f (–x) = f (x)

для всех x из области определения.
График четной функции симметричен от-
носительно оси Oy

Функция f (x) нечетная:
f (–x) = –f (x)

для всех x из области определения.
График нечетной функции симметричен 
относительно начала координат точки О

Объяснение и обоснование
1. Понятие функции. С понятием функции вы ознакомились в курсе алге-
бры. Напомним, что зависимость переменной y от переменной x называется 
функцией, если каждому значению x соответствует единственное значение y.

В курсе алгебры и начал анализа мы будем пользоваться таким 
определением числовой функции.

Числовой функцией с областью определения D называется 
зависимость, при которой каждому числу x из множества D ставится 
в соответствие единственное число y.
Функции обозначают латинскими (иногда греческими) буквами. Рас-

смотрим произвольную функцию f. Число y, соответствующее числу x
(на рисунке к пункту 1 табл. 3 это показано стрелкой), называют значе-
нием функции f в точке x и обо значают f (x).

Область определения функции f — это множество тех значений, ко-
торые может принимать аргумент x. Она обозначается D (f).
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Область значений функции f — это множество, состоящее из всех 
чисел f (x), где x принадлежит области определения. Ее обозначают E (f).

Чаще всего функцию задают с помощью какой-либо формулы. Если 
нет дополнительных ограничений, то областью определения функции, 
заданной формулой, считается множество всех значений переменной, 
при которых эта фор мула имеет смысл.

Например, если функция задана формулой y x= +1,  то ее область 

определения: x l 0, то есть D (y) = [0; +∞), а область значений: y l 1, 
то есть E (y) = [1; +∞).

Иногда функция может задаваться разными формулами на разных 

множествах значений аргумента. Например, y x
x x

x x
= =

− <




при

при

l 0

0

,

.

Функцию можно задать не только с помощью формулы, но и с помо-
щью таблицы, графика или словесного описания. Например, на рисунке 16 
графически задана функция y = f (x) с областью определения D (f) = [–1; 3] 
и множеством значений E (f) = [1; 4].

Значение, которое принимает функция f (x) в некоторой точке x
0
 множе-

ства М, на котором эта функция задана, называется наибольшим (наимень-
шим на этом множестве), если ни в какой другой 
точке множества функция не имеет большего 
(меньшего) значения. То есть для всех x ∈ M 
выполняется неравенство f (x) m f (x

0
) (соответ-(соответ-

ственно f (x) l f (x
0
) для наименьшего значения). 

Иногда это записывают так: max ( ) ( )
M

f x f x= 0  

(соответственно min ( ) ( )).
M

f x f x= 0  Например, для 

функции y = f (x), графически заданной на 
отрезке [–1: 3] на рисунке 16, наименьшее зна-
чение равно 1, а наибольшее — 4. То есть 
max ( ) ,

[ ; ]−
=

1 3
4f x  min ( ) .

[ ; ]−
=

1 3
1f x

2. График функции. Напомним, что 
графиком функции y = f (x) называется множество всех точек ко-
ординатной плоскости с координатами (x; f (x)), где первая коор-
дината x «пробегает» всю область определения функции, а вторая 
координата — это соответствующее значение функции f в точке x.
На рисунках к пункту 4 таблицы 3 приведены графики функций 

y = x2 и y
x

= 1 ,  а на рисунке 17 — график функции y = | x |.

Приведем также график функции y = [x], где [x] — обозначение 
целой части числа x, то есть наибольшего целого числа, не превышаю щего 
x (рис. 18). Область определения этой функции D (y) = R — множество

Рис. 16
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всех действительных чисел, а область значений E (y) = Z — множество 
всех целых чисел.

y = |x |
y =[x]

Рис. 17 Рис. 18

На рисунке 19 приведен график чис-
ловой функции y = {x}, где {x} — обо-
значение дробной части числа x (по 
определению {x} = x – [x]).

3. Возрастающие и убывающие функции. 
Важными характеристиками функций яв-
ляются их возрастание и убывание.

 

Рис. 19

Функция f (x) называется возрастающей на множестве Р, если 
большему значению аргумента из этого множества соответствует 
большее значение функции,

то есть для любых двух значений x
1
 и x

2
 из множества Р, 

если x
2
 > x

1
, то f (x

2
) > f (x

1
).

Например, функция f (x) = 2x возрастающая (на всей области опреде-
ления — на множестве R), поскольку при x

2
 > x

1
 имеем 2x

2
 > 2x

1
, то есть 

f (x
2
) > f (x

1
). У возрастающей функции при увеличении аргумента соот-

ветствующие точки графика поднимаются (рис. 20).

ó = õ3

Рис. 20 Рис. 21

На рисунке 21 приведен график возрастающей функции у = х3. 
Действительно, при x

2
 > x

1
 имеем x x2

3
1
3> ,  то есть f (x

2
) > f (x

1
).
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Функция f(x) называется убывающей на множестве Р, если 
большему значению аргумента из этого множества соответствует 
меньшее значение функции.
То есть для любых двух значений x

1
 и x

2
 из множества Р, 

если x
2
 > x

1
, то  f (x

2
) < f (x

1
).

Например, функция f (x) = –2x убывающая (на всей области опреде-
ления — на множестве R), поскольку при x

2
 > x

1
 имеем –2x

2
 < –2x

1
, то 

есть f (x
2
) < f (x

1
). Соответствующие точки графика убывающей функции 

при увеличении аргумента опускаются (рис. 22).

Рис. 22 Рис. 23

Рассматривая график функции y = x2 (рис. 23), видим, что на всей 
области определения эта функция не является ни возрастающей, ни убы-
вающей. Однако можно выделить промежутки области определения, где 
эта функция возрастает и где убывает. Так, на промежутке [0; +∞) функ-
ция y = x2 возрастает, а на промежутке (–∞; 0] — убывает.

Отметим, что для возрастающих и убывающих функций выполня-
ются свойства, обратные утверждениям, содержащимся в определениях.

Если функция возрастает, то большему значению функции 
соответствует большее значение аргумента.
Если функция убывает, то большему значению функции 
соответствует меньшее значение аргумента.

 Обоснуем первое из этих свойств методом от противного. Пусть функ-
ция f (x) возрастает и f (x

2
) > f (x

1
). Допустим, что аргумент x

2
 не боль-

ше аргумента x
1
, то есть x

2
 m x

1
. Из этого предположения получаем:

если x
2
 m x

1
 и f (x) возрастает, то f (x

2
) m f (x

1
), что противоречит 

условию f (x
2
) > f (x

1
). Таким образом, наше предположение неверно, 

и если f (x
2
) > f (x

1
), то x

2
 > x

1
, что и требовалось доказать.

Аналогично обосновывается и второе свойство. 
Например, если x3 > 8, то есть x3 > 23, то, учитывая возрастание 

функции f (x) = x3, получаем x > 2.
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4. Четные и нечетные функции. Рассмотрим функции, области опреде-
ления которых симметричны относительно начала координат, то есть 
содержат вместе с каждым числом x и число –x. Для таких функций 
вводятся понятия четности и нечетности.

Функция f называется четной, если для любого x из ее области 
определения f (–x) = f (x).
Например, функция y = x2 (то есть функция f (x) = x2) — четная, 

поскольку f (–x) = (–x)2 = x2 = f (x).
 Если функция f (x) четная, то ее графику вместе с каждой точкой M 

с ко ординатами (x; y) = (x; f (x)) принадлежит также и точка M
1
 с ко-

ординатами (–x; y) = (–x; f (–x)) = (–x; f (x)). Точки M и M
1
 располо-

жены симметрично относительно оси Oy (рис. 24), поэтому и график 
четной функции расположен симметрично относительно оси Oy. 
Например, график четной функции y = x2 (рис. 23) симметричен от-

носительно оси Oy.
Функция f называется нечетной, если для любого x из ее области 
определения f (–x) = –f (x).

Например, функция y
x

= 1  (то есть функция f x
x

( ) = )1  — нечетная, 
поскольку 

f x f x
x x

( ) ( ).− = = − = −
−
1 1

 Если функция f (x) нечетная, то ее графику вместе с каждой точкой M
с координатами (x; y) = (x; f (x)) принадлежит также и точка M

1
 

с координатами (–x; y) = (–x; f (–x)) = (–x; –f (x)). Точки M и M
1
 

расположены симметрично относительно начала координат (рис. 25), 
поэтому и график нечетной функции расположен симметрично от-
носительно начала координат. 

Рис. 24 Рис. 25

Например, график нечетной функции y
x

= 1  (см. пункт 4 табл. 3) 

симметричен относительно начала координат, то есть точки О.
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Примеры решения задач

Задача 1 Найдите область определения функции: 

            1) y = x2 + x;           2) y x

x x
=

+2
;  3) y x= +5.

Решение Комментарий
1)  Ограничений для нахождения 

значений выражения x2 + x нет, 
таким образом, D (y) = R.

2)  Область определения функции 

y x

x x
=

+2
 задается ограничением 

x2 + x ≠ 0, поскольку знаменатель 
дроби не может быть равным нулю.
Выясним, когда x2 + x = 0. Имеем 
х (x + 1) = 0, x = 0 или x = –1.
Тогда область определения мож-
но задать ограничениями x ≠ 0, 
x ≠ –1 или записать так: 
D (y) = (–∞; –1) Ÿ (–1; 0 ) Ÿ (0; +∞). 

3)  Область определения функции 

y x= +5  задается ограничением 
x + 5 l 0, то есть x l –5, посколь-
ку под знаком квадратного корня 
должно стоят неотрицательное 
выражение. Таким образом, 
D (y) = [–5; +∞).

Поскольку все функции заданы 
формулами, то их области опреде-
ления — это множество всех зна-
чений переменной х, при которых 
формула имеет смысл, то есть име-
ет смысл выражение, которое стоит 
в правой части формулы у = f (x).

В курсе алгебры встречались 
только два ограничения, которые 
необходимо учитывать при нахож-
дении области определения:
1) если выражение записано в виде 

дроби A

B
,  то знаменатель B ≠ 0;

2) если запись выражения содер-
жит квадратный корень A,  
то подкоренное выражение A l 0.
В других случаях, которые вам 

приходилось рассматривать, обла-
стью определения выражения были 
все действительные числа1.

Задача 2* Найдите область значений функции y = x2 – 3.

Решение Комментарий
 Составим уравнение х2 – 3 = а. Оно 
равносильно уравнению х2 = а + 3, 
которое имеет решения, если  
а + 3 l 0, то есть при а l –3. Все 
эти числа и составят область значе-
ний функции.

Таким образом, область значе-
ний заданной функции 

E (f) = [–3; +∞), то есть у l –3.

Обозначим значение заданной 
функции f (x) (то есть х2 – 3) через a 
и выясним, для каких a можно найти 
соответствующее значение x (при этом 
значении x значение f (x) = a).

Тогда все числа a, для которых суще-
ствует хотя бы один корень уравнения 
f (x) = a, войдут в область значений 
функ ции f (x). Множество всех таких а
и составит область значений функции.

1 В дальнейшем курсе алгебры и начал анализа 10 класса появятся новые 
выражения с ограничениями: tg α, ctg α, arcsin a, arccos a, an ,  aα, где α — не-
целое число.
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Полезно помнить, что

область значений функции у = f (x) совпадает с множеством 
тех значений а, при которых уравнение f (x) = а имеет решения.

Задача 3* Докажите, что при k ≠ 0 областью значений линейной 
функции y = kx + b является множество всех действитель-
ных  чисел.

Решение Комментарий

 Если kx + b = a (где k ≠ 0), то ре-

шение этого уравнения x a b

k
= −  су-

ществует для любого a ∈ R (k ≠ 0 по 
условию). 

Таким образом, значением за-
данной функции может быть любое 
действительное число. Итак, ее об-
ласть значений E (f) = R. 

Обозначим значение заданной 
функции f (x), то есть kx + b, через 
a и выясним, для каких a можно 
найти соответствующее значение x, 
такое, что f (x) = a.

Множество всех таких значе-
ний a и будет составлять область 
значений функции f (x).

Задача 4* Докажите, что линейная функция y = kx + b при k > 0 
является возрастающей, а при k < 0 — убывающей.

Решение Комментарий

 Пусть x
2
 > x

1
 (тогда x

2
 – x

1
 > 0). 

Рассмотрим разность f (x
2
) – f (x

1
) = 

= kx
2
 + b – (kx

1
 + b) = k (x

2
 – x

1
).

Поскольку x
2
 – x

1
 > 0, то при 

k > 0 имеем f (x
2
) – f (x

1
) > 0, таким 

образом, f (x
2
) > f (x

1
), и значит, 

функция возрастает.
При k < 0 имеем f (x

2
) – f (x

1
) < 0, 

таким образом, f (x
2
) < f (x

1
), зна-

чит, функция убывает. 

Для обоснования возрастания 
или убывания функции полез-
но помнить, что для доказатель-
ства неравенства f (x

2
) > f (x

1
) 

или f (x
2
) < f (x

1
) достаточно най-

ти знак разности f (x
2
) – f (x

1
).

Функция f (x) = kx + b будет 
возрастающей, если из неравенства 
x

2
 > x

1
 будет следовать неравенство 

f (x
2
) > f (x

1
), а для доказательства 

последнего неравенства достаточно 
найти знак разности f (x

2
) – f (x

1
) 

(аналогично рассуждаем и для до-
казательства убывания функции).

Задача 5* Докажите, что:

1) сумма двух возрастающих на множестве Р функций всегда явля-
ется возрастающей функцией на этом множестве;

2) сумма двух убывающих на множестве Р функций всегда является 
убывающей функцией на этом множестве.
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Решение Комментарий

1)  Пусть функции f (x) и g (x) 
являются возрастающими на 
одном и том же множестве Р. 
Если x

2
 > x

1
, то f (x

2
) > f (x

1
) 

и g (x
2
) > g (x

1
). Складывая по-

членно эти неравенства, получаем
f (x

2
) + g (x

2
) > f (x

1
) + g (x

1
).

Это и означает, что сумма функ-
ций f (x) и g (x) является возрас-
тающей функцией на множе-
стве Р.

2)  Пусть функции f (x) и g (x) яв-
ляются убывающими на мно-
жестве Р. Тогда из неравенства 
x

2
 > x

1
 имеем f (x

2
) < f (x

1
) и 

g (x
2
) < g (x

1
). После почленного 

сложения этих неравенств по-
лучаем:

f (x
2
) + g (x

2
) < f (x

1
) + g (x

1
),

а это и означает, что сумма функ-
ций f (x) и g (x) является убываю-
щей функцией на множестве Р.

Для доказательства того, что сум-
ма двух возрастающих функций f (x) 
и g (x) является возрастающей функ-
цией, достаточно доказать, что на 
множестве Р из неравенства x

2
 > x

1

следует неравенство
f (x

2
) + g (x

2
) > f (x

1
) + g (x

1
).

Аналогично для доказатель-
ства того, что сумма двух убываю-
щих функ ций является убывающей 
функцией, достаточно доказать, что 

если x
2
 > x

1
, то 

f (x
2
) + g (x

2
) < f (x

1
) + g (x

1
). 

Задача 6* Докажите, что возрастающая или убывающая функция 
принимает каждое свое значение только в одной точке ее 
обла сти определения.

Решение Комментарий

 Пусть функция f (x) является воз-
растающей и 
  f (x

1
) = f (x

2
).  (1)

Допустим, что 
x

1
 ≠ x

2
.

Если x
1
 ≠ x

2
 , то x

1
 > x

2
 или x

1
< x

2
. 

Учитывая возрастание f (x), в случае 
x

1
 > x

2
 имеем f (x

1
) > f (x

2
), что проти-

воречит равенству (1). В случае x
1
 < x

2
 

имеем f (x
1
) < f (x

2
), что также проти-

воречит равенству (1).
Таким образом, наше предположе-

ние неверно, и равенство f (x
1
) = f (x

2
) 

возможно только при x
1
 = x

2
. 

Докажем это утверждение ме-
тодом от противного. Для этого 
достаточно допустить, что выпол-
няется противоположное утверж-
дение (функция может принимать 
одно и то же значение хотя бы 
в двух точках), и получить про-
тиворечие. Это будет означать, 
что наше предположение неверно, 
а верно данное утверждение.
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То есть возрастающая функция 
принимает каждое свое значение только 
в одной точке ее области определения.

Аналогично доказывается утвер-
ж дение и для убывающей функции. 

Задача 7 Исследуйте, какие из данных функций являются четными, 
какие нечетными, а какие — ни четными, ни нечетными:

                    1) y
x

=
+
1

1
;          2) y = x4;           3) y = x3 + x.

Решение Комментарий

1)  Область определения функции 

y
x

=
+
1

1
:  x ≠ –1, то есть она не сим-

метрична относительно точки О 
(точка x = 1 принадлежит области 
определения, а x = –1 — нет).

Таким образом, заданная функ-
ция не является ни четной, ни 
нечетной.

2)  Область определения функции 
y = x4: D (y) = R, то есть она сим-
метрична относительно точки О.
f (–x) = (–x)4 = x4 = f (x), следова-
тельно, функция четная.

3)  Область определения функции 
y = x3 + x: D (y) = R, то есть она сим-
метрична относительно точки О. 
f (–x) = (–x)3 + (–x) = –x3 –x = 
= –(x3 + x) = –f (x), значит, функ-
ция нечетная.

Для исследования функции 
y = f (x) на четность или нечет-
ность достаточно, во-первых, убе-
диться, что область определения 
этой функции симметрична отно-
сительно точки О (вместе с каждой 
точкой x содержит и точку –x), 
и, во-вторых, сравнить значения 
f (–x) и f (x).

Вопросы для контроля
1. Что называется числовой функцией? Приведите примеры таких 

функций.
2. На примерах объясните, что такое область определения функции, 

область значений функции, наибольшее и наименьшее значения 
функции на множестве М. Какие ограничения необходимо учесть 

при нахождении области определения функции y x

x
= ?  Найдите ее 

область определения.
3. Что называется графиком функции у = f (x)? Приведите примеры.
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4. Какая функция называется возрастающей? Приведите примеры.
5. Какая функция называется убывающей? Приведите примеры.
6. Какая функция называется четной? Приведите примеры. Как рас-

положен график четной функции на координатной плоскости? При-
ведите примеры.

7. Какая функция называется нечетной? Приведите примеры. Как рас-
положен график нечетной функции на координатной плоскости? 
Приведите примеры.

Упражнения

1°. Найдите значение функции в указанных точках:

1) f x x
x

( ) = + 1  в точках 2; –1; 3; а (а ≠ 0);

2) g (x) = х2 – 3 в точках 0; 1; –2; b;
3) ϕ( )x x= +1  в точках 0; 3; –1; m (m > 0).

2. Найдите область определения функции, заданной формулой:

1°) у = 2х + 3;  2°) y x= +3;  3°) y
x

=
+
1

1
;  4) y x

x
=

+2 1
;

5) y x= −2 1;  6) y x= +2 1;  7) y x x= − + −1 5 ;  8) y x

x
= + 3 ;

9*) y x

x
= −

−

2 9

3
;  10*) y x x

x
= −

+

2

1
;  11*) y x

x
=

− 2
;     12*) y x x= + +2 1.

3. Найдите область значений функции, заданной формулой:

1) f (x) = 5;  2) f (x) = х;  3) f (x) = х2;  4) f x x( ) ;=
5*) у = –3х + 1;  6*) у = х2 – 5;  7*) у = | х | + 3.

4°. Для функций, заданных своими графиками на рисунках 26 и 27, 
укажите область определения, область значений, наибольшее и наи-
меньшее значения на всей области определения, промежутки возрас-
тания и убывания и значение каждой функции при х = 1.

5. Обоснуйте, что заданная функция является возрастающей (на ее об-
ласти определения):
1) у = 3х;  2) у = х + 5; 3*) у = х3;  4*) у = х5; 5*) y x= .

6*.  Докажите, что на заданном промежутке функция возрастает: 

1) y
x

= − 2 ,  где х > 0;  2) y
x

= − 1 ,  где х < 0.

7. Обоснуйте, что заданная функция является убывающей (на ее обла-
сти определения):
1) у = –3х;  2) у = –х – 1;  3*) у = –х3; 4*) у = –х5.

8*. Докажите, что на заданном промежутке функция убывает: 

 1) y
x

= 3 ,  где х < 0;  2) y
x

= 5 ,  где х > 0.
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а а

б б

Рис. 26 Рис. 27
9*. Докажите, что функция у = х2 на промежутке [0; +∞) возрастает, 

а на промежутке (–∞; 0] убывает.
10*. Используя утверждения, приведенные в задаче 5 (с. 35), укажите, 

какие из данных функций являются возрастающими, а какие — убы-
вающими: 
1) у = х3 + x;  2) у = –х – х5; 3) y x x= + ;  4) у = –х3 – х5.

11*. Используя утверждения, приведенные в задаче 6 (с. 36):
1) обоснуйте, что уравнение х3 + х = 10 имеет единственный корень х = 2;

2) подберите корень уравнения x x+ = 6  и докажите, что других 
корней это уравнение не имеет.

12. Обоснуйте, что заданная функция является четной:

1) у = х6; 2) y
x

= +1
2

1;  3) y x= +2 1;  4) y x x= + 4 .

13. Обоснуйте, что заданная функция является нечетной:

1) у = х5;  2) y
x

= − 1
3

;  3) у = х | х |;  4) у = х3 – х.
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2.2. Свойства и графики основных видов функций
Таблица 4

Усло-
вия 
для 

коэф-
фици-
ентов

График

Свойства

D (y) E (y)
четность 
и нечет-
ность

возрастание 
и убывание

1 2 3 4 5 6

1. Линейная функция y = kx + b

k > 0

R

R

ни  
четная,  

ни  
нечетная

возрастает

k < 0 убывает

b = 0
y = kx

нечетная

при k > 0 
возрастает

при k < 0 убы-
вает

k = 0
y = b

b четная постоянная
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Продолжение табл. 4

1 2 3 4 5 6

2. Обратная пропорциональность, функция  y k

x
=  (k ≠ 0)

k > 0

x ≠ 0 y ≠ 0 нечетная

убывает на 
каждом из 

промежутков  
(–∞; 0) и 
(0; +∞)

k < 0

возрастает на 
каждом из 

промежутков 
(–∞; 0) и 
(0; +∞)

3. Функция y = ax2 (a ≠ 0)

a > 0

R

[0; +∞)

четная

убывает на 
промежутке 

(–∞; 0], 
возрастает  

на промежутке 
[0; +∞)

a < 0 (–∞; 0]

возрастает на 
промежутке  

(–∞; 0], 
убывает  

на промежутке 
[0; +∞)
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Продолжение табл. 4

1 2 3 4 5 6

4. Квадратичная функция y = ax2 + bx + c a x b

a
≠ = −( )0 0 2

,

a > 0

R

[y
0
; +∞)

в общем 
виде — 
ни чет-
ная, ни 

нечетная

убывает на 
промежутке 
(–∞; x

0
], воз-

растает на про-
межутке  
[x

0
; +∞)

a < 0 (–∞; y
0
]

при b = 0 
функция 
y = ax2 + c 

четная

возрастает на 
промежутке  
(–∞; x

0
], убы-

вает на проме-
жутке [x

0
; +∞)

Объяснение и обоснование

1. Линейная функция y = kx + b. Линейной функцией называется функ-
ция вида y = kx + b, где k и b — некоторые числа.

Обоснуем основные характеристики этой функции: область определе-
ния, область значений, четность или нечетность, возрастание и убывание.

Область определения — множество всех действительных чисел: 
D (y) = R, поскольку формула kx + b имеет смысл при всех действитель-
ных значениях x (то есть для любого действительного x мы можем вы-
числить значение kx + b) .

Область значений линейной функции будет разной в зависимости от 
значения коэффициента k.

Если k = 0, то функция имеет вид y = b, то есть ее область значений 
состоит из одного числа b. В таком случае графиком линейной функции 
y = b является прямая, параллельная оси Ox, которая пересекает ось Oy 
в точке b (рис. 28).

Если k ≠ 0, то E (y) = R (обоснование приведено в примере 3 на с. 35).
Четность и нечетность линейной функции существенно зависит от 

значений коэффициентов b и k. 
При b = 0 и k ≠ 0 функция y = kx + b превращается в функцию y = kx, ко-

торая является нечетной, поскольку для всех x из ее области определения 
f (–x) = k (–x) = –kx = –f (x). 



§ 2. Функции   43

Таким образом, график функции y = kx (рис. 29) симметричен от-
носительно точки О.

При k = 0 получаем функцию y = b, которая является четной, по-
скольку для всех x из ее области определения f (–x) = b = f (x). То есть 
график функции y = b симметричен относительно оси Oy (рис. 28).

Рис. 28 Рис. 29
В общем случае при k ≠ 0 и b ≠ 0 функция y = kx + b не является ни 

четной, ни нечетной, поскольку f (–x) = k (–x) + b = –kx + b ≠ f (x) и также 
f (–x) = –kx + b = –(kx – b) ≠ –f (x).

Возрастание и убывание линейной функции зависит от значения 
коэффициента k.

При k = 0 получаем функцию y = b — постоянную.
При k > 0 функция y = kx + b возрастает, а при k < 0 — убывает (обо-

снование приведено в примере 4 на с. 35).
В курсе геометрии было показано, что графиком линейной функции 

y = kx + b всегда является прямая линия.
Поскольку при x = 0 функция принимает значение y = b, то эта 

прямая всегда пересекает ось Oy в точке b. Графики линейных функций 
приведены в таблице 4.

2. Функция y k
x

=  (k ≠ 0). Эта функция выражает обратно пропорцио-

нальную зависимость.
Область определения: х ≠ 0. Это можно записать также так: 

D (y) = (–∞; 0) Ÿ (0; +∞).
Область значений: у ≠ 0. Это можно записать также так: 

Е (y) = (–∞; 0) Ÿ (0; +∞). 

Для обоснования области значений функции y k

x
=  обозначим k

x
a= .  

Тогда из этого равенства получим x k

a
=  для всех а ≠ 0. То есть для всех 

а ≠ 0 существует значение x k

a
= ,  при котором y ak

x

k

k
a

= = = .  Таким обра-

зом, у принимает все действительные значения, не равные нулю.
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Функция нечетная, поскольку ее областью определения является 

множество, симметричное относительно точки О, и f x f xk

x

k

x
( ) ( ).− = = − = −

−
 

Таким образом, ее график симметричен относительно начала координат 
(рис. 30 и 31).

(k > 0) (k < 0)

1
xy=

Рис. 30 Рис. 31 Рис. 32
Возрастание и убывание функции зависит от знака коэффициента k. 

 Если х
2
 > х

1
 (то есть х

2
 – х

1
 > 0), то для сравнения значений f (х

2
) 

и f (х
1
) рассмотрим их разность:

 f x f x k

x

k

x

kx kx

x x

k x x

x x
( ) ( ) .

( )
2 1

2 1

1 2

1 2

2 1

1 2

− = − = =− − −
 (1)

На промежутке (0; +∞) значение х
1
 > 0 и х

2
 > 0, следовательно, х

1
х

2
 > 0. 

На промежутке (–∞; 0) значение х
1
 < 0 и х

2
 < 0, значит, х

1
х

2
 > 0.

Учитывая, что х
2
 – х

1
 > 0 на каждом из промежутков (–∞; 0) или 

(0; +∞), при k > 0 из равенства (1) получаем f (х
2
) – f (х

1
) < 0, а при 

k < 0 получаем f (х
2
) – f (х

1
) > 0.

При k > 0 на каждом из промежутков (–∞; 0) и (0; +∞), если х
2
 > х

1
, 

то f (х
2
) < f (х

1
), таким образом, функция убывает на каждом из этих 

промежутков. 
При k < 0 на каждом из промежутков (–∞; 0) и (0; +∞), если х

2
 > х

1
, 

то f (х
2
) > f (х

1
), следовательно, функция возрастает на каждом из 

этих промежутков.

Из курса алгебры известно, что график функции y k

x
=  (k ≠ 0) называ-

ется гиперболой (она состоит из двух ветвей). При k > 0 ветви гиперболы 
находятся в І и ІІІ координатных четвертях, а при k < 0 — во ІІ и ІV чет-
вертях (рис. 30 и 31).

Замечание. Характеризируя возрастание или убывание функции 

y k

x
=  (k ≠ 0), следует помнить, что, например, функция y

x
= 1  (рис. 32) 

убывает на каждом из промежутков (–∞; 0) и (0; +∞), но на всей области 
определения (х ≠ 0) эта функция не является убывающей (и не является 
возрастающей). Действительно, если взять х

1
 = –1 и х

2
 = 1, то x

2
 > x

1
, 
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но f (x
2
) = f (1) = 1, а f (x

1
) = f (–1) = –1, то есть большему значению 

аргумента не соответствует меньшее значение функции, и на всей ее об-

ласти определения функция f x
x

( ) = 1  не является убывающей.

Поэтому же нельзя сказать, что функция f x
x

( ) = 1  убывает при 

x ∈ (–∞; 0) Ÿ (0; +∞).

3. Функция у = ах2 (а ≠ 0). Как известно из курса алгебры, графиком 
этой функции является парабола, ветви которой направлены вверх при 
а > 0 (рис. 33) и вниз при а < 0 (рис. 34). Поскольку при х = 0 значение 
у = 0, то график всегда проходит через начало координат.

Рис. 33 Рис. 34

Область определения: х ∈R, поскольку значение у = ах2 можно вы-
числить при любых значениях х.

Функция четная, поскольку f (–x) = а (–х)2 = ах2 = f (x). Таким об-
разом, ее график симметричен относительно оси Оу.

Для описания других свойств воспользуемся графиком функции 
у = ах2 (рис. 33 и 34). Эти свойства можно обосновать аналитически 
(проведите такое обоснование самостоятельно) или опираясь на свойства 
функции у = х2 и на геометрические преобразования ее графика, которые 
будут рассмотрены далее в пункте 2.3.

Область значений. При а > 0 график проходит через начало коорди-
нат, а все остальные его точки находятся выше оси Ох. Если значение х 
увеличивается до бесконечности, то и значение у также увеличивается 
до бесконечности (+∞), таким образом, у l 0, то есть Е (у) = [0; +∞).

Аналогично при а < 0 график также проходит через начало коорди-
нат, но все остальные его точки находятся ниже оси Ох. Если значение х 
увеличивается до бесконечности, то значение у уменьшается до минус 
бесконечности (–∞), таким образом, у m 0, то есть Е (у) = (–∞; 0].

Возрастание и убывание. При а > 0 на промежутке (–∞; 0] функция 
убывает, а на промежутке [0; +∞) — возрастает.

При а < 0 на промежутке (–∞; 0] функция возрастает, а на проме-
жутке [0; +∞) — убывает.
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4. Квадратичная функция y = ax2 + bx + c (a ≠ 0). Из курса алгебры 9 клас-
са известно, что функция вида y = ax2 + bx + c, где a, b, c — действитель-
ные числа, причем a ≠ 0, называется квадратичной. Ее графиком является 
парабола, ветви которой направлены вверх при а > 0 и вниз при а < 0.

Абсцисса вершины этой параболы x b

a0 2
= − .  Для обоснования этого 

достаточно в заданном квадратном трехчлене выделить полный квадрат:

y ax bx c a x x a xb

a

c

a

b

a

ac b

a
= + + = + +( ) = +( ) + −2 2

2 2

2

4

4
,  то есть 

y ax bx c a x yb

a
= + + = +( ) +2

2

02
,  где y ac b

a

D

a0

24

4 4
= = −−

(D = b2 – 4ac — дискриминант квадратного трехчлена ax2 + bx + c).
Напомним, что в зависимости от знака дискриминанта D парабола или 

пересекает ось Ох (D > 0), или не пересекает (D < 0), или касается ее (D = 0).
Основные варианты расположения графика функции y = ax2 + bx + c 

(a ≠ 0) представлены в таблице 5.

Таблица 5

D > 0 D = 0 D < 0

a > 0

a < 0

Охарактеризуем свойства функции y = ax2 + bx + c (a ≠ 0), опираясь 
на эти известные нам графики (самостоятельно обоснуйте соответствую-
щие свойства аналитически).

Область определения: D  (у) = R, поскольку значение y = ax2 + bx + c 
(a ≠ 0) можно вычислить при любых значениях х.

Область значений. При а > 0 функция принимает все значения у l у
0
,

то есть Е (у) = [у
0
; +∞). При а < 0 функция принимает все значения 

у m у
0
, то есть Е (у) = (–∞; у

0
].
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Четность и нечетность. При b = 0 получаем четную квадратичную 
функцию  у = ϕ (х) = ax2 + c.  Действительно,  ϕ (–х) = a (–x)2 + c = ax2 + c = ϕ (х).

В общем случае (если b ≠ 0) функция y = f (x) = ax2 + bx + c (a ≠ 0)
не является ни четной, ни нечетной, поскольку f (–x) = a (–x)2 + b (–x) +
+ c = ax2 – bx + c ≠ f (x) (и не равно –f (x)).

Возрастание и убывание. При а > 0 на промежутке (–∞; х
0
] функция 

убывает, а на промежутке [х
0
; +∞) — возрастает.

При а < 0 на промежутке (–∞; х
0
] функция возрастает, а на проме-

жутке [х
0
; +∞) — убывает.

Поскольку при х = 0 значение у = с, то график всегда пересекает ось 
Оу в точке с.

Соответствующие графики при D > 0 приведены также в таблице 4.

Примеры решения задач

Задача 1 Постройте график функции: 

              1) у = 2х + 1;     2) у = –3х – 1; 3) у = 4.

Решение Комментарий

1) График функции 
у = 2х + 1 — 
прямая. 

x 0 1

y 1 3

2) График функции 
у = –3х – 1 — 
прямая. 

x 0 1

y –1 –4

Все данные функции линейные, 
поэтому их графиками являются 
прямые.

Чтобы построить прямые в за-
даниях 1 и 2, достаточно построить 
две точки этих прямых. Например, 
можно взять х = 0 и х = 1 и най-
ти соответствующие значения у. 
Оформлять эти вычисления удобно 
в виде таблички:

x 0 1

y

3) График функции у = 4 — пря-
мая, параллельная оси Ох, ко-
торая проходит через точку 4 на 
оси Оу.

x 0 1

y 4 4

В задании 3 рассматривается 
част ный случай линейной функции 
(у = b). Для построения этого гра-
фика полезно помнить, что прямая 
у = 4 — это прямая, параллельная 
оси Ох (при любом значении х зна-
чение у равно 4).
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Задача 2* По приведенному графику функции 
у = kx + b укажите знаки k и b. 

Решение Комментарий

 При х = 0 значение y = b. По 
приведенному графику определя-
ем, что b > 0. Поскольку изображен 
график убывающей линейной функ-
ции, то k < 0.

Ответ: b > 0, k < 0.

График функции y = kx + b — 
прямая, пересекающая ось Оу в точ-
ке b. На рисунке эта точка лежит 
выше нуля, таким образом, b > 0.

Линейная функция y = kx + b при 
k > 0 возрастающая, а при k < 0 —
убывающая. На рисунке изображен 
график убывающей функции, следо-
вательно, k < 0.

Задача 3  Постройте график1 функции у = х2 – 4х + 3.

Решение Комментарий

 График заданной функции — 
парабола (вида у = х2), ветви ко-
торой направлены вверх.
Абсцисса вершины:

x b

a0 2

4

2 1
2= − = − =−

i
.

Тогда у
0
 = у (2) = 22 – 4æ2 + 3 = –1 

и график имеет вид:

 

Функция у = х2 – 4х + 3 — 
квадратичная (имеет вид у = aх2 + 
+ bх + с, где а ≠ 0). Таким образом, 
ее графиком будет парабола (вида 
у = aх2), ветви которой направлены 
вверх (а = 1 > 0).

Абсцисса вершины параболы 

вычисляется по формуле x b

a0 2
= − ,  

а ор дината у
0
 — это соответствую-

щее значение заданной функции 
при х = х

0
, то есть у

0
 = у (х

0
).

Если необходимо уточнить, как 
проходит график, то можно найти 
координаты нескольких дополни-
тельных точек, например, при х = 0 
получаем у = с = 3.

1 Построение таких графиков с помощью геометрических преобразований 
графика функции у = х2 будет рассмотрено в пункте 2.3.
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Вопросы для контроля
1. Какая функция называется линейной? Назовите свойства линей-

ной функци и. Какая линия является графиком линейной функции? 
Приве дите примеры линейных функций и их графиков.

2. Какая линия является графиком функции y k

x
=  (k ≠ 0)? Приведите 

примеры графиков функций y k

x
=  при k > 0 и при k < 0. По графи-

кам укажите свойства этой функции при k > 0 и при k < 0. Докажи-

те нечетность функции y k

x
=  (k ≠ 0).

3. Какая линия является графиком функции у = aх2 (а ≠ 0)? Как рас-
положен этот график при а > 0 и при а < 0?  Приведите примеры 
графиков функций у = aх2 при а > 0 и при а < 0. По графикам ука-
жите свойства этой функции при а > 0 и при а < 0. Докажите чет-
ность функции у = aх2 (а ≠ 0).

4. Какая линия является графиком функции у = aх2 + bх + с (а ≠ 0)? 
Как расположен график при а > 0 и при а < 0? Как найти абсциссу 
вершины графика функции у = aх2 + bх + с (а ≠ 0)? Приведите при-
меры графиков этой функции при а > 0 и при а < 0. По графикам 
укажите свойства этой функции при а > 0 и при а < 0.

Упражнения

1°. Постройте график функции:
1) у = 3х – 2; 2) у = –х + 4; 3) у = –2; 4) у = –5х; 5) у = 0; 6) у = 4х.
Есть ли среди этих функций четные или нечетные? Ответ обоснуйте.

2*. По приведенным графикам функций y = kx + b (рис. 35) укажите 
знаки k и b в каждом случае.

a б в

Рис. 35
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Постройте график функции (3–5).

3°. 1) y
x

= − 2 ;  2) y
x

= 3 ;  3) y
x

= − 1 ;  4) y
x

= 5 .

4°. 1) у = –2х2; 2) у = 3х2; 3) у = –3х2; 4) у = 5х2.
5. 1) у = х2 – 6х + 7;  2) у = –х2 + 4х + 2;  

3) у = 2х2 – 2х + 1;  4) у = –3х2 + 6х.
6*. По приведенным графикам функции y = ax2 + bx + c (a ≠ 0) (рис. 36) 

укажите знаки a, b и c в каждом случае.

a б в г
Рис. 36

7*. На рисунке изображены графики функ-

ций y x= +3  и y = x – 3 (рис. 37). Ука-

жите промежуток, в котором выпол- 

няется неравенство x x+ −3 3m .

2.3. Построение графиков функций с помощью геометри ческих 
преобразований известных графиков функций

Таблица 6

Преобразование графика функции y = f (x)

№
Формула  

зависимости
Пример Преобразование

1 2 3 4

1 y = –f (x)
Симметрия относительно 
оси Ox

x

y

1– 3 60 3

 y
 = x

 –
 3

 
y x= + 3

Рис. 37



§ 2. Функции   51

Продолжение табл. 6
1 2 3 4

2 y = f (–x)
Симметрия относительно 
оси Oy

3 y = f (x – a) 
Параллельный перенос 
графика функции y = f (x) 
вдоль оси Ox на a единиц

4 y = f (x) + с
Параллельный перенос 
графика функции y = f (x) 
вдоль оси Oy на c единиц

5 y = kf (x)
(k > 0)

Растяжение или сжатие 
графика функции y = f (x)
 вдоль оси Oy (при k > 1 

растяжение, 
при 0 < k < 1 — сжатие)

6 y = f (αx) 
(α > 0) 1

2
y x=

Растяжение или сжатие 
графика функции y = f (x)

вдоль оси Ox 
(при α > 1 — сжатие,

при 0 < α < 1 — растяже-
ние)



52  Раздел 1. ФУНКЦИИ, УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА

Продолжение табл. 6
1 2 3 4

7 y = | f (x) |

Выше оси Ox (и на самой 
оси) график функции 
y = f (x) — без измене-

ний, ниже оси Ox — сим-
метрия относительно оси 

Ox

8 y = f (| x |)

Справа от оси Oy (и на 
самой оси) график функ-
ции y = f (x) — без из-

менений, и эта же часть 
графика — симметрия 
относительно оси Oy

Объяснение и обоснование
Рассмотрим способы построения графиков функций с помощью гео-

метрических преобразований известных графиков функций.

1. Построение графика функции y = –f (x). Сравним графики функций 
y = x2 и y = –x2 (см. первую строку табл. 6). Очевидно, что график функ-
ции y = –x2 можно получить из графика функции y = x2 симметричным 
отображением его относительно оси Ox. Покажем, что всегда график 
функции y = –f (x) можно получить из графика функции y = f (x) симме-
тричным отображением относительно оси Ox.
 Действительно, по определению график функции y = f (x) состоит 

из всех точек M координатной плоскости, которые имеют коорди-
наты (x; y) = (x; f (x)). Тогда график функции y = –f (x) состоит из 
всех точек K координатной плоскости, имеющих координаты (x; y) =
= (x; –f (x)). Точки M (x; f (x)) и K (x; –f (x)) расположены на ко-
ординатной плоскости симметрично относительно оси Ox (рис. 38). 
Таким образом, каждая точка K графика функции y = –f (x) получа-
ется симметричным отображением относительно оси Ox некоторой 
точки M графика y = f (x). Поэтому

график функции y = –f (x) можно получить из графика функ
ции y = f (x) его симметричным отображением относительно 
оси Ox. 

Это свойство позволяет легко обосновать построение графика функ-
ции y = | f (x) |. Имеем:

y f x
f x f x

f x f x
= =

− <
( )

( ) ( ) ;

( ) ( )

ïðè ãðàôèê íå ìåíÿåòñÿ

ïðè ñè

l 0

0

( )

( ìììåòðèÿ îòíîñèòå íî îñèль  ).Ox
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Рис. 38 Рис. 39

Следовательно,  

график функции y = | f (x) | может быть построен так: часть 
графика функции y = f (x), лежащая выше оси Ox (и на самой 
оси), остается без изменений, а часть, лежащая ниже оси Ox, 
отображается симметрично относительно этой оси. 

Например, на рисунке 39 и в таблице 6 (строка седьмая) с использо-
ванием этого правила изображен график функции y = | 2х – 1 |.

2. Построение графика функции y = f (–x). 
 Для построения графика функции y = f (–x) учтем, что в определении 

графика функции первая координата для точек графика выбирается 
произвольно из области определения функции. Если выбрать как 
первую координату значение (–x), то график функции y = f (–x) бу-
дет состоять из всех точек T координатной плоскости с координатами 
(–x; y) = (–x; f (x)). Напомним, что 
график функции y = f (x) состоит 
из всех точек M (x; f (x)).
Точки M (x; f (x)) и T (–x; f (x))
расположены на координатной пло-
скости симметрично относительно 
оси Oy (рис. 40). Таким образом, 
каждая точка T графика функции 
y = f (–x) получается симметрич-
ным отображением относительно 
оси Oy некоторой точки M графика 
функции y = f (x). Поэтому 

график функции y = f (–x) можно получить из графика функ
ции y = f (x) его симметричным отображением относительно 
оси Oy. 

Рис. 40
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Это свойство позволяет легко обосновать построение графика функ-
ции y = f (| x |). Имеем:

y f x
f x x

f x x
= ( ) =

− <
( ) ;

( )

ïðè ãðàôèê íå ìåíÿåòñÿ

ïðè ñèììåòðè

l 0

0

( )

( ÿÿ îòíîñèòå íî îñèль Oy).





Следовательно, для того чтобы получить график функции y = f (| x |) 
при x < 0 (то есть слева от оси Oy), необходимо отобразить симметрично 
относительно оси Oy ту часть графика функции y = f (x), которая лежит 
справа от оси Oy. То есть часть графика функции y = f (x), лежащая сле-
ва от оси Oy, вообще не используется в построении графика функции 
y = f (| x |)). Таким образом,

график функции y = f (| x |) строится так: часть графика 
функции y = f (x), лежащая справа от оси Oy (и на самой оси), 
остается без изменений, и эта же часть графика отобража
ется симмет рично относительно оси Oy.

Например, на рисунке 41 и в таблице 6 
(строка восьмая) с использованием этого пра-
вила изображен график функции y = 2 | x | – 1.

3. Построение графика функции y = f (x – a).
 Для построения графика функции 

y = f (x – a) выберем как первую коор-
динату точки N этого графика значение 
x + a. Тогда график функции y = f (x – a)
будет состоять из всех точек N коор-
динатной плоскости с координатами 
(x + a; y) = (x + a; f (x + a – a)) = (x + a; f (x)),
а график функции y = f (x)  — из всех 
точек M с координатами (x; f (x)).
Если точка М имеет координаты (х; у), а точка N — координаты 
(х + а; у), то преобразование точек (х; у) → (х + а; у) — это параллель-

ный перенос точки М вдоль оси Ох на а единиц (то есть на вектор a; .0( ))
Поскольку каждая точка N графика функции y = f (x – a) получает-
ся парал лельным переносом некоторой точки M графика функции 
y = f (x) вдоль оси Ox на a единиц (рис. 42), то 

график функции y = f (x – a) можно получить параллельным 
переносом графика функции y = f (x) вдоль оси Ox на a единиц. 

Например, в третьей строке таблицы 6 изображен график функции 
y = (x – 2)2 (выполнен параллельный перенос графика y = x2 на +2 еди-
ницы вдоль оси Ox) и график функции y = (x + 3)2 (выполнен параллель-
ный перенос графика y = x2 на –3 единицы вдоль оси Ox).

Рис. 41
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Рис. 42 Рис. 43

4. Построение графика функции y = f (x) + b..
 График функции y = f (x) + b состоит из всех точек A координатной 

плоскости с координатами (x; y) = (x; f (x) + b), а график функции 
y = f (x) состоит из всех точек M (x; f (x)).
Но если точка М имеет координаты (х; у), а точка А — координаты 
(х; у + b), то преобразование точек (х; у) → (х; у + b) — это параллель-

ный перенос точки М вдоль оси Оу на b единиц (то есть на вектор 0; .b( ))  

Поскольку каждая точка A графика функции y = f (x) + b получается 
параллельным переносом некоторой точки M графика y = f (x) вдоль 
оси Oy на b единиц (рис. 43), то 

график функции y = f (x) + b можно получить параллельным 
переносом графика функции y = f (x) вдоль оси Oy на b единиц. 

Например, в четвертой строке таблицы 6 изображен график функции 
y = x2 + 2 (выполнен параллельный перенос графика функции y = x2 
на +2 единицы вдоль оси Oy) и график функции y = x2 – 1 (выполнен па-
раллельный перенос графика y = x2 на –1
вдоль оси Oy).

5. Построение графика функции y = kf (x).
 График функции y = kf (x) (k > 0) со-

стоит из всех точек B (x; kf (x)), а гра-
фик функции y = f (x) состоит из всех 
точек M (x; f (x)) (рис. 44).
Назовем преобразованием растяже-
ния вдоль оси Oy с коэффициентом k 
(где k > 0) такое преобразование фигу-
ры F, при котором каждая ее точка 
(x; y) переходит в точку (x; ky). Рис. 44
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Преобразование растяжения вдоль оси Oy за-
дается формулами: xR = x; yR = ky. Эти формулы 
выражают координаты (xR; yR) точки MR, в кото-
рую переходит точка M (x; y) при преобразова-
нии растяжения вдоль оси Oy (рис. 45). При 
этом преобразовании происходит растяжение 
отрезка AM в k раз, и в результате точка M 
переходит в точку М′. (Заметим, что иногда 
указанное преобразование графика функции 
y = f (x) называют растяжением только при 
k > 1, а при 0 < k < 1 его называют сжатием 

вдоль оси Oy в 1

k
 раз.)

Как видим, каждая точка B графика функции y = kf (x) получается из 
точки M преобразованием растяжения вдоль оси Oy. При этом общая 
форма графика не изменяется: он растягивается или сжимается вдоль 
оси Оу. Например, если графиком функции y = f (x) была парабола, 
то после растяжения или сжатия график остается параболой. Поэтому

график функции y = k f (x) (k > 0) получается из графика функ
ции y = f (x) его растяжением (при k > 1 растяжение в k раз) или 

сжа тием (при 0 < k < 1 сжатие в 1
k

 раз) вдоль оси Oy. 

6. Построение графика функции y = f (αx).

 Для построения графика функции y = f (αx) (α > 0) выберем как пер-

вую коорди нату точки C этого графика значение x

α
.  Тогда график 

функ ции y = f (αx) будет состоять из всех точек C с координатами
x x x xy f f x
α α α α

α; ; ; ( ) ,( ) = ( )( ) = ( )  а график функции y = f (x) — из всех 

точек M (x; f (x)) (рис. 46).
Назовем преобразованием растяжения вдоль оси Ox с коэффициен-
том α (где α > 0) такое преобразование фигуры F, при котором каж-
дая ее точка (x; y) переходит в точку (αx; y).
Преобразование растяжения вдоль оси Ox задается формулами: 
xR = αx; yR = y. Эти формулы выражают координаты (xR; yR) точки MR, 
в которую переходит точ ка M(x; y) при преобразовании растяже-
ния вдоль оси Ox (рис. 47). При этом преобразовании происходит 
растяжение отрезка BM в α раз, и в результате точка M переходит 
в точку MR. (Заметим, что иногда указанное преобразование назы-

вают растяжением (в 1

α
 раз) только при 0 < α < 1, а при α > 1 его 

Рис. 45
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называют сжатием вдоль оси Ox (в α раз)). Как видим, каждая точ-
ка C графика функции y = f (αx) получается из точки M графика 
функции y = f (x) преобразованием растяжения вдоль оси Ox 
(при этом общая форма графика не изменяется). Поэтому

график функции y = f (αx) (α > 0) получается из графика функ

ции y = f (x) его растяжением (при 0 < α < 1 растяжение в 1

α
 

раз) или сжатием (при α > 1 сжатие в α раз) вдоль оси Ox. 

Рис. 46 Рис. 47

Примеры решения задач

Задача 1 Постройте график функции y
x

=
+
1

3
.

Решение Комментарий



  

Мы можем построить график 

функции y f x
x

= =( ) .1  Тогда график 

функции y f x f x
x

= = + = − −
+
1

3
3 3( ) ( ( ))

можно получить параллельным пе-
реносом графика функции y = f (x) 
вдоль оси Ox на –3 единицы (то есть 
влево).
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Задача 2 Постройте график функции у = –| 2х – 2 |.

Решение Комментарий

 Последовательно строим графики:
1. y = 2x – 2        

2. y = | 2x – 2 |     

3. y = –| 2x – 2 |    



Составим план последователь-
ного построения графика заданной 
функ ции.
1. Мы можем построить график 

функ ции y = f (x) = 2x – 2 (пря-
мая).

2. Затем можно построить график 
функции у = ϕ (х) = | 2x – 2 | = | f (x) |
(выше оси Ox график функции 
у = 2x – 2 остает ся без изме-
нений, а часть графика ниже 
оси Ox отобража ется симме-
трично относительно оси Ox).

3. После этого можно построить 
график функции  

y = –2x – 2= –ϕ (x)
(симметрия графика функции 
у = ϕ (х) относительно оси Ox).

Задача 3* Постройте график функции y x= −4 .

Решение Комментарий

 Запишем уравнение заданной 
функции так:

y x x= − = − −( )4 4 .

Последовательно строим графики:

1. y x=     

2. y x= −   

Составим план последователь-
ного построения графика заданной 
функции. Для этого ее подкорен-
ное вы ражение запишем так, чтобы 
можно было использовать преобра-
зования графиков, представленные 
в таблице 4: 

y x= − −( )4 .

1. Мы можем построить график 

функции y f x x= =( ) .

2. Затем можно построить график 

функции y g x x f x= = − = −( ) ( )

(симметрия графика функции 
f (x) относительно оси Oy).
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3. y x= − −( )4

4. y x= − −( )4

 

3. После этого можно построить 
график функции

 y x x g x= = − − = −ϕ( ) ( ) ( )4 4

(параллельный перенос графи-
ка функции g (x) вдоль оси Ox 
на 4 единицы).

4. Затем уже можно построить гра-
фик заданной функции

y x x x= − −( ) = ( ) = −4 4ϕ
(справа от оси Oy соответствую-
щая часть графика функции 
у = ϕ (x) остается без изменений, 
и эта же часть отображается сим-
метрично относительно оси Oy). 

Вопросы для контроля

1. На примерах объясните, как из графика функции y = f (x) можно 
получить график функции:
1) y = –f (x);  2) y = f (–x);  3) y = f (x – a); 
4) y = f (x) + с; 5) y = kf (x), где k > 0;  6) y = f (ax), где a > 0; 
7) y = | f (x) |;  8) y = f ( | x | ).

2*. Обоснуйте геометрические преобразования, с помощью которых 
из графика функции y = f (x) можно получить графики указанных 
выше функций.

Упражнения

Постройте графики функций и соответствий (1–7):
1. 1) y = | x – 5 |; 2) y = | x | – 5; 3) y = | | x | – 5 |;  4*) | y | = x – 5.

2. 1°) y = x2 – 9; 2) y = | x2 – 9 |; 3) y = | x2 | – 9;  4*)           | y | = x2 – 9.

3. 1°) y = (x + 1)2;  2) y = ( | x | + 1)2; 

 3) y = (x + 1)2 – 3;  4) y = | (x + 1)2 – 3 |.

4. 1°) y
x

=
+
1

2
;  2) y

x
=

+
1

2
;  3) y

x
=

+
1

2
;  4*) y

x
=

+
1

2
.

5. 1°) y
x

= − 2 ;  2°) y
x

= −3 2 ;  3) y
x

= −
−
2

1
;  4) y

x
= − 2 .
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6. 1°) y x= −3;  2°) y x= −3;  3) y x= −3;  4) y x= −3 ;

5*) y x= −3 ;  6*) y x= −3;  7*) y x= −3.

7. 1°) y x= − ; 2°) y x= − + 4; 3) y x= − ;  4) y x= − −1.

8. Функция y = f (x) задана на промежутке [0; 12] и имеет график, 
изображенный на рисунке 48. Постройте графики функций (и соот-
ветствий 9* и 10*):
1) y = –f (x);   2) y = f (–x);    3) y = | f (x) |; 4) y = f ( | x | ); 

5*) y = 2f (x);   6*) y = f (2x);    7*) y f x= 1

2
( );  8*) y f x= ( )1

2
;

9*) | y | = f (x);  10*) | y | = f ( | x | ). 

Рис. 48 Рис. 49

9. Выполните задания упражнения 8 для функции y = f (x), заданной 
на промежутке [–14; 0], график которой изображен на рисунке 49.

2.4. Обратная функция
Таблица 7

1. Понятие обратной функции
Если функция y = f (x) принимает каждое свое значение в единственной 
точке ее области определения, то можно задать функцию y = g (x), которая 
называется обратной к функции y = f (x):

для каждого a ∈ D (f), 
если f (a) = b, то g (b) = a

E (f) = D (g); D (f) = E (g)

Функции f (x) и g (x) взаимно обратные
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Продолжение табл. 7

2. Свойства обратной функции

1) Графики прямой и обратной 
функций симметричны относи-
тельно прямой y = x

2) Если функция f (x) возрастает 
(убывает) на некотором проме-
жутке, то она имеет обратную 
функцию на этом промежутке, 
которая возрастает, если f (x) 
возрастает, и убывает, если f (x) 
убывает

3. Практический прием нахождения формулы функции,  
обратной к функции y = f (x)

Алгоритм Пример
1. Выяснить, будет ли функция 

y = f (x) обратимой на всей области
определения: для этого достаточ-
но выяснить, имеет ли уравнение 
y = f (x) единственный корень от-
носительно переменной x.
Если нет, то попытаться выде-
лить промежуток, где существу-
ет обратная функция (например, 
это может быть промежуток, где 
функция y = f (x) возрастает или 
убывает).

2. Из равенства y = f (x) выразить 
x через y.

3. В полученной формуле ввести 
традиционные обозначения: 
аргумент обозначить через x, 
а функцию — через y.

Найдите функцию, обратную 
к функции y = 2x + 4.
 Из равенства y = 2x + 4 можно 
однозначно выразить x через y: 

x y= −1

2
2.

Эта формула задает обратную 
функцию, но в ней аргумент обозна-
чен через у, а функция — через x.

Обозначим в полученной форму-
ле аргумент через x, а функцию — 
через y. 

Получаем функцию y x= −1

2
2,  

обратную к функции y = 2x + 4. 
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Объяснение и обоснование

1. Понятие обратной функции. Известно, что зависимость пути от времени 
движения тела, которое движется равномерно с постоянной скоростью v

0
, 

выражается формулой S = v
0
t. Из этой формулы можно найти обратную 

зави симость — времени от пройденного пути t S

v
=

0

.  Функцию t S S

v
( ) =

0

 

называют обратной к функции S (t) = v
0
t. Отметим, что в рассмотренном 

примере каждому значению t (t l 0) соответствует единственное значение 
S и, наоборот, каждому значению S (S l 0) соответствует единственное 
значение t. 

Рассмотрим процедуру получения обратной функции в общем виде. 
Пусть функция f (x) принимает каждое свое значение в единственной 

точке ее области определения (такая функция называется обратимой). 
Тогда для каждого числа у

0
 = b (из области значений функции f (x)) суще-

ствует единственное значение х
0
 = a, такое, что f (a) = b. Рассмотрим новую 

функцию g (x), которая каждому числу b из области значений функции 
f (x) ставит в соответствие число a, то есть g (b) = a для каждого числа b из 
области значений функции f (x). В этом случае функция g (x) называется 
обратной к функции f (x), а функция f (x) — обратной к функции g (x). 
Поэтому говорят, что функции f (x) и g (x) взаимно обратные.

Из определения обратной функции вытекает, что область значений 
прямой функции E (f) является областью определения обратной функ-
ции D (g), а область определения прямой функции D (f) является обла-
стью значений обратной функции E (g).

То есть: 
E (f) = D (g), D (f) = E (g).

2. Свойства обратной функции
Свойство 1. Графики прямой и обратной функций сим
метричны относительно прямой у = х.

 Учитывая приведенную выше процедуру построения функции, обрат-
ной к функции у = f (x), имеем: если f (a) = b, то по определению графика 
функции точка M с координатами (a; b)
принадлежит графику функции y = f (x).
Аналогично, поскольку g (b) = a, то 
точка M

1
 с координатами (b; a) принад-

лежит графику функции y = g (x). Точ-
ки M (a; b) и M

1 
(b; a) расположены на 

координатной плоскости симметрично 
относительно прямой y = x (рис. 50). 
Действительно, прямая y = x является 
осью симметрии системы координат. 
Таким образом, при симметрии отно- Рис. 50



§ 2. Функции   63

сительно этой прямой ось Оx отображается на ось Оy, а ось Оy — на 
ось Оx. Тогда (например, при a > 0 и b > 0) прямо угольник OAMD со 
сторонами OA = a и OD = b на осях координат отображается на пря-
моугольник OA

1
M

1
D

1
 со сторонами на осях координат OA

1
 = OA = a 

и OD
1
 = OD

 
= b. Следовательно, при симметрии относительно прямой 

y = x точка M (a; b) отображается в точку M
1 
(b; a) (а точка M

1 
— в точ-

ку M). Таким образом, при симметрии относительно прямой y = x 
любая точка M (a; b), принадлежащая графику функции y = f (x), 
имеет соответствующую точку M

1 
(b; a), принадлежащую графику 

функции y = g (x), а любая точка M
1 
(b; a), которая принадлежит 

графику функ ции y = g (x), имеет соответствующую точку M (a; b), 
принадлежащую графику функции y = f (x). То есть графики взаим-
но обратных функций симметричны относительно прямой y = x. 

Свойство 2. Если функция f (x) возрастает (убывает) на не
котором промежутке, то она имеет обратную функцию на 
этом промежутке, которая возрастает, если f (x) возраста
ет, и убывает, если f (x) убывает.

 Действительно, если функция f (x) возрастает (убывает) на некото-
ром промежутке, то по свойству возрастающей (убывающей) функ-
ции каждое свое значение она принимает в единственной точке из 
этого промежутка (см. пример 6 к пункту 2.1), таким образом, она 
имеет обратную функцию g (x) на этом промежутке. Обосновать, что 
функция g (x) возрастает, если f (x) возрастает, можно методом от 
противного.
Пусть числа а

1
 и а

2
 входят в область определения функции f (x) и

  а
2
 > а

1
.  (1)

Обозначим f (а
1
) = b

1
, f (а

2
) = b

2
. Если функция f (x) возрастает, то 

f (а
2
) > f (а

1
), то есть b

2
 > b

1
. По определению обратной функции g (x) 

числа b
1
 и b

2
 входят в ее область определения и

  g (b
1
) = а

1
, g (b

2
) = а

2
.  (2)

Если допустить, что функция g (x) не является возрастающей, то из 
неравенства b

2
 > b

1
 не может вытекать неравенство g (b

2
) > g (b

1
) (ина-

че функция g (x) будет возрастающей), таким образом, для некото-
рых b

2
 и b

1
 может выполняться неравенство g (b

2
) m g (b

1
). Но тогда по 

формулам (2) получаем a
2
 m a

1
, что противоречит условию (1). Таким 

образом, наше предположение неверно, и функция g (x) возрастает, 
если функция f (x) возрастает.
Аналогично обосновывается, что в случае, когда функция f (x) убы-
вает, обратная к ней функция g (x) тоже убывает. 

3. Практический прием нахождения формулы функции, обратной 
к функции y = f (x). Из определения обратной функции следует, что 
для получения обратной зависимости необходимо знать, как значение x 
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выражается через значение y. Это можно сделать, решив уравнение 
y = f (x) относительно пе ременной x. Если заданная функция обратима, 
то уравнение будет иметь единственное решение для всех y из области 
значений функции f (x), и мы получим формулу x = g (y), которая зада-
ет обратную функцию. Но в этой формуле аргумент обозначен через y, 
а функция — через x. Если поменять обозначения на традиционные, то 
получим запись функции, обратной к функции y = f (x).

Эти рассуждения вместе с соответствующим алгоритмом приведены 
в таблице 7 и реализованы в решении следующих задач.

Примеры решения задач

Задача 1 Найдите функцию, обратную к функции y
x

=
−
1

1
.

Решение Комментарий

 Область определения: х ≠ 1. Тог-

да из равенства y
x

=
−
1

1
 имеем 

ху – у = 1, ху = у + 1, x y

y
= +1.

Обозначим аргумент через x, 
а функцию — через y и получим 

функ цию y x

x
= +1,  обратную к за-

данной. 

На всей области определения 
(х ≠ 1) заданная функция обратима, 

поскольку из уравнения y
x

=
−
1

1
 

можно одно значно выразить x через 
y (у ≠ 0 в области значений заданной 
функции). Полученная формула 

x y

y
= +1  задает обратную функцию, 

но в ней аргумент обозначен через y, 
а функция — через x. Изменяя обо-
значения на традиционные, получа-
ем окончательный результат.

Задача 2 Найдите функцию, обратную к функции y = х2.

Решение Комментарий

 Из равенства y = х2 при y l 0 по-

лучаем x y= ± .  Тогда при y > 0 

одному значению y соответствуют 
два значения x. Таким образом, 
на всей области определения 
x ∈ (–∞; +∞) функция y = x2 не явля-
ется обратимой, и для нее нельзя 
найти обратную функцию. 

Область значений заданной 
функции: y l 0. Но при y > 0 из 
равенства y = x2 нельзя однозначно 
выразить x че рез y. Например, при 
y = 4 получаем x = ä2. Вследствие 
этого мы не можем значению y = 4 
поставить в соответствие единствен-
ное число, чтобы построить обрат-
ную функцию.
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Задача 3 Найдите функцию, обратную к функции y = х2 при x l 0.

Решение Комментарий

 Из равенства y = х2 при y l 0 по-

лучаем x y= ± .  Учитывая, что по 

условию x l 0, имеем x y= .

Обозначим аргумент через x, 
а функцию — через y и получим, 
что функцией, обратной к функции 
y = х2, которая задана только при 

x l 0, будет функция y x= . 

Множество значений заданной 
функции: y l 0. При x l 0 заданная 
функция y = х2 возрастает, таким 
образом, на промежутке x l 0 она 
имеет обратную функцию, а значит, 
на этом промежутке уравнение 
х2 = y мы сможем решить однознач-

но: при x l 0 имеем x y= .

Эта формула задает обратную 
функ цию, но в ней аргумент обо-
значен через y, а функция — через 
x. Изменяя обозначения на тради-
ционные, получаем окончательный 
результат.

Замечание. В примерах 2 и 3 мы фактиче-
ски рассматриваем различные функции (они 
имеют разные области определения), хотя 
в обоих случаях эти функции задаются одной 
и той же формулой. Как известно, графиком 
функции y = х2 (пример 2) является парабола, 
а графиком функции y = х2 при x l 0 (пример 3)
является только правая ветвь этой параболы 
(рис. 51).

Вопросы для контроля
1. При каком условии для заданной функции y = f (x) можно построить 

обратную функцию?
2. Объясните построение графика обратной функции на примере функ-

ции y = f (x), которая задана таблицей:

x 0 2 4 6

f (x) 1 3 5 7

Задайте обратную функцию y = g (x) с помощью таблицы:

x

g (x)

Рис. 51
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3. Как расположены графики прямой и обратной функций, если они 
построены в одной системе координат? Проиллюстрируйте соответ-
ствующее свойство графиков на примере.

4. Обоснуйте взаимное расположение графиков прямой и обратной 
функций.

5. Существует ли обратная функция к функции y = x2, где x m 0? Объяс -
ните ответ, опираясь на соответствующие свойства обратной функ-
ции. Если обратная функция существует, то задайте ее формулой 
вида y = g (x).

Упражнения

1. Запишите формулу, которая задает функцию y = g (x), обратную 
к заданной. Укажите область определения и множество значений 
функции g (x):

1°) y = 3x – 6; 2°) y = –3x – 6; 3) y
x

= 2 ;  4) y
x

= − 1 ;  5) y x= .

2. На одном рисунке постройте графики данной функции и функции, 
обратной к данной:

1°) y = 2x; 2°) y = x – 2;  3) y
x

= − 1 ;  4*) y
x

=
−
1

1
;  5*) y x= +1.

3. Найдите функцию, обратную к данной на заданном промежутке, 
и по стройте на одном рисунке графики данной функции и функции, 
обратной к данной:

1) y x= 1

4
2  при x l 0;  2) y x= 1

4
2  при x m 0;

3) y = (x – 2)2 при x l 2;  4) y = x2 – 2 при x m 0.

§ 3 УРАВНЕНИЯ

3.1. Уравненияследствия и равносильные преобразования уравнений
Таблица 8

1. Понятие уравнения и его корней

Определение Пример

Равенство с переменной назы-
вается уравнением. В общем виде 
уравнение с одной переменной x за-
писывают так: f (x) = g (x).

Под этой краткой записью пони-
мают математическую запись задачи 
о нахождении значений аргумента, 
при которых значения двух данных 
функций равны

2х = –1           — линейное 
                         уравнение;
х2 – 3х + 2 = 0 — квадратное 
                          уравнение;

x x+ =2         — иррациональное 
                         уравнение (содер-  
                         жит переменную
                         под знаком корня)
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Продолжение табл. 8

Корнем (или решением) уравне-
ния с одной переменной называется 
значение переменной, при подста-
новке которого в уравнение получа-
ется верное равенство.

Решить уравнение — значит 
найти все его корни или доказать, 
что их нет

x = 2 — корень уравнения x x+ =2 ,  
так как при x = 2 получаем верное 

равенство: 4 2= ,  то есть 2 = 2

2. Область допустимых значений (ОДЗ)

Областью допустимых значений 
(или областью определения) урав
нения называется общая область 
определения для функций f (x) 
и g (x), стоящих в левой и правой 
частях уравнения

Для уравнения x x+ =2  
ОДЗ: x + 2 l 0, то есть x l –2, так 
как область определения функции 

f x x( ) = +2  определяется услови-

ем: x + 2 l 0, а область определения 
функции g (x) = x — множество всех 
действительных чисел

3. Уравненияследствия

Если каждый корень первого урав-
нения является корнем второго, то 
второе уравнение называется след
ствием первого уравнения.

Если из правильности перво-
го равенства следует правильность 
каждого последующего, то получа-
ем уравнения-следствия.

При использовании уравнений-
след ствий не происходит потери 
корней ис ходного уравнения, но воз-
можно появление посторонних кор-
ней. Поэтому при использовании 
уравнений-следствий проверка полу-
ченных корней подстановкой их в ис-
ходное уравнение является составной 
частью решения (см. пункт 5 этой 
таб лицы)

x x+ =2 .
 Возведем обе части урав нения 

в квадрат:

x x+( ) =2
2

2,
x + 2 = x2,

x2 – x – 2 = 0,
x

1
 = 2, x

2
 = –1.

Проверка. x = 2 — корень (см. 
выше); x = –1 — посторонний ко-
рень (при х = –1 получаем неверное 
равенство 1 = –1). 
Ответ: 2. 
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Продолжение табл. 8

4. Равносильные уравнения
Определение Простейшие теоремы

Два уравнения называются рав
носильными на некотором мно-
жестве, если на этом множестве 
они имеют одни и те же корни.
То есть каждый корень первого 

уравнения является корнем второ-
го уравнения и, наоборот, каждый 
корень второго уравнения являет-
ся корнем первого. (Схема решения 
уравнений с помощью равносильных 
преобразований приведена в пункте 
5 этой таблицы)

1. Если из одной части уравнения 
перенести в другую слагаемые 
с противоположным знаком, то 
получим уравнение, равносильное 
заданному (на любом множестве)

2. Если обе части уравнения умно-
жить или разделить на одно и то 
же число, не равное нулю (или 
на одну и ту же функцию, кото-
рая определена и не равна нулю 
на ОДЗ заданного уравнения), то 
получим уравнение, равносиль-
ное заданному (на ОДЗ задан но-
го уравнения)

5. Схема поиска плана решения уравнений 

ïðèìåíåíèåì ñâîéñòâ ôóíêöèé 1

Ðåøåíèå óðàâíåíèé

ñ ïîìîùüþ 

Ïðåîáðàçîâàíèÿ, 
ãàðàíòèðóþùèå ñîõðà-
íåíèå âåðíîãî ðàâåíñòâà

Ïðîâåðêà êîðíåé 
ïîäñòàíîâêîé 
â èñõîäíîå óðàâíåíèå 

Ó÷åñòü ÎÄÇ
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ

Ñîõðàíÿòü íà ÎÄÇ
âåðíîå ðàâåíñòâî 
ïðè ïðÿìûõ è îáðàò- 
íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ

 1

 2
 

 1

 2
 

 ,

— èñõîäíîå óðàâíåíèå;

— óðàâíåíèå, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîãî; 

— ñèìâîëè÷åñêîå èçîáðàæåíèå íàïðàâëåíèÿ âûïîëíåííûõ 
ïðåîáðàçîâàíèé

 1

 2

óðàâíåíèé-ñëåäñòâèé
ñ ïîìîùüþ 

ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

1 Применение свойств функций к решению уравнений рассмотрено в пункте 3.2.
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Объяснение и обоснование

1. Понятие уравнения и его корней. Уравнение в математике чаще всего 
понимают как аналитическую запись задачи о нахождении значений ар-
гумента, при которых значения двух данных функций равны. Поэтому 
в общем виде уравнения с одной переменной x записывают так: 

f (x) = g (x). 
Часто уравнения определяют короче — как равенство с переменной. 
Напомним, что корнем (или решением) уравнения с одной пере-

менной называется значение переменной, при подстановке которого 
в уравнение получается верное равенство. Решить уравнение — значит 
найти все его корни или доказать, что их нет.

Например, уравнение 2x = –1 имеет единственный корень x = − 1

2
,  

а уравнение | x | = –1 не имеет корней, поскольку значение | x | не может 
быть отрицательным числом.

2. Область допустимых значений (ОДЗ) уравнения. Если задано уравне-
ние f (x) = g (x), то общая область определения для функций f (x) и g (x) 
называется областью допустимых значений этого уравнения. (Иногда 
используются также термины «область определения уравнения» или 
«множество допустимых значений уравнения».) Например, для уравне-
ния х2 = х областью допустимых значений являются все действительные 
числа. Это можно записать, например, так: ОДЗ: х ∈ R, поскольку функ-
ции f (x) = x2 и g (x) = x имеют области определения R.

Понятно, что каждый корень данного уравнения принадлежит 
как области определения функции f (x), так и области определения 
функции g (x) (иначе мы не сможем получить верное числовое равен-
ство). Поэтому каждый корень уравнения обязательно принадлежит 
ОДЗ этого уравнения. Это позволяет в некоторых случаях применить 
анализ ОДЗ уравнения при его ре шении.

Например, в уравнении x x x− + − =2 1  функция g (x) = x опреде-

лена при всех действительных значениях x, а функция f x x x( ) = − + −2 1  

только при условии, что под знаком квадратного корня будут стоять не-
отрицательные выра жения. Следовательно, ОДЗ этого уравнения задает-

ся системой 
x

x

−
−





2 0

1 0

l
l

,

,
 из которой получаем систему 

x

x

l
m

2

1

,

,





 не имеющую 

решений. Таким образом, ОДЗ данного уравнения не содержит ни одного 
числа, и поэтому это уравнение не имеет корней.

Заметим, что нахождение ОДЗ данного уравнения может быть по-
лезным для его решения, но не всегда является обязательным элементом 
решения уравнения.
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3. Методы решения уравнений. Для решения уравнений используют ме-
тоды точного и приближенного решений. А именно, для точного решения 
уравнений в курсе математики 5–6 классов использовались зависимости 
между компонентами и результатами действий и свойства числовых ра-
венств; в курсе алгебры 7–9 классов — равносильные преобразования урав-
нений, а для приближенного решения уравнений — графический метод.

Графический метод решения уравнений не дает высокой точности 
нахождения корней уравнения, и с его помощью чаще всего можно по-
лучить только грубые приближения корней. Иногда удобно графически 
определить количество корней уравнения или найти границы, в которых 
находятся эти корни. В некоторых случаях можно графически доказать, 
что уравнение не имеет корней. По указанным причинам в школь ном 
курсе алгебры и начал анализа под требованием «решить уравнение» 
понимается требование «используя методы точного решения, найти  
корни данного уравнения». Приближенными методами решения уравне-
ний можно пользоваться только тогда, когда об этом говорится в условии 
задачи (например, если ставится задача решить уравнение графически).

В основном при решении уравнений разных видов нам придется 
применять один из двух методов решения. Первый из них состоит в том, 
что данное уравнение заменяется более простым уравнением, имеющим 
те же корни,— равносильным уравнением. В свою очередь, полученное 
уравнение заменяется еще более простым, равносильным ему, и т. д. 
В результате получаем простейшее уравнение, которое равносильно за-
данному и корни которого легко находятся. Эти корни и только они 
являются корнями данного уравнения.

Второй метод решения уравнений состоит в том, что данное уравне-
ние заменяется более простым уравнением, среди корней которого нахо-
дятся все корни данного, то есть так называемым уравнением-следствием. 
В свою очередь, полученное уравнение заменяется еще более простым 
уравнением-следствием, и так далее до тех пор, пока не получим простей-
шее уравнение, корни которого легко находятся. Тогда все корни данного 
уравнения находятся среди корней последнего уравнения. Поэтому, что-
бы найти корни данного уравнения, до статочно корни последнего урав-
нения подставить в данное и с помощью такой проверки получить корни 
данного уравнения (и исключить так называемые посторонние корни — 
те корни последнего уравнения, которые не удовлетворяют заданному).

В следующем пункте будет также показано применение свойств 
функций к решению уравнений определенного вида.

Уравнения-следствия
Рассмотрим более детально, как можно решать уравнения с помощью 

уравнений-следствий. При решении уравнений главное — не потерять 
корни данного уравнения, и поэтому в первую очередь мы должны следить 
за тем, чтобы каждый корень исходного уравнения оставался корнем сле-
дующего. Фактически это и является определением уравнения-следствия: 
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в том случае, когда каждый корень первого уравнения яв
ляется корнем второго, второе уравнение называется след
ствием первого.

Это определение позволяет обосновать такой ориентир: для получе-
ния уравнения-следствия достаточно рассмотреть данное уравнение как 
верное числовое равенство и гарантировать (то есть иметь возможность 
обосновать), что каждое следующее уравнение мы можем получить как 
верное числовое равенство.

Действительно, если придерживаться этого ориентира, то каждый 
корень первого уравнения обращает это уравнение в верное числовое 
равенство, но тогда и второе уравнение будет верным числовым равен-
ством, то есть рассматриваемое значение переменной является корнем 
и второго уравнения, а это и означает, что второе уравнение является 
следствием первого.

Применим приведенный ориентир к уравнению x

x

2 1

1
0−

+
=  (пока что 

не ис поль зуя известное условие равенства дроби нулю).
Если правильно то, что дробь равна нулю, то обязательно ее чис-

литель равен нулю. Таким образом, из заданного уравнения получаем 
уравнение-следствие х2 – 1 = 0. Но тогда верно, что (х – 1)(х + 1) = 0. 
Последнее уравнение имеет два корня: х = 1 и х = –1. Подставляя их 
в заданное уравнение, видим, что только корень х = 1 удовлетворяет ис-
ходному уравнению. Почему это случилось?

Это происходит поэтому, что, используя уравнения-следствия, мы га-
рантируем только то, что корни заданного уравнения не теряются (каждый 
корень первого уравнения является корнем второго). Но второе уравнение, 
кроме корней первого уравнения, имеет еще и другой корень, который не 
является корнем первого уравнения. Для первого уравнения этот корень 
является посторонним, и, чтобы его отсеять, выполняется проверка под-
становкой корней в исходное уравнение. (Более полно причины появления 
посторонних корней рассмотрены в таблице 9.) Таким образом, чтобы пра-
вильно применять уравнения-следствия для решения уравнений, необходи-
мо помнить еще один ориентир: при использовании уравнений-следствий 
возможно появление посторонних корней, и поэтому проверка подстанов-
кой корней в исходное уравнение является составной частью решения.

Схема применения этих ориентиров дана в таблице 8. В пункте 3 
этой таблицы приведено решение уравнения 
 x x+ =2 .   (1)

Для решения этого уравнения с помощью уравнений-следствий до-
статочно данное уравнение рассмотреть как верное числовое равенство 
и учесть, что в случае когда два числа равны, то и их квадраты также 
будут равны:
 x x+( ) =2

2
2.   (2)
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То есть мы гарантируем, что если равенство (1) верно, то и равенство 
(2) также будет верным, а это и означает (как было показано выше), что 
уравнение (2) является следствием уравнения (1). Если мы хотя бы один раз 
использовали уравнения-следствия (а не равносильные преобразования), 
то можем получить посторонние корни, и тогда в решение обязательно вхо-
дит проверка полученных корней подстановкой их в заданное уравнение.

Замечание. Переход от данного уравнения к уравнению-следствию 
можно обозначить специальным значком ⇒, но его использование для 
 записи решения не является обязательным. Вместе с тем, если этот 
значок записан, то это свидетельствует о том, что мы воспользовались 
уравнениями-следствиями, и поэтому обязательно в запись решения не-
обходимо включить проверку полученных корней.

Равносильные уравнения
С понятием равносильности вы знакомы еще из курса алгебры 7 

класса, где равносильными назывались те уравнения, которые имели 
одни и те же корни. Заметим, что равносильными считались и такие 
два уравнения, которые не имели корней. Формально будем считать, что 
и в этом случае уравнения имеют одни и те же корни, поскольку ответы 
к таким уравнениям одинаковы: «уравнения не имеют корней» (точнее: 
одинаковыми являются множества корней таких уравнений — они оба 
пустые, что обозначается символом ∅).

В курсе алгебры и начал анализа мы будем рассматривать более об-
щее понятие равносильности, а именно: равносильность на определен-
ном множестве.

Два уравнения называются равносильными на некотором 
множестве, если на этом множестве они имеют одни и те 
же корни, то есть каждый корень первого уравнения явля
ется корнем второго и, наоборот, каждый корень второго 
уравнения является корнем первого.

Для уравнений, заданных на множестве всех действительных чисел 
(например, для линейных), мы можем однозначно дать ответ на вопрос: 
«Равносильны ли данные уравнения?» Например, уравнения х + 3 = 0 
и 2х + 6 = 0 — равносильные, поскольку оба имеют одинаковый корень 
х = –3 и других корней не имеют. Таким образом, каждое из них имеет 
те же решения, что и второе. При рассмотрении равносильности уравне-
ний на множестве, которое отличается от множества всех действитель-
ных чисел, ответ на вопрос «Равносильны ли данные уравнения?» может 
существенно зависеть от того, на каком множестве мы рассматриваем 
эти уравнения. Например, если рассмотреть уравнения:

 x

x

2 1

1
0−

+
= ,    (3)

  х2 – 1 = 0,   (4)
то, как было показано выше, уравнение (3) имеет единственный корень х = 1, 
а уравнение (4) — два корня: х = 1 и х = –1. Таким образом, на множестве 
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всех действительных чисел эти уравнения не являются равносильными, по-
скольку у уравнения (4) есть корень х = –1, которого нет у уравнения (3). Но 
на множестве положительных действительных чисел эти уравнения равно-
сильны, поскольку на этом множестве уравнение (3) имеет единственный 
положительный корень х = 1 и уравнение (4) также имеет единственный 
положительный корень х = 1. Следовательно, на множестве положитель-
ных чисел каждое из этих уравнений имеет те же решения, что и второе.

Укажем, что множество, на котором рассматривается равносиль-
ность уравнений, как правило, не задается искусственно (как в послед-
нем случае), а чаще всего таким множеством является ОДЗ исходного 
уравнения. Договоримся, что далее 

все равносильные преобразования уравнений (а также нера-
венств и систем уравнений и неравенств) мы будем выполнять 
на ОДЗ исходного уравнения (неравенства или системы). 

Отметим, что в том случае, когда ОДЗ заданного уравнения является 
множество всех действительных чисел, мы не всегда будем ее записы-
вать (как не записывали ОДЗ при решении линейных или квадратных 
уравнений). И в других случаях главное — не записать ОДЗ в решение 
уравнения, а реально учесть ее при выполнении равносильных преобра-
зований данного уравнения.

Например, для уравнения x x+ =2  ОДЗ задается неравенством 
х + 2 l 0. Когда мы переходим к уравнению х + 2 = х2, то для всех его 
корней это уравнение является верным равенством. Тогда выражение х2, 
стоящее в правой части этого равенства, всегда неотрицательно (х2 l 0), 
таким образом, и равное ему выражение х + 2 также будет неотрица-
тельным: х + 2 l 0. Но это и означает, что ОДЗ данного уравнения 
(х + 2 l 0) учтено автоматически для всех корней второго уравнения 

и поэтому при переходе от уравнения x x+ =2  к урав нению х + 2 = х2 
ОДЗ заданного уравнения можно не записывать в решение.

Для выполнения равносильных преобразований попробуем выделить 
общие ориентиры, аналогичные соответствующим ориентирам получе-
ния уравнений-следствий. Как указывалось выше, выполняя равно-
сильные преобразования уравнений, необходимо учесть ОДЗ данного 
уравнения — это и есть первый ориентир для выполнения равносильных 
преобразований уравнений. По определению равносильности уравнений 
необходимо гарантировать, чтобы каждый корень первого уравнения 
был корнем второго и, наоборот, каждый корень второго уравнения был 
корнем первого. Для первой части этого требования мы уже выделили 
общий ориентир: достаточно гарантировать сохранение правильности 
равенства при переходе от первого уравнения ко второму. 

Но тогда, чтобы выполнить вторую часть этого требования, достаточ-
но второе уравнение рассмотреть как верное равенство (то есть взять та-
кое значение переменной, которое является корнем второго уравнения) 
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и гарантировать, что при переходе к первому верное равенство сохраня-
ется (этот корень остается и корнем первого уравнения). Фактически из 
определения равносильности уравнений получаем, что каждое из рав-
носильных уравнений является следствием другого уравнения). Таким 
образом, при выполнении равносильных преобразований мы должны 
гарантировать сохранение правильности равенства на каждом шаге ре-
шения не только при прямых, но и при обратных преобразованиях — 
это и является вторым ориентиром для решения уравнений с помощью 
равносильных преобразований. (Соответствующие ориентиры схемати-
чески представлены в пункте 5 табл. 8.)

Например, чтобы решить с помощью равносильных преобразований 

урав нение x

x

2 1

1
0−

+
= ,  достаточно учесть его ОДЗ: х + 1 ≠ 0 и условие ра-

венства дроби нулю (дробь равна нулю тогда и только тогда, когда чис-
литель дроби равен нулю, а знаменатель не равен нулю). Также следует 
обратить внимание на то, что на ОДЗ все необходимые преобразования 
можно выполнить как в прямом, так и в обратном направлениях с со-
хранением правильности равенства.

Запись решения в этом случае может быть такой: 
x

x

2 1

1
0−

+
= .  ОДЗ: х + 1 ≠ 0. Тогда х2 – 1 = 0. Отсюда х = 1 (удовлетворяет 

условию ОДЗ) или х = –1 (не удовлетворяет условию ОДЗ). Ответ: 1.
Для выполнения равносильных преобразований уравнений можно также 

пользоваться специальными теоремами о равносильности. В связи с уточне-
нием определения равносильности уравнений обобщим также формулировки 
простейших теорем о равносильности, известных из курса алгебры 7 класса.

Теорема 1. Если из одной части уравнения перенести в дру
гую часть слагаемые с противоположным знаком, то получим 
уравнение, равносильное заданному (на любом множестве).

Теорема 2. Если обе части уравнения умножить или раз
делить на одно и то же число, не равное нулю (или на одну 
и ту же функцию, которая определена и не равна нулю на 
ОДЗ заданного уравнения), то получаем уравнение, равно
сильное заданному (на ОДЗ заданного).

Обоснование этих теорем полностью аналогично обоснованию ориен-
тиров для равносильных преобразований данного уравнения.

Замечание. Для обозначения перехода от данного уравнения к рав-
носильному ему уравнению можно применять специальный значок ⇔, 
но его использование при записи решений не является обязательным. 
Например, запись решения последнего из рассмотренных уравнений мо-
жет быть такой.

x
x

x

x

x

x

x2

2 2

1
1

0
1 0

1 0

1

1

1−
+ = ⇔

+ ≠
− =

⇔



≠ −
=

⇔



≠ −, , ,              

xx x
x

= = −
⇔




=
1 1

1
  èëè

.  Ответ: 1.



§ 3. Уравнения   75

Задача 1  Решите уравнение 5

2

3

1x x− −
= .

Решение Комментарий

 ОДЗ: х – 2 ≠ 0 и х – 1 ≠ 0.
На этой ОДЗ данное уравнение 

равносильно уравнениям:

 5

2

3

1
0

x x− −
− = ,   (1)

  
5 1 3 2

2 1
0

( ) ( )

( ) ( )
,

x x

x x

− − −
− −

=  (2)

 2 1

2 1
0x

x x

+
− −

=
( ) ( )

,   (3)

   2х + 1 = 0,  (4)

то есть x = − 1

2
.

Учтем ОДЗ. При x = − 1

2
: 

x − = − − = − ≠2 2 2 01

2

1

2
,

x − = − − = − ≠1 1 1 01

2

1

2
.

Таким образом, x = − 1

2
 — корень.

Ответ: − 1

2
.  

Используем равносильные пре-
образования для решения данного 
уравнения. Для этого необходимо 
учесть ОДЗ, поэтому зафиксируем 
ее ограничения в начале решения.

Укажем, что в уравнениях огра-
ничения ОДЗ можно только зафик-
сировать, но не решать, а в конце 
проверить, выполняются ли эти 
ограничения для найденных корней.

При переносе члена данного 
уравнения из одной части уравне-
ния в другую с противоположным 
знаком получаем уравнение (1), рав-
носильное заданному.

Приводя к общему знаменате-
лю, раскрывая скобки и приводя 
подобные члены, снова получаем 
верное равенство и можем обосно-
вать, что при выполнении обратных 
действий равенство также не нару-
шается, таким образом, полученные 
уравнения (1)–(3) равносильны за-
данному (на его ОДЗ).

Дробь равна нулю тогда и толь-
ко тогда, когда числитель дроби 
равен нулю, а знаменатель не ра-
вен нулю. Но второе условие уже 
учтено в ограничениях ОДЗ, таким 
образом, получаем уравнение (4), 
равносильное заданному уравнению 
на его ОДЗ. Поскольку все преоб-
разования были равносильными 
только с учетом ОДЗ, то мы долж-
ны проверить, удовлетворяет ли по-
лученное число ограничениям ОДЗ.

4. Причины появления посторонних корней и потери корней при ре-
шении уравнений. Наиболее типичные случаи появления посторонних 
корней и потери корней приведены в таблице 9. Там же указано, как 
в каждом из этих случаев получить правильное (или полное) решение.
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Таблица 9

Причина
При каких  

преобразованиях это 
может происходить 

Пример неправильного  
(или неполного) решения

Где ошибка
Как получить  

правильное (или 
 полное) решение

Пример правильного  
(или полного) решения

1. Появление посторонних корней при решении уравнения

Получение 
уравнений-
следствий:

1. Приведение по-
добных членов

x x x x2 2 6 2+ − = + − .
Перенесем из правой части урав-

нения в левую слагаемое x − 2  
с противоположным знаком 
и приведем подобные члены.
Получим х2 – 6х = 0, 

х
1
 = 0, х

2
 = 6

х
1
 = 0 не являет-

ся корнем задан-
ного уравнения

Выполнить про-
верку подстанов-
кой корней в за-
данное уравнение

 х2 – 6х = 0, х
1
 = 0, х

2
 = 6.

Проверка показывает, что 
х

1
 = 0 — посторонний корень, 

х
2
 = 6 — корень.

Ответ: 6. 

а)  переход 
к уравнению, 
ОДЗ кото-
рого шире, 
чем ОДЗ 
заданного 
уравнения;

2. Приведение 
обеих частей 
уравнения 
к общему зна-
менателю (при 
сокращении 
знаменателя)

4

2

7

3

4

5 62x x x x+ + + +
+ = .

Умножим обе части урав-
нения на общий знаменатель 
всех дробей 

(х + 2) (х + 3).
Получим

4 (х + 3) + 7 (х + 2) = 4,
11х = –22,  х = –2

х = –2 не являет-
ся корнем задан-
ного уравнения

 4 (x + 3) + 7 (x + 2) = 4;
11x = –22,  x = –2.

Проверка показывает, что 
х = –2 — посторонний корень.
Ответ: корней нет. 

3. Возведение 
обеих частей 
иррациональ-
ного уравнения 
в квадрат

2 1x x+ = .
Возведем обе части уравнения 
в квадрат.

2х + 1 = х,
х = –1

х = –1 не являет-
ся корнем задан-
ного уравнения

 2х + 1 = х,  х = –1.
Проверка показывает, что 
х = –1 — посторонний корень.
Ответ: корней нет. 

б) выполнение 
преобразо-
ваний, при 
 которых 
происходит 
 неявное 
умножение 
на нуль;

Умножение обеих 
частей уравнения 
на выражение с пе-
ременной

х2 + х + 1 = 0.
Умножим обе части уравнения 
на х – 1.

(х – 1) (х2 + х + 1) = 0.
Получим х3 – 1 = 0,

х = 1

х = 1 не является 
корнем заданного 
уравнения

В данном уравнении не было 
необходимости умножать на 
х – 1.

х2 + х + 1 = 0.
 D = –3 < 0.
Ответ: корней нет. 
Если применить умножение обе-
их частей уравнения на х – 1, 
то проверка показывает, что 
х = 1 — посторонний корень, то 
есть уравнение не имеет корней. 
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Таблица 9

Причина
При каких  

преобразованиях это 
может происходить 

Пример неправильного  
(или неполного) решения

Где ошибка
Как получить  

правильное (или 
 полное) решение

Пример правильного  
(или полного) решения

1. Появление посторонних корней при решении уравнения

Получение 
уравнений-
следствий:

1. Приведение по-
добных членов

Перенесем из правой части урав-

нения в левую слагаемое  
с противоположным знаком 
и приведем подобные члены.
Получим х2 – 6х = 0, 

х
1
 = 0, х

2
 = 6

х
1
 = 0 не являет-

ся корнем задан-
ного уравнения

Выполнить про-
верку подстанов-
кой корней в за-
данное уравнение

x x x x2 2 6 2+ − = + − .
 х2 – 6х = 0, х

1
 = 0, х

2
 = 6.

Проверка показывает, что 
х

1
 = 0 — посторонний корень, 

х
2
 = 6 — корень.

Ответ: 6. 

а)  переход 
к уравнению, 
ОДЗ кото-
рого шире, 
чем ОДЗ 
заданного 
уравнения;

2. Приведение 
обеих частей 
уравнения 
к общему зна-
менателю (при 
сокращении 
знаменателя)

Умножим обе части урав-
нения на общий знаменатель 
всех дробей 

(х + 2) (х + 3).
Получим

4 (х + 3) + 7 (х + 2) = 4,
11х = –22,  х = –2

х = –2 не являет-
ся корнем задан-
ного уравнения

4

2

7

3

4

5 62x x x x+ + + +
+ = .

 4 (x + 3) + 7 (x + 2) = 4;
11x = –22,  x = –2.

Проверка показывает, что 
х = –2 — посторонний корень.
Ответ: корней нет. 

3. Возведение 
обеих частей 
иррациональ-
ного уравнения 
в квадрат

Возведем обе части уравнения 
в квадрат.

2х + 1 = х,
х = –1

х = –1 не являет-
ся корнем задан-
ного уравнения

2 1x x+ = .
 2х + 1 = х,  х = –1.
Проверка показывает, что 
х = –1 — посторонний корень.
Ответ: корней нет. 

б) выполнение 
преобразо-
ваний, при 
 которых 
происходит 
 неявное 
умножение 
на нуль;

Умножение обеих 
частей уравнения 
на выражение с пе-
ременной

х2 + х + 1 = 0.
Умножим обе части уравнения 
на х – 1.

(х – 1) (х2 + х + 1) = 0.
Получим х3 – 1 = 0,

х = 1

х = 1 не является 
корнем заданного 
уравнения

В данном уравнении не было 
необходимости умножать на 
х – 1.

х2 + х + 1 = 0.
 D = –3 < 0.
Ответ: корней нет. 
Если применить умножение обе-
их частей уравнения на х – 1, 
то проверка показывает, что 
х = 1 — посторонний корень, то 
есть уравнение не имеет корней. 
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Продолжение табл. 9

Причина
При каких  

преобразованиях это 
может происходить 

Пример неправильного  
(или неполного) решения

Где ошибка
Как получить  

правильное (или 
 полное) решение

Пример правильного  
(или полного) решения

1. Появление посторонних корней при решении уравнения

в)  п р и м е н е -
ние к обе-
им частям 
уравнения 
ф у н к ц и и , 
к о т о р а я 
не являет-
ся возрас-
тающей или 
убывающей.

Возведение обеих 
час тей уравнения 
в четную степень 
или применение 
к обеим частям 
уравнения тригоно-
метрических функ-
ций (см. с. 365)

х – 1 = 2х + 1.
Возведем обе части уравнения 
в квадрат:

(х – 1) 2 = (2х + 1) 2.
Получим 3х2 + 6х = 0,

х
1
 = 0, х

2
 = –2

х
1
 = 0 не являет-

ся корнем задан-
ного уравнения

Выполнить про-
верку подстанов-
кой корней в за-
данное уравнение

В данном уравнении не было 
необходимости возводить 
в квад рат.

х – 1 = 2х + 1.
 х – 2х = 1 + 1, х = –2.
Ответ: –2. 
Если применить возведение 
в квадрат, то проверка показы-
вает, что х

2
 = –2 — корень, a 

х
1
 = 0 — посторонний корень

2. Потеря корней при решении уравнения

Явное или не-
явное сужение 
ОДЗ заданно
го уравнения, 
в частности вы-
полнение пре-
о бра зований , 
в ходе которых 
происходит не-
явное деление 
на нуль

1. Деление обеих 
частей уравне-
ния на выраже-
ние с перемен-
ной

х2 = х.
Поделив обе части уравнения 
на х, получим

х = 1

Потеряли корень 
х = 0, поскольку 
после деления на х 
фактически полу-
чили уравнение

ОДЗ которого: 
х ≠ 0, то есть су-
зили ОДЗ задан-
ного уравнения

Те значения, на 
которые сузилась 
ОДЗ, необходимо 
рассмотреть от-
дельно

x2 = x.
1. При х = 0 получаем

02 = 0 — верное равенство, 
таким образом, х = 0 — 
корень.

2. При х ≠ 0 получаем

 х = 1.

Ответ: 0; 1. 
(Конечно, удобнее решать 
так: x2 – x = 0, 
х (х – 1) = 0, х = 0 или х = 1.)

2. Сложение, вы-
читание, умно-
жение или де-
ление обеих ча-
стей уравнения 
на выражение, 
ОДЗ которого 
уже, чем ОДЗ 
заданного урав -
нения

х2 = 1.
Если к обеим частям уравне-

ния прибавить x,  то получим 

уравнение 

x x x2 1+ = + ,
у которого только один корень

х = 1

Потеряли корень 
х = –1, поскольку 
ОДЗ данного 
уравнения: х — 
любое число, а 

 существует 
только при х l 0

В данном уравнении не было 
необходимости прибавлять 

к обеим частям  
 х2 = 1, х = ±1.
Ответ: ±1. 
(Если бы пришлось прибавить 

к обеим частям  то при 

x < 0 данное уравнение необхо-
димо рассмотреть отдельно, 
и тогда получим еще и корень 
х = –1.)
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Продолжение табл. 9

Причина
При каких  

преобразованиях это 
может происходить 

Пример неправильного  
(или неполного) решения

Где ошибка
Как получить  

правильное (или 
 полное) решение

Пример правильного  
(или полного) решения

1. Появление посторонних корней при решении уравнения

в)  п р и м е н е -
ние к обе-
им частям 
уравнения 
ф у н к ц и и , 
к о т о р а я 
не являет-
ся возрас-
тающей или 
убывающей.

Возведение обеих 
час тей уравнения 
в четную степень 
или применение 
к обеим частям 
уравнения тригоно-
метрических функ-
ций (см. с. 365)

х – 1 = 2х + 1.
Возведем обе части уравнения 
в квадрат:

(х – 1) 2 = (2х + 1) 2.
Получим 3х2 + 6х = 0,

х
1
 = 0, х

2
 = –2

х
1
 = 0 не являет-

ся корнем задан-
ного уравнения

Выполнить про-
верку подстанов-
кой корней в за-
данное уравнение

В данном уравнении не было 
необходимости возводить 
в квад рат.

х – 1 = 2х + 1.
 х – 2х = 1 + 1, х = –2.
Ответ: –2. 
Если применить возведение 
в квадрат, то проверка показы-
вает, что х

2
 = –2 — корень, a 

х
1
 = 0 — посторонний корень

2. Потеря корней при решении уравнения

Явное или не-
явное сужение 
ОДЗ заданно
го уравнения, 
в частности вы-
полнение пре-
о бра зований , 
в ходе которых 
происходит не-
явное деление 
на нуль

1. Деление обеих 
частей уравне-
ния на выраже-
ние с перемен-
ной

х2 = х.
Поделив обе части уравнения 
на х, получим

х = 1

Потеряли корень 
х = 0, поскольку 
после деления на х 
фактически полу-
чили уравнение

x

x

x

x

2

= ,

ОДЗ которого: 
х ≠ 0, то есть су-
зили ОДЗ задан-
ного уравнения

Те значения, на 
которые сузилась 
ОДЗ, необходимо 
рассмотреть от-
дельно

x2 = x.
1. При х = 0 получаем

02 = 0 — верное равенство, 
таким образом, х = 0 — 
корень.

2. При х ≠ 0 получаем

x

x

x

x

2

= ,  х = 1.

Ответ: 0; 1. 
(Конечно, удобнее решать 
так: x2 – x = 0, 
х (х – 1) = 0, х = 0 или х = 1.)

2. Сложение, вы-
читание, умно-
жение или де-
ление обеих ча-
стей уравнения 
на выражение, 
ОДЗ которого 
уже, чем ОДЗ 
заданного урав -
нения

х2 = 1.
Если к обеим частям уравне-

ния прибавить  то получим 

уравнение 

у которого только один корень
х = 1

Потеряли корень 
х = –1, поскольку 
ОДЗ данного 
уравнения: х — 
любое число, а 

x  существует 
только при х l 0

В данном уравнении не было 
необходимости прибавлять 

к обеим частям x.  
 х2 = 1, х = ±1.
Ответ: ±1. 
(Если бы пришлось прибавить 

к обеим частям x,  то при 

x < 0 данное уравнение необхо-
димо рассмотреть отдельно, 
и тогда получим еще и корень 
х = –1.)
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Вопросы для контроля
1. Что называется корнем уравнения? Приведите примеры.
2. Дайте определение области допустимых значений (ОДЗ) уравнения. 

Приведите примеры.
3. Дайте определение уравнения-следствия данного уравнения. При-

ведите примеры. Объясните, в каком случае можно гарантировать, 
что в результате преобразований уравнения получили уравнение-
следствие.

4. Дайте определение равносильных уравнений. Приведите примеры. 
Объясните, в каком случае можно гарантировать, что в результате пре-
образований уравнения получили уравнение, равносильное данному.

5. Сформулируйте основные теоремы о равносильности уравнений. 
Приве дите примеры их использования.

6. Объясните, в результате каких преобразований данного уравнения 
можно получить посторонние для данного уравнения корни. Как 
можно исключить посторонние корни? Приведите примеры.

7. Объясните, в результате каких преобразований данного уравнения 
можно потерять корни данного уравнения. Приведите примеры. 
Объясните на примерах, как необходимо дополнить соответствую-
щие преобразования, чтобы не потерять корни данного уравнения.

Упражнения
1. Найдите область допустимых значений (ОДЗ) уравнения:

1) x

x

x

x

−
+

−− =5

2

2 3 0;    3) x x

x
= −

−
3 6

1
;  

2) 
2 1

3 12
0x x

x

+
+

− = ;  4 ) x x

x
2 5 05

4
+ − =−

+
.

2. Выясните: а) является ли второе уравнение следствием первого; 
б) являются ли эти уравнения равносильными (ответ обоснуйте):

1) 2x2 – 8x – 9 = 0 и x2 – 4x – 4,5 = 0; 2) 
x

x x

2

2

4

5 6
0−

− +
=  и x2 – 4 = 0.

3°. Обоснуйте равносильность уравнений:
1) 5x – 8 = 7 – 3x  и  5x + 3x = 7 + 8; 
2) (2x – 1) (x2 + 5) = x (x2 + 5)  и  2x – 1 = x.

4°. Обоснуйте, что данные уравнения не являются равносильными:

1) x
x x

2 1

3

1

3
9+ = +

+ +
 и x2 = 9;    2) (2x – 1) (x2 – 5) = x (x2 – 5) и 2x – 1 = x.

5°. Объясните, какие преобразования были использованы при переходе 
от первого уравнения ко второму и могут ли они приводить к нару-
шению равносильности:
1) 3x + 1,1 = 6,8 – 2x  и  3x + 2x = 6,8 – 1,1;

2) x

x
x

2
281

9
3 1 0−

+
+ − =   и  x – 9 + 3x2 – 1 = 0;
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3) 5
3 1

3
x

x− + =   и  5 + x (3x – 1) = 3 (3x – 1);

4) x x2 1 2− = −   и  x2 – 1 = x2 – 4x + 4.
 6. Являются ли равносильными данные уравнения на ОДЗ первого из них:

1) 5 – x = x + 7  и  5 71

3

1

3
− + = + +

− −
x x

x x
;  

2) 12 2

2

5

2

−
−

−
−

=x

x

x

x
  и  12 – 2x = x – 5;

3) 6 – x = 10  и  6 10− + − =x x x ;
4) (x2 + 2x – 3) (x2 + 6) = 5 (x2 + 6)  и  x2 + 2x – 3 = 5;

5) x2 – 1 = 6x – 1  и  x

x

x

x

2 1 6 1− −= ?

 7. Решите уравнение и укажите, какое преобразование могло привести 
к нарушению равносильности:

1) 8 5

2

8 3

x

x x

x
x− = −− + ;  2) x x

x

x x

x4

2 8 4 22

+ =− + − −( ) ( ) ( )
;

3) 
7

3

1

3

6

9

4

32x x x

x

x+ − −
−
+

− = − ;  4) 
1

2

6

3 12

1

22
1

x

x

x x−
−
− −

+ = − .

 8. Решите уравнение с помощью уравнений-следствий и укажите, ка-
кое преобразование могло привести к нарушению равносильности:

1) 3 2 5 1 2x x x x+ − = − + − ;  2) 2 5 1x x+ = + ;

3) 3 2 1− = −x x;  4) 5 42+ = −x x .
 9. При каком условии уравнения являются равносильными:

1) 
f x

x
g x

( )
( )

2 3−
=  и f (x) = g (x) (2x – 3); 

2) f x x g x x( ) ( )+ = +  и f (x) = g (x)?

10. Может ли произойти потеря корней или появление посторонних 
корней, если:
1) уравнение (x2 + 7) f (x) = 4x2 + 28 заменить уравнением f (x) = 4;
2) уравнение (x – 1) f (x) = (x – 1) g (x) заменить уравнением f (x) = g (x);

3) уравнение 
f x

x

g x

x

( ) ( )

+ +
=

3 3
 заменить уравнением f (x) = g (x);

4) уравнение f x

x

( )

3 52 0
+

=  заменить уравнением f (x) = 0?

11. Решите уравнение и обоснуйте, что построена цепочка равносиль-
ных уравнений:
1) 13 – (x – 1)2 + (2x – 1) (x + 1) = (x + 2)2;
2) (x – 1)3 – (x – 3)3 = 3x + 26;
3) (x + 1)3 – (x – 1)3 = 6 (x2 + x + 1);
4) (3x – 1)2 + (6x – 3) (2x + 1) = (x – 1)2 + 5 (2x + 1)2.
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3.2. Применение свойств функций к решению уравнений

Таблица 10

Ориентир Пример

1. Конечная ОДЗ

Если область допустимых 
значений (ОДЗ) уравнения 
(неравенства или системы) 
состоит из конечного числа 
значений, то для решения 
достаточно проверить все 
эти значения

x x x2 21 1 2 2− + = + − .

 ОДЗ: 
x

x

x

x
x x

2

2

2

2

21 0

2 2 0

1

1
1 1

−
−






⇔






⇔ = ⇔ = ±

l

l

l

m

, ,
.

Проверка.

х = 1 — корень 0 1 1 0 1 1+ = + =( ), ,

х = –1 — не корень 0 1 1 0− ≠ +( ).
Ответ: 1. 

2. Оценка левой и правой частей уравнения

f x g x( ) ( )=   ⇔
=
=





f x a

g x a

( ) ,

( )

Если надо решить уравнение вида 
f (x) = g (x) и выяснилось, что 
f (x) l а, g (x) m a, то равенство 
между левой и правой частями 
возможно тогда и только тогда, 
когда f (x) и g (x) одновременно 
равны а

1 12− = +x x .

 f (x) = 1 – х2 m 1,

g x x( ) = +1 1l  (так как x l 0).
Итак, заданное уравнение равно силь-
но системе

1 1

1 1
0

2− =

+ =






⇔ =

x

x
x

,

Ответ: 0. 

f
1
 (x) + f

2
 (x) + 

       +...+ f
п (x) = 0

f
1
 (x) l 0,

f
2
 (x) l 0,

............
f
п (x) l 0

⇔

=
=

=











f x

f x

f xn

1

2

0

0

0

( ) ,

( ) ,

...........

( ) .

Сумма нескольких неотрицатель-
ных функций равна нулю тогда 
и только тогда, когда все функ-
ции одновременно равны нулю

x x x x− + − + − =2 2 4 02 2 2( ) .

 f x x1 2 0( ) ,= − l  f
2
 (x) = | x2 – 2x | l 0,

f
3
 (x) = (х2 – 4)2 l 0.

Итак, заданное уравнение равносиль-
но системе

 

x

x x

x

− =

− =

− =










2 0

2 0

4 0

2

2 2

,

,

( ) .

Из первого уравнения получаем х = 2, 
что удовлетворяет всей сис теме
Ответ: 2. 
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Продолжение табл. 10

3. Использование возрастания и убывания функций
Схема решения уравнения

1. Подбираем один или несколько корней уравнения.
2. Доказываем, что других корней это уравнение не имеет (используя тео-

ремы о корнях уравнения или оценку левой и правой частей уравнения)

Теоремы о корнях уравнения

1. Если в уравнении f (x) = a функция 
f (x) возрастает (убывает) на не-
котором промежутке, то это урав-
нение может иметь не более чем 
один корень на этом промежутке.

Пример
Уравнение x x+ =2 33  имеет един-

ственный корень х = 1 1 2 1 33+ =( æ ,  
то есть 3 = 3), поскольку функция 

f x x x( ) = +2 3  возрастает на всей 
области определения х l 0

2.  Если в уравнении f (x) = g (x) функ-
ция f (x) возрастает на некотором 
промежутке, а функция g (x) убы-
вает на этом же промежутке (или 
наоборот), то это уравнение может 
иметь не более чем один корень на 
этом промежутке.

Пример
Уравнение x x x+ = −3 3  имеет 
единственный корень х = 1 

1 1 3 13+ = −( ,  то есть 2 = 2), 

поскольку f x x x( ) = + 3  возрастает 

на всей области определения х l 0, 
а g (x) = 3 – х убывает (на множе-
стве R, а следовательно, и при x l 0)

Объяснение и обоснование

1. Конечная ОДЗ. Напомним, что в случае, когда дано уравнение f (x) = g (x), 
общая область определения для функций f (x) и g (x) называется областью 
допустимых значений этого уравнения. Понятно, что каждый корень за-
данного уравнения принадлежит как области определения функции f (x), 
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так и области определения функции g (x). Таким образом, каждый корень 
уравнения обязательно принадлежит ОДЗ этого уравнения. Это позволя-
ет в некоторых случаях за счет анализа ОДЗ получить решение уравнения.

Например, если дано уравнение x x x− + − = −2 4 2 3 6,  то его ОДЗ 

можно записать с помощью системы 
x

x

−
−





2 0

4 2 0

l
l

,

.
 Решая эту систему, по-

лучаем 
x

x

l
m

2

2

,

,





 то есть х = 2. Таким образом, ОДЗ данного уравнения со-

стоит только из одного значения х = 2. Но если только для одного числа 
необходимо выяснить, является ли оно корнем данного уравнения, то 
для этого достаточно подставить это значение в уравнение. В результате 
получаем верное числовое равенство (0 = 0). Следовательно, х = 2 — ко-
рень данного уравнения. Других корней у этого уравнения быть не мо-
жет, поскольку все корни уравнения находятся в его ОДЗ, а там нет 
других значений, кроме х = 2.

 Рассмотренный пример позволяет выделить ориентир для решения 
аналогичных уравнений:

если ОДЗ уравнения (а также неравенства или системы) со
стоит из конечного числа значений, то для решения доста
точно проверить все эти значения. 

Замечание. В том случае, когда ОДЗ — пустое множество (не 
содержит ни одного числа), мы можем сразу дать ответ, что данное 
уравнение не имеет корней.

Например, если необходимо решить уравнение x x x− = − +3 2 5 ,  то 

его ОДЗ задается системой 
x

x

−
−





3 0

2 0

l
l

,

,
 то есть системой 

x

x

l
m

3

2

,

,





 которая не 

имеет решений. Таким образом, ОДЗ данного уравнения не содержит ни 
одного числа, и поэтому это уравнение не имеет корней.

2. Оценка левой и правой частей уравнения. Некоторые уравнения мож-
но решить с помощью оценки левой и правой частей уравнения.

Пусть дано уравнение f (x) = g (x), и нам удалось выяснить, что для 
всех допустимых значений x значение f (x) l a, а значение g (x) m a.

 Рассмотрим два случая: 1) f (x) > a; 2) f (x) = а.
Если f (x) > a, то равенство f (x) = g (x) не может выполняться, по-
тому что g (x) m a, то есть при f (x) > a данное уравнение корней не 
имеет. Остается только случай f (x) = a, но, учитывая необходимость 
выполнения равенства f (x) = g (x), имеем, что тогда и g (x) = a. Та-
ким образом, мы обосновали, что выполнение равенства f (x) = g (x) 
(при условии f (x) l a и g (x) m a) гарантирует одновременное выпол-
нение равенств f (x) = а и g (x) = а (и наоборот, если одновременно 



§ 3. Уравнения   85

выполняются равенства f (x) = а и g (x) = а, то выполняется и равен-
ство f (x) = g (x)). Как было показано в п. 3.1, это и означает, что 

уравнение f (x) = g (x) равносильно системе 
f x a

g x a

( ) ,

( ) .

=
=





 Коротко это 

можно записать так:

⇔
=
=





f x a

g x a

( ) ,

( )

   

f x g x( ) ( )=

f (x) l a,
g (x) m a

Пример использования такого приема решения уравнений приведен 
в пунк те 2 таблицы 10.

Аналогично предыдущим рассуждениям обосновывается и ориен-
тир по решению уравнения f

1 
(x) + f

2 
(x) + ... + f

n 
(x) = 0, в котором все 

функции-слагаемые неотрицательны (f
1 
(x) l 0; f

2 
(x) l 0; ...; f

n 
(x) l 0).

 Если предположить, что f
1 
(x) > 0, то сумма всех функций, стоящих 

в левой части этого уравнения, может равняться нулю только тог-
да, когда сумма f

2 
(x) + ... + f

n 
(x) будет отрицательной. Но это не-

возможно, поскольку по условию все функции неотрицательные. 
Таким образом, при f

1 
(x) > 0 данное уравнение не имеет корней. 

Эти же рассуждения можно повторить для любой другой функции-
слагаемого. Остается единственная возможность — все функции-
слагаемые равны нулю (очевидно, что в этом случае равенство 
f

1 
(x) + f

2 
(x) + ... + f

n 
(x) = 0 обязательно будет выполняться). Таким 

образом, сумма нескольких неотрицательных функций равна нулю 
тогда и только тогда, когда все функции одновременно равны нулю. 
Например, чтобы решить уравнение x4 + | x – 1 | = 2x2 – 1, достаточно 

перенес ти все члены в одну сторону, записать уравнение в виде  
(x2 – 1)2 + | x – 1 | = 0 и учесть, что функции (x2 – 1)2 и | x – 1 | неотрицатель-

ные. Таким образом, данное уравнение равносильно системе 
( ) ,

.

x

x

2 21 0

1 0

− =
− =






 

Из второго уравнения получаем х = 1, что удовлетворяет и всей системе. 
Следовательно, данное уравнение имеет единственный корень х = 1.

3. Использование возрастания и убывания функций к решению уравне-
ний опирается на такое свойство: возрастающая или убывающая функ-
ция принимает каждое свое значение только в одной точке ее области 
определения.

Полезно помнить специальные теоремы о корнях уравнения.
Теорема 1. Если в уравнении f (x) = a функция f (x) возрастает 
(убывает) на некотором промежутке, то это уравнение может иметь 
не более чем один корень на этом промежутке.
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Графически утверждение теоремы проиллюстрировано на рисунке 52. 
Прямая у = а пересекает график возрастающей на промежутке [α; β] 
функции у = f (x) только в одной точке. Это и означает, что уравнение 
f (x) = а не может иметь больше одного корня на промежутке [α; β]. До-
кажем это утверждение аналитически.
 Если на промежутке [α; β] уравнение имеет корень x

0
, то f (x

0
) = a. 

Других корней быть не может, поскольку для возрастающей функции 
f (x) при x > x

0 
получаем неравенство f (x) > f (x

0
) = a, а при x < x

0
 — 

неравенство f (x) < f (x
0
) = a. Таким образом, при x ≠ x

0
 f (x) ≠ a. Ана-

логично и для убывающей функции при x ≠ x
0 
получаем f (x) ≠ a. 

Теорема 2. Если в уравнении f (x) = g (x) функция f (x) возрастает 
на некотором промежутке, а функция g (x) убывает на этом же 
промежутке (или наоборот), то это уравнение может иметь не более 
чем один корень на этом промежутке.
Графически утверждение теоремы проиллюстрировано на рисунке 53.

Рис. 52 Рис. 53

 Если на промежутке [α; β] уравнение имеет корень x
0
, то 

f (x
0
) = g (x

0
) = a. Других корней быть не может, поскольку, напри-

мер, для возрастающей функции f (x) и убывающей функции g (x) 
при x > x

0
 имеем f (x) > a, a g (x) < a, таким образом, f (x) ≠ g (x). 

Аналогично и при x < x
0
  f (x) ≠ g (x). 

Каждая из этих теорем утверждает, что в рассмотренном проме-
жутке данное уравнение может иметь не более чем один корень, то есть 
или это уравнение совсем не имеет корней, или оно имеет единствен-
ный корень. Если нам удалось подобрать один корень такого уравнения, 
то других корней в заданном промежутке уравнение не имеет.

Например, чтобы решить уравнение x3 + x = 10, достаточно заме-
тить, что функция f (x) = x3 + x является возрастающей на всей числовой 
прямой (как сумма двух возрастающих функций) и что x = 2 — корень1 

1 Корень x = 2 получен подбором. Как правило, подбор начинают с целых 
значений: х = 0, ä1, ä2, ..., которые подставляются в данное уравнение.
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этого уравнения (23 + 2 = 10; 10 = 10). Таким образом, данное уравнение 
f (x) = 10 имеет единственный корень x = 2.

Заметим, что каждая из этих теорем гарантирует единственность 
корня уравнения (если он есть) только на промежутке возрастания (или 
убывания) соответствующей функции. Если функция имеет несколько 
промежутков возрастания и убывания, то приходится рассматривать 
каждый из них отдельно.

Пример  Решим с помощью теоремы 2 уравнение x x
x

3 2+ = .

 Сначала следует учесть его ОДЗ: x ≠ 0 и вспомнить, что функция 

y
x

= 2  на всей области определения не является ни убывающей, ни воз-

растающей (п. 2.2), но она убывает на каждом из промежутков (–∞; 0) 
и (0; +∞). Поэтому рассмотрим каждый из этих промежутков отдельно.

1) При x > 0 данное уравнение имеет корень x = 1 1 1 2 23 2

1
+ = =( ), .

Функция f (x) = x3 + x возрастает при x > 0 (как было показано 

выше, она возра стает на множестве R), а функция g x
x

( ) = 2  убывает 

на промежутке x > 0. Таким образом, данное уравнение f (x) = g (x) 
при x > 0 имеет единственный корень x = 1.

2) При x < 0 данное уравнение имеет корень x = –1 ( ) ( ) , .− + − = − = −( )−
1 1 2 23 2

1
  

( ) ( ) , .− + − = − = −( )−
1 1 2 23 2

1
 Функция f (x) = x3 + x возрастает при x < 0, а функция 

g x
x

( ) = 2  убывает на этом промежутке. Поэтому данное уравнение 

f (x) = g (x) при x < 0 имеет единственный корень x = –1.
В ответ следует записать все найденные корни (хотя на каждом из 
промежутков корень единственный, но всего корней — два). Итак, 
данное уравнение имеет только два корня: 1 и –1. 

Примеры решения задач

Задача 1 Решите уравнение x x
x

4
4

21 2 1+ = − −( ) .

Решение Комментарий

 ОДЗ: х ≠ 0. На ОДЗ x4 > 0. Тогда 

функция f x x
x

( ) = +4
4

1 2l  (как сум-

ма двух взаимно обратных поло-
жительных чисел), а функция 
g (x) = 2 – (x – 1)2 m 2. 

Если раскрыть скобки и приве-
сти обе части уравнения к общему 
знаменателю, то для нахождения 
корней полученного уравнения при-
дется решать полное уравнение 
восьмой степени, все корни которого 
мы не сможем найти.
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Таким образом, данное уравнение 

равносильно системе 
x

x
x

4
4

2

1 2

2 1 2

+ =

− − =







,

( ) .
 

Из второго уравнения системы полу-
чаем x = 1, что удовлетворяет и пер-
вому уравнению. Таким образом, 
система (а значит, и дан ное уравне-
ние) имеет единственное решение 
х = 1.
Ответ: 1. 

Попытаемся оценить области 
значений функций, стоящих в левой 
и пра вой частях уравнения. Посколь-
ку на ОДЗ (х ≠ 0) x4 > 0, то в левой 
части уравнения стоит сумма двух 
взаимно обратных положительных 
чисел, которая всегда больше или рав-
на 2. В правой части из 2 вычитается 
не отрицательное число (x – 1)2. Та-
ким образом, при всех значениях х 
получаем значение, меньшее или рав-
ное 2. Равенство между левой и пра-
вой частями возможно тогда и только 
тогда, когда обе части равны 2.

Задача 2 Решите систему уравнений 
x x y y

x y

+ = +

+ =







3 3

2 23 36

,

.

Решение Комментарий

 ОДЗ: 
x

y

l
l

0

0

,

.





 Рассмотрим функ-

цию f t t t( ) .= + 3  На своей области 

определения (t l 0) эта функция яв-
ляется возрастающей (как сумма 
двух возрастающих функций). Тогда 
первое уравнение заданной системы, 
которое имеет вид f (x) = f (y), равно-
сильно уравнению x = y. Таким об-
разом, на ОДЗ заданная система 

равносильна системе 
x y

x y

=
+ =





,

.2 23 36
 

Подставляя x = y во второе уравне-
ние системы, имеем 4y2 = 36, y2 = 9, 
y = ä3. Учитывая, что на ОДЗ y l 0, 
получаем y = 3. Тогда x = y = 3.
Ответ: (3; 3). 

Иногда свойства функций уда-
ется применить при решении си-
стем уравнений. Если заметить, что 
в левой и правой частях первого 
уравнения заданной системы стоят 
значения одной и той же функции, 
которая является возрастающей (как 
сумма двух возрастающих функ-
ций), то равенство f (x) = f (у) для 
возрастающей функции возможно 
тогда и только тогда, когда х = у, 
поскольку возрастающая функция 
может принимать одинаковые зна-
чения только при одном значении 
аргумента. (Заметим, что такое же 
свойство будет иметь место и для 
убывающей функции.)

Замечание. Утверждение, обоснованное в комментарии к задаче 2, мо-
жет быть использовано при решении аналогичных задач. Коротко его можно 
сформулировать так: если функция f (x) является возрастающей (или убыва-
ющей) на определенном множестве, то на этом множестве f (α) = f (β) ⇔ α = β.
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Вопросы для контроля
1. Объясните на примерах, как можно использовать свойства функций 

при решении уравнений.
2*. Обоснуйте правильность ориентиров по решению уравнений с ис-

пользованием свойств функций, приведенных в таблице 10.

Упражнения

Решите уравнения (1–4), используя свойства соответствующих 
функций.

1°. 1) x x x x− + = − + +2 8 4 22 ;  

2) 2 9 18 2 32 2 2x x x x+ − = + − − ;

3) 1 1 3 4 2 3 1 2 32 2 2 4− + + + + − − = − − +x x x y y x y .

2°. 1) 4 22 4+ = −x x ;    2) 1 3 15 2+ + = −x x x ;

3*) x x x
x

6
6

21 1 2+ = − − ;   4*) 2 2 2 11

2
x x

x
+ = − − .

3. 1)  | x2 – 7x + 12 | + | x2 – 9 | + | 6 – 2x | = 0; 
 2)  | x + 2 | + | y – 5 | + | 2x2 – 8 | = 0;

3) 1 9 3 02 2− + − + − =y x x x ;  

4) x x x x2 24 2 0− + − + − = ;
5)  x2 + y2 + 5 = 4x + 2y;  
6)  3x2 + y2 + 2z2 = 4y – 6x – 12z – 25.

4. 1) x x− + − =2 6 2;   2) x x x+ + =9 3;

3) 2 1 9 5x x x+ + + = − ;   4) x x
x

− + =
−

2 40

1
;

5) 2 5 2 10x x
x

+ + + = ;   6) 2 10x x x+ = − .

5*. Решите систему уравнений: 

 1) 
x x y y

x y

+ = +
+ =







5 5

2 3 10

,

;
   2) 

− − = − −

+ = −







x x y y

x y

,

;3 3 16
 

 3) 
x y y x

x y

3 3 5 5

2 2 1

− = −
+ =







,

;
  4) 

− − − = −

− =







3 3

3 82 2

x y x y

x y

,

.
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§ 4 НЕРАВЕНСТВА: РАВНОСИЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
НЕРАВЕНСТВ И ОБЩИЙ МЕТОД ИНТЕРВАЛОВ

Таблица 11

1. Понятия неравенства с одной переменной и его решений
Определение Пример

Если два выражения с перемен-
ной соединить одним из знаков 
>, <, l, m, то получим неравен-
ство с переменной.
В общем виде неравенство 
с одной переменной x (напри-
мер, для случая «больше») за-
писывают так: f (x) > g (x)

3x < 1 — линейное неравенство; 
x2 – 3x + 2 > 0 — квадратное неравенство; 

x

x

−
+

<5

2 4
1  — дробное неравенство

Решением неравенства с пере
менной называется значение 
переменной, которое обращает 
заданное неравенство в верное 
числовое неравенство.
Решить неравенство — зна-
чит найти все его решения или 
доказать, что их нет

x = 4 — одно из решений неравенства 
2x – 3 > x, так как при x = 4 получаем 
верное неравенство: 2•4 – 3 > 4, то есть 
5 > 4

2. Область допустимых значений  (ОДЗ)

Областью допустимых значе
ний (или областью определе-
ния) неравенства называется 
общая область определения 
для функций f (x) и g (x), кото-
рые стоят в левой и правой ча-
стях неравенства

Для неравенства x x+ <2  ОДЗ: 
x + 2 l 0, то есть x l –2, так как  область 

определения функции f x x( ) = +2  опре-

деляется условием: x + 2 l 0, а областью 
определения функции g (x) = x является 
множество всех действительных чисел

3. Равносильные неравенства
Определение Простейшие теоремы

Два неравенства называются 
равносильными на некотором 
множестве, если на этом 
множестве они имеют одни 
и те же решения

1.  Если из одной части неравенства 
перенести в другую часть слагаемые 
с противоположным знаком, то по-
лучим неравенство, равносильное за-
данному (на любом множестве)
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Продолжение табл. 11

то есть каждое решение первого 
неравенства является решени-
ем второго и наоборот, каждое 
решение второго неравенства 
является решением первого

2.  Если обе части неравенства умножить 
или разделить на одно и то же поло-
жительное число (или на одну и ту 
же функцию, которая определена 
и положительна на ОДЗ заданного 
неравенства), не меняя знак неравен-
ства, то получим неравенство, равно-
сильное заданному (на ОДЗ заданного 
неравенства)

3.  Если обе части неравенства умножить 
или разделить на одно и то же отри-
цательное число (или на одну и ту же 
функцию, которая определена и отри-
цательна на ОДЗ заданного неравен-
ства) и изменить знак неравенства 
на противоположный, то получим не-
равенство, равносильное заданному 
(на ОДЗ заданного неравенства)

4. Метод интервалов (решения неравенств вида  f (x)  0)

План Пример

1. Найти ОДЗ.
2. Найти нули функции 

f (x) = 0.
3. Отметить нули на ОДЗ 

и найти знак функции f (x) 
а каждом промежутке, на 
которые разбивается ОДЗ.

4. Записать ответ, учитывая 
знак заданного неравен-
ства

Решите неравенство 
x

x

2

2

1

3
0−

+( )
.l

 Пусть f x x

x
( ) .

( )
= −

+

2

2

1

3

1. ОДЗ: (х + 3)2 ≠ 0, то есть, х ≠ –3.
2. Нули функции: f (х) = 0.

x

x

2

2

1

3
0−

+
=

( )
,  х2 – 1 = 0,

х
1
 = –1, х

2
 = 1 (входят в ОДЗ)

3. 

Ответ: (–∞; –3) Ÿ (–3; –1] Ÿ [1; +∞).
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Продолжение табл. 11

5. Схема поиска решения неравенств

Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ

ñ ïîìîùüþ
ðàâíîñèëüíèõ ïðåîáðàçîâàíèé

ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà èíòåðâàëîâ (f (x)   0) 

Ñîõðàíÿòü íà ÎÄÇ 
âåðíîå íåðàâåíñòâî
ïðè ïðÿìûõ è îáðàò- 
íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.

 ,

— èñõîäíîå íåðàâåíñòâî;

— íåðàâåíñòâî, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîãî;

— ñèìâîëè÷åñêîå èçîáðàæåíèå âûïîëíåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé 
(ñ óêàçàíèåì íàïðàâëåíèÿ èõ âûïîëíåíèÿ)

 1

 2

 1

 2
 

Ó÷åñòü  ÎÄÇ
èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà

1.Íàéòè ÎÄÇ.
2.Íàéòè íóëè ôóíêöèè: f (x) = 0.
3.Îòìåòèòü íóëè íà ÎÄÇ è íàé-

òè çíàê ôóíêöèè íà êàæäîì 
ïðîìåæóòêå, íà êîòîðûå ðàç-
áèâàåòñÿ ÎÄÇ.

4.Çàïèñàòü îòâåò, ó÷èòûâàÿ 
çíàê çàäàííîãî íåðàâåíñòâà. 

Объяснение и обоснование

1. Понятия неравенства с переменной и его решений. Если два выра-
жения с переменной соединить одним из знаков >, <, l, m, то получаем 
неравенство с переменной.

Аналогично уравнению, неравенство с переменной (например, со 
знаком >) чаще всего понимают как аналитическую запись задачи о 
нахождении тех значений аргументов, при которых значение одной из 
заданных функций больше, чем значение другой заданной функции. По-
этому в общем виде неравенство с одной переменной x (например, для 
случаев «больше») записывают так: f (x) > g (x).

Напомним, что решением неравенства называется значение перемен-
ной, которое обращает это неравенство в верное числовое неравенство.

Решить неравенство — значит найти все его решения или дока-
зать, что их нет.

Например, решениями неравенства 3x < 6 являются все значения 
x < 2, для неравенства x2 > –1 решениями являются все действительные 
числа (R), а неравенство x2 < –1 не имеет решений, поскольку значение x2

не может быть отрицательным числом, меньшим –1.
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2. Область допустимых значений (ОДЗ) неравенства определяется ана-
логично ОДЗ уравнения. Если задано неравенство f (x) > g (x), то общая 
область определения функций f (x) и g (x) называется областью допусти-
мых значений этого неравенства (иногда используются также термины 
«область определения неравенства» или «множество допустимых значе-
ний неравенства»). Например, для неравенства x2 < x областью допусти-
мых значений являются все действительные числа (это можно записать, 
например, так: ОДЗ: х ∈ R), поскольку функции f (x) = x2 и g (x) = x 
имеют области определения R.

Понятно, что каждое решение заданного неравенства входит как 
в область определения функции f (x), так и в область определения функ-
ции g (x) (иначе мы не сможем получить верное числовое неравенство). 
Таким образом, каждое решение неравенства обязательно входит 
в ОДЗ этого неравенства. Это позволяет в некоторых случаях приме-
нить анализ ОДЗ неравенства для его решения.

Например, в неравенстве x x x− + − >3 2  функция g (x) = x определе-

на при всех действительных значениях x, а функция f x x x( ) = − + −3 2  — 
только при условии, что под знаком квадратного корня будут стоять 
неотрицательные выражения. Таким образом, ОДЗ этого неравенства за-

дается сис темой 
x

x

−
−





3 0

2 0

l
l

,

,
 из которой получаем систему 

x

x

l
m

3

2

,

,





 не имею-

щую решений. Таким образом, ОДЗ заданного неравенства не содержит ни 
одного числа, поэтому это неравенство не имеет решений.

В основном при решении неравенств различных видов приходится 
применять один из двух методов решения: равносильные преобразова-
ния неравенств или так называемый метод интервалов.

3. Равносильные неравенства. С понятием равносильности неравенств 
вы знакомы еще из курса алгебры 9 класса. Как и для случая равносиль-
ных уравнений, равносильность неравенств мы будем рассматривать на 
определенном множестве.

Два неравенства называются равносильными на некотором 
множестве, если на этом множестве они имеют одни и те 
же решения, то есть каждое решение первого неравенства яв
ляется решением второго, и наоборот, каждое решение вто
рого неравенства является решением первого.

Договоримся, что в дальнейшем все равносильные преобразования 
неравенств будем выполнять на ОДЗ заданного неравенства. В случае 
когда ОДЗ заданного неравенства является множество всех действитель-
ных чисел, мы не всегда будем его записывать (как не записывали ОДЗ 
при решении линейных или квадратных неравенств). И в других случаях 
главное — не записать ОДЗ при решении неравенства, а действительно
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учесть ее при выполнении равносильных преобразований заданного не-
равенства.

Общие ориентиры выполнения равносильных преобразований не-
равенств аналогичны соответствующим ориентирам выполнения равно-
сильных преобразований уравнений.

Как указывалось выше, выполняя равносильные преобразования 
неравенств, необходимо учитывать ОДЗ заданного неравенства — это 
и есть первый ориентир для выполнения равносильных преобразований 
неравенств.

По определению равносильности неравенств необходимо обеспечить, 
чтобы каждое решение первого неравенства было решением второго, 
и наоборот, каждое решение второго неравенства было решением перво-
го. Для этого до статочно обеспечить сохранение верного неравенства на 
каждом шаге решения не только при прямых, но и при обратных пре-
образованиях. Это и есть второй ориентир для решения неравенств с по-
мощью равносильных преобразований. Действительно, каждое решение 
неравенства обращает его в верное числовое неравенство, и если верное 
неравенство сохраняется, то решение каждого из неравенств будет также 
и решением другого, таким образом, неравенства будут равносильны (соот-
ветствующие ориентиры схематически представлены в пункте 5 табл. 11).

Например, чтобы решить с помощью равносильных преобразований 
неравенство
 x

x

−
+

>3

1
0,    (1)

достаточно учесть его ОДЗ: х + 1 ≠ 0 и условие положительности дроби 
(дробь будет положительной тогда и только тогда, когда числитель 
и знаменатель дроби имеют одинаковые знаки), а также учесть, что на 
ОДЗ все необходимые преобразования можно выполнить как в прямом, 
так и в обратном направлении с сохранением верного неравенства.

Решение Комментарий

 Данное неравенство равносильно 
совокупности двух систем: 

       
x

x

− >
+ >





3 0

1 0

,
 или 

x

x

− <
+ <





3 0

1 0

,

.
 (2)

Тогда получаем 
x

x

>
> −





3

1

,
 или 

x

x

<
< −





3

1

,

.

Таким образом, x > 3 или x < –1.
Ответ: (–∞; –1) Ÿ (3; +∞). 

Заметим, что при записи усло-
вия положительности дроби — 
совокупности систем (2) — мы неявно 
учли ОДЗ неравенства (1). Действи-
тельно, если x + 1 > 0 или x + 1 < 0, 
то x + 1 ≠ 0, поэтому в явном виде 
ОДЗ заданного неравенства не за-
писано при оформлении решения.

Кроме выделенных общих ориентиров, для выполнения равносиль-
ных преобразований неравенств можно также пользоваться специаль-
ными теоремами о равносильности. В связи с уточнением определения 
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равносильности неравенств обобщим также формулировки простей - 
ших теорем о равносильности неравенств, известных из курса алгебры 
9 класса.

1.  Если из одной части неравенства перенести в другую часть 
слагаемые с противоположным знаком, то получим неравен
ство, равносильное заданному (на любом множестве).
2.  Если обе части неравенства умножить или разделить на 
одно и то же положительное число (или на одну и ту же 
функцию, которая определена и положительна на ОДЗ задан
ного неравенства), не изменяя знак неравенства, то получим 
неравенство, равносильное заданному (на ОДЗ заданного).

3.  Если обе части неравенства умножить или разделить на одно 
и то же отрицательное число (или на одну и ту же функцию, ко 
 торая определена и отрицательна на ОДЗ заданного неравен
ства) и изменить знак неравенства на противоположный, то по
лучим неравенство, равносильное заданному (на ОДЗ заданного).

Обоснование этих теорем полностью аналогично обоснованию ориен-
тиров для равносильных преобразований заданного неравенства.

Замечание. Для обозначения перехода от заданного неравенства 
к неравенству, равносильному ему, можно применять специальный зна-
чок ⇔, но его использование при оформлении решений не является обя-
зательным (хотя иногда мы будем его использовать, чтобы подчеркнуть, 
что было выполнено именно равносильное преобразование). 

4. Метод интервалов. Решение неравенств методом интервалов опирает-
ся на свойства функций, связанные с изменением знаков функции. Объ-
ясним эти свойства, используя графики известных нам функций, напри-

мер функций y
x

= 1  и у = 2х – 2 (рис. 54).

1

x
y =

a

ó 
=

 2
õ 
– 2

б

Рис. 54
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Рассматривая эти графики, замечаем, что функция может изменить 
свой знак только в двух случаях:

1) если график разрывается (как в случае функции y
x

= 1  (рис. 54, а) — 

график разрывается в точке 0 и знак функции изменяется в точке 0);
2) если график без разрыва переходит из нижней полуплоскости в верх-

нюю (или наоборот). Но тогда график пересекает ось Ох (как в случае 
функции у = 2х – 2) (рис. 54, б). На оси Ох значения функции равны 
нулю. (Напомним, что значения аргумента, при которых функция рав-
на нулю, называют нулями функции.) Таким образом, любая функция 
может поменять свой знак только в нулях или в точках, где разрыва-
ется график функции (в так называемых точках разрыва функции1).
Точки, в которых разрывается график функции f (x), мы выделяем, 

как правило, когда находим область определения этой функции. Напри-

мер, если f x
x

( ) ,= 1  то ее область определения х ≠ 0, и именно в точке 0 

график этой функции разрывается (рис. 54, а). Если же на каком-нибудь 
промежутке области определения график функции не разрывается 
и функция не равна нулю, то по приведенному выше выводу она не мо-
жет на этом промежутке поменять свой знак2. Таким образом, если от-
метить нули функции на ее области определения, то область определения 
разобьется на промежутки, внутри которых знак функции измениться 
не может (и поэтому этот знак можно определить в любой точке из этого 
промежутка).

В таблице 12 приведено решение дробно-рационального неравенства 
2 4

1
0x

x

+
−

>  методом интервалов; комментарий, объясняющий каждый этап 

ре шения; план решения неравенств вида f (x) ‘ 0 методом интервалов.

Таблица 12
Пример Комментарий План решения

2 4

1
0x

x

+
−

>

 f x x

x
( ) = +

−
2 4

1
1. ОДЗ: х – 1 ≠ 0, 

то есть х ≠ 1

Рассмотрим функцию, 
стоящую в левой части этого 
неравенства, и обо значим ее 

через f (x): f x x

x
( ) = +

−
2 4

1
Решением неравенства 

f (x) > 0 могут быть толь-
ко числа, которые входят

1. Найти ОДЗ нера-
венства

1 Подробнее это понятие будет рассмотрено в 11 классе.
2 В 11 классе мы уточним формулировку этого свойства (так называемых 

непрерывных функций). Для всех известных вам функций (линейных, квадра-
тичных, степенных, дробно-рациональных) это свойство имеет место.
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Продолжение табл. 12

в область определения функ-
ции f (x), то есть числа, вхо-
дящие в ОДЗ неравенства. 
Поэтому первым этапом ре-
шения неравенства методом 
интервалов будет нахожде-
ние его ОДЗ

2. Нули f (x):
(f (x) = 0).

2 4

1
0x

x

+
−

= ,

тогда х = –2.

Нас интересуют те проме-
жутки области определения 
функции f (x), на которых эта 
функция положительна. Как 
было отмечено выше, элемен-
тарная функция f (x) может 
поменять знак в своих нулях, 
поэтому вторым этапом реше-
ния неравенства f (x) > 0 будет 
нахождение нулей функции 
(для этого приравниваем 
функцию f (x) к нулю и ре-
шаем полученное уравнение) 

2.  Найти нули f (x) 
(f (x) = 0)

3. 

Если теперь отметить 
нули на области определе-
ния функции f (x), то область 
определения разбивается на 
промежутки, внутри каждо-
го из которых функция f (x) 
не меняет свой знак. Поэто-
му знак функции на каждом 
промежутке можно опреде-
лить в любой точке этого 
промежутка. Это и являет-
ся третьим этапом решения

3. Отметить нули 
на ОДЗ и найти 
знак функции 
в каждом проме-
жутке, на кото-
рые разбивается 
ОДЗ

4. Ответ:
(–∞; –2) È (1; +∞).

Из рисунка видно, что ре-
шением неравенства являет-
ся объединение промежутков 

(–∞; –2) È (1; +∞)

4. Записать ответ, 
учитывая знак 
неравенства

Приведем пример решения более сложного дробно-рационального 
неравенства методом интервалов и с помощью равносильных преобра-
зований.
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Пример  Решите неравенство x x

x

2

2

2 3

1
0+ −

+( )
.m

І способ (метод интервалов)

Решение Комментарий

 Пусть f x x x

x
( ) .

( )
= + −

+

2

2

2 3

1

1. ОДЗ: х ≠ –1.

2. Нули f (x): x x

x

2

2

2 3

1
0+ −

+
=

( )
,

х2 + 2х – 3 = 0,

х
1
 = 1, х

2
 = –3 (принадлежат ОДЗ).

3. Отмечаем нули функции на ОДЗ 
и находим знак f (x) в каждом 
из промежутков, на которые 
разбивается ОДЗ.

4. Ответ: [–3; –1) Ÿ (–1; 1]. 

Данное неравенство имеет вид 
f (x) m 0, и для его решения можно 
применить метод интервалов. Для 
этого используем план, приведен-
ный выше и в таблице 11.

При нахождении нулей f (x) 
следим за тем, чтобы найденные 
значения принадлежали ОДЗ (или 
выполняем проверку найденных 
корней уравнения f (x) = 0).

Записывая ответ к нестрогому 
неравенству, следует учесть, что 
все нули функции должны войти 
в ответ (в данном случае — числа 
–3 и 1).

ІІ способ (с помощью равносильных преобразований)

Комментарий
Выберем для решения метод равносильных преобразований неравен-

ства. При выполнении равносильных преобразований мы должны учесть 
ОДЗ данного неравенства, то есть учесть ограничение (х + 1)2 ≠ 0.

Но если х ≠ –1, то (х + 1)2 > 0, и тогда в данной дроби знаменатель 
поло жителен. Если выполняется данное неравенство, то числитель дро-
би х2 + 2х – 3 m 0 (и наоборот, если выполняется последнее неравенство, 

то на ОДЗ дробь x x

x

2

2

2 3

1
0+ −

+

( )

,m  то есть данное неравенство равносильно 

на ОДЗ не равенству х2 + 2х – 3 m 0.
Чтобы решить полученное квадратное неравенство, найдем корни 

квадратного трехчлена х2 + 2х – 3 и построим эскиз графика функции 
у = х2 + 2х – 3. Решение квадратного неравенства: –3 m х m 1.
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Поскольку все преобразования были равносильными только на ОДЗ, 
то мы должны выбрать те решения квадратного неравенства, которые 
удовлетворяют ограничению ОДЗ.

Решение
 ОДЗ: (х + 1)2 ≠ 0, то есть х ≠ –1.

Тогда (х + 1)2 > 0 и данное неравенство на его ОДЗ 
равносильно неравенству х2 + 2х – 3 m 0. Поскольку 
х2 + 2х – 3 = 0 при х

1
 = –3, х

2
 = 1 (эти значения х при-

надлежат ОДЗ), получаем –3 m х m 1 (см. рисунок).

Учитывая ОДЗ, получаем ответ. 
Ответ: [–3; –1) Ÿ (–1; 1]. 

Вопросы для контроля
1. Объясните на примерах смысл понятий: «решение неравенства», 

«решить неравенство», «область допустимых значений неравен-
ства», «равносильные неравенства».

2. Сформулируйте известные вам теоремы о равносильности нера-
венств. Проиллюстрируйте их на примерах.

3. Сформулируйте план решения неравенств методом интервалов. Про-
иллюстрируйте использование этого плана на примере.

4. Объясните на примере, как можно выполнять равносильные преоб-
разования неравенств в тех случаях, которые не описываются из-
вестными теоремами о равносильности неравенств.

Упражнения

Решите неравенство (1–2) двумя способами: с помощью равносиль-
ных преобразований и с помощью метода интервалов.

1°. 1) 
x

x x

2

2

4

3 4
0−

− −
l ;   2) 2

2

1

3x x+ −
< ;      

3) 
x

x x

2 25

5 4
0−

+ −( )( )
;m   4) 

x

x x

2

2

12

2 8
1+

− −
l .

2*. 1) x4 – 5x2 + 4 m 0;  2) 9x4 – 10x2 + 1 > 0;    

3) 81 3

x
xl ;    4) (x2 + 4x – 5) (x2 + 4x + 3) < 105.

3°. Найдите область определения функции:

1) y x

x
= −

−
4

42
;   2) y x x

x x
= − −

+ +
2 1

3 2

2

2
;     

3) y x
x

= − −5 6;   4) y x x

x x
= − +

− −

2

2

7 12

2 3
.
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§ 5 ГРАФИКИ УРАВНЕНИЙ И НЕРАВЕНСТВ  
С ДВУМЯ ПЕРЕМЕННЫМИ

Таблица 13

1. Построение графиков функции вида y = f (x) + g (x)

Если нам известны графики функций y = f (x) и y = g (x), то эскиз гра-
фика функции y = f (x) + g (x) можно построить так: изобразить в одной 
системе координат графики функций f (x) и g (x), а потом построить ис-
комый график по точкам, выполняя для каждого значения х (из области 
определения функции f (x) + g (x)) необходимые операции с отрезками, изо-
бражающими соответствующие ординаты f (x) и g (x). 

Аналогично можно построить и схематические графики функций 

y = f (x)•g (x) и y
f x

= 1

( )

Пример Комментарий

Постройте график функции

y x
x

= +2 1 .

Построим в одной системе ко-
ординат графики функций-

слагаемых: y = x2 и y
x

= 1  (на 

рисунке они показаны соответ-
ственно зеленой и синими линия-
ми). Для каждого значения х 
(кроме х = 0, которое не принадле-
жит области определения заданной 
функции) справа от оси Оy прибав-
ляем соответствующие отрезки — 
значения функций f (x) и g (x) (обе 
функции имеют одинаковые зна-
ки), слева от оси Оу — вычитаем 
(функции имеют противополож-
ные знаки). На рисунке розовой 
линией изображен график функ-

ции y x
x

= +2 1
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Продолжение табл. 13

2. Графики уравнений и неравенств с двумя переменными

О п р е д е л е н и е. Графиком уравнения (неравенства) с двумя пе
ременными х и у называется множество всех точек координатной пло-
скости с координатами (х; у), где пара чисел (х; у) является решением 
соответствующего уравнения.

Графики некоторых уравнений и неравенств

      

  

3. Геометрические преобразования графика уравнения F (x; y) = 0

Преобразование Пример

F (x – a; y – b) = 0
Параллельный перенос гра-

фика уравнения  
F (x; y) = 0 

на вектор n a b( ; )      
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Продолжение табл. 13

F ( | x |; y) = 0
Часть графика уравнения 
F (х; у) = 0 справа от оси 
Оy (и на самой оси) остает-
ся без изменений, и эта же 
часть графика отобража-
ется симметрично относи-
тельно оси Оy.

F (x; | y | ) = 0
Часть графика уравнения 
F (х; у) = 0 выше оси Ох 
(и на самой оси) остает-
ся без изменений, и эта 
же часть графика ото-
бражается сим метрично 
относительно оси Оx. 

Объяснение и обоснование

1. Построение графиков функций вида y = f (x) + g (x). Если известны 
графики функций y = f (x) и y = g (x), то можно построить ориентировоч-
ный вид графика функции y = f (x) + g (x), или y = f (x)æg (x), или 

y
f x

= 1

( )
.  Для этого достаточно изобразить в одной системе координат 

графики функций f (x) и g (x), а потом построить искомый график по 
точкам, выполняя для каждого значения x (из области определения за-
данной функции) необходимые операции над отрезками (или над длина-
ми этих отрезков), которые изображают соответствующие ординаты 
функций f (x) и g (x).

Пример построения графика функции вида y = f (x) + g (x) приведен 

в таблице 13, а графика функции вида y
f x

= 1

( )
 — далее в задаче 1 (в по-

следнем случае удобно строить графики функций y = f (x) и y
f x

= 1

( )
 не 

в одной системе коор динат, а в разных, расположенных так, чтобы их 
оси ординат находились на одной прямой).

Заметим, что такой способ построения графика функции не всегда 
дает возможность определить все характерные особенности поведения 
графика (часто это можно сделать только в результате специального 
исследования функции, которое будет рассмотрено в учебнике для 11 
класса), но во многих случаях приведенный способ позволяет получить 
определенное представление о виде графика заданной функции.
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2. Графики уравнений и неравенств с двумя переменными. С поняти-
ем графика уравнения с двумя переменными вы ознакомились в курсе 
алгебры. Аналогично вводится и понятие графика неравенства с двумя 
переменными. Поэтому можно дать общее определение этих графиков:

Графиком уравнения (неравенства) с двумя переменными х и у 
называется множество всех точек координатной плоскости с коорди-
натами (х; у), где пара чисел (х; у) является решением соответствую-
щего уравнения (неравенства).

 Для построения графика неравенства y > f (x) (или y < f (x)) доста-
точно иметь график функции y = f (x). Действительно, по определе-
нию график функции y = f (x) состоит из всех точек M координатной 
плоскости с координатами (x; y) = (x; f (x)). Тогда для каждого зна-
чения x точки, координаты которых удовлетворяют неравенству 
y > f (x), будут находиться выше точки M (рис. 55, а), а точки, ко-
ординаты которых удовлетворяют неравенству y < f (x), будут нахо-
диться ниже точки M (рис. 55, б). Таким образом, 

а б

Рис. 55 Рис. 56

график неравенства y > f (x) состоит из всех точек координатной 
плоскости, находящихся выше графика функции y = f (x), а график 
неравенства y < f (x) состоит из всех точек 
координатной плоскости, находящихся ниже 
графика функции y = f (x). 

Например, на рисунке 56 изображен график не-
равенства y > x2, а на рисунке 57 — график нера-
венства y m x2. Поскольку точки графика y = x2 не 
принадлежат графику неравенства y > x2, то на пер-
вом графике парабола y = x2 изображена штриховой 
линией; а так как точки графика y = x2 принадле-
жат графику неравенства y m x2, то на втором гра-
фике парабола y = x2 изображена сплошной линией. Рис. 57



104  Раздел 1. ФУНКЦИИ, УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА

Аналогично, если на координатной плоскости есть прямая x = a, то 
графиком неравенства x > a будут все точки координатной плоскости, 
находящиеся справа от этой прямой, а графиком неравенства x < a 
будут все точки координатной плоскости, находящиеся слева от 
этой прямой.
Например, на рисунке 58 изображен график неравенства x > 2, а на 

рисунке 59 — график неравенства x m –1.

Рис. 58 Рис. 59
Отметим, что в том случае, когда на координатной плоскости есть 

изображение окружности x2 + y2 = R2, то 
графиком неравенства x2 + y2 < R2 будут все точки координатной 
плоскости, находящиеся внутри окружности, а графиком неравенства 
x2 + y2 > R2 будут все точки координатной плоскости, находящиеся 
вне окружности.

 Действительно, если на координатной плоскости рассмотреть точку
M (x, y), то OM2 = x2 + y2 (O — начало координат). Если x2 + y2 = R2 
(где R > 0), то OM2 = R2, таким образом, OM = R — точка M лежит 
на окружности радиуса R с центром в начале координат (рис. 60, а).
Если x2 + y2 < R2, то OM2 < R2, таким образом, OM < R. То есть нера-
венству x2 + y2 < R2 удовлетворяют координаты всех точек (и только 
этих точек), которые находятся внутри круга, ограниченного окруж-
ностью радиу са R с центром в начале координат (рис. 60, б). 

а б в
Рис. 60
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Если x2 + y2 > R2, то OM2 >R2, таким образом, OM > R. То есть нера-
венству x2 + y2 > R2 удовлетворяют координаты всех точек (и только 
этих точек), которые находятся вне круга, ограниченного окружно-
стью радиуса R с центром в начале координат (рис. 60, в).
Аналогично, если на плоскости есть изображение окружности 
(x – a)2 + (y – b)2 = R2, то графиком неравенства (x – a)2 + (y – b)2 < R2 
будут все точки координатной плоскости, находящиеся внутри этой 
окружности, а графиком неравенства (x – a)2 + (y – b)2 > R2 будут 
все точки координатной плоскости, находящиеся вне окружности. 
Например, на рисунке 61 изображен график неравенства x2 + y2 > 9, 
а на рисунке 62 — график неравенства (x – 1)2 + (y – 2)2 m 16. 

2 2  16(x – 1) + (y – 2)

Рис. 61 Рис. 62

3. Геометрические преобразования графика уравнения F (x; y) = 0. 
 По определению график уравнения

  F (x; y) = 0   (1)
состоит из всех точек M (x

0
; y

0
) координатной плоскости, коорди-

наты (x
0
; y

0
) которых являются решениями этого уравнения. Это 

означает, что при подстановке пары чисел (x
0
; y

0
) в данное уравне-

ние оно обращается в верное числовое равенство, таким образом,  
F (x

0
; y

0
) = 0 — верное равенство.

Рассмотрим точку M
1 
(x

0 
+ a; y

0 
+ b). Если координаты этой точки 

подставить в уравнение
 F (x – a; y – b) = 0,   (2)

то получим верное равенство F (x
0
; y

0
) = 0. Поэтому координаты точ-

ки M
1
 являются решениями уравнения (2), значит, точка M

1
 при-

надлежит графику уравнения F (x – a; y – b) = 0. 
Точку M

1 
(x

0 
+ a; y

0 
+ b) можно получить из точки M (x

0
; y

0
) парал-

лельным переносом ее на вектор n a b( ; ).  Поскольку каждая точ-

ка M
1
 графика уравнения F (x – a; y – b) = 0 получается из точки M 

графика уравнения F (x; y) = 0 параллельным переносом ее на вектор 

n a b( ; )  (рис. 63), то и весь 
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график уравнения F (x – a; y – b) = 0 можно получить из гра
фика уравнения F (x; y) = 0 параллельным переносом его на 

вектор n a b( ; ).  
 Для обоснования связи между графиками F (х; у) = 0 и F (| x |; y) = 0 

достаточно заметить, что при х l 0 уравнение F (| x |; y) = 0 совпадает 
с уравнением F (х; у) = 0, таким образом, совпадают и их графики 
справа от оси Оy и на самой оси. Пусть точка M (x

0
; y

0
) (где х

0
 l 0) — 

одна из общих точек этих графиков. Тогда F (x
0
; y

0
) = 0 — верное 

равенство.
Рассмотрим точку M

1 
(–x

0
; y

0 
). Если координаты этой точки подста-

вить в урав нение F (| x |; y) = 0 и учесть, что х
0
 l 0, то получим вер-

ное равенство F (x
0
; y

0
) = 0. Поэтому координаты точки M

1
 являются 

решениями уравнения F (| x |; y) = 0, значит, точка M
1
 принадлежит 

графику этого уравнения. Учитывая, что точки M
 
и M

1
 симметрич-

ны относительно оси Оy (рис. 64):

график уравнения F (| x |; y) = 0 можно получить из графи
ка уравнения F (х; у) = 0 следующим образом: часть графика 
уравнения F (х; у) = 0 справа от оси Оy (и на самой оси) оста
ется без изменений, и эта же часть графика отображается 
симметрично относительно оси Оy. 

Рис. 63 Рис. 64
Аналогично обосновывается, что 

для построения графика уравнения F (x; | y |) = 0 часть графи
ка уравнения F (х; у) = 0 выше оси Ох (и на самой оси) оста
ется без изменений, и эта же часть графика отображается 
симметрично относительно оси Оx.

В таблице 13 приведены простейшие примеры использования геомет-
рических преобразований графиков уравнений. Указанные соотношения 
приходится применять в заданиях типа: построить график уравнения 
или неравенства или изобразить на координатной плоскости множество 
точек, координаты которых удовлетворяют заданному уравнению (не-
равенству).
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Примеры решения задач

Задача 1 Постройте график функции y
x

=
−

1

92
.

Решение Комментарий

  x2 – 9 = 0 при x = ä3. Поэтому 
область определения заданной 
функции: 
x2 – 9 ≠ 0, то есть x ≠ ä3.

Построим две системы коорди-
нат так, чтобы оси ординат были 
у них на одной прямой. В тех точ-
ках, где функция f (x) = x2 – 9 равна 
нулю (x = ä 3), не существует графи-

ка функ ции y
f x x

= =
−

1 1

92( )
.  Поэтому 

проведем через эти точки верти-
кальные прямые, которые не пере-

секают график функции y
f x

= 1

( )
.  

Затем для каждого значения x раз-
делим 1 на соответствующее значе-
ние ординаты f (x) (используя то, 
что ординаты f (x) отмечены на 
верхнем графике). На рисунке розо-
вой линией изображен результат — 

график функции y
x

=
−

1

92 .  (Для 

построения этого гра фика масштаб 
по осям Ох и Оу вы бран разный.)
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Задача 2 Покажите штриховкой на координатной плоскости множе-
ство точек, координаты которых удовлетворяют системе 

 
x y

x y

2 0

2

+
− <





m ,

.
Решение Комментарий

 Заданная система равносильна 

системе 
y x

y x

m −
> −





2

2

,

.

Изобразим штриховкой графики 
неравенств системы (первого — вер-
тикальной штриховкой, второго — 
горизонтальной):

= – 2

2

–2

y
x

=
– 2

Рис. 65

Тогда множество точек, коорди-
наты которых удовлетворяют систе-
ме, будет таким:

   

                      Рис. 66                     

Перепишем заданную систе-
му так, чтобы было удобно изобра-
жать гра фики данных неравенств 
(то есть за пишем неравенства в виде 
y > f (x) или y < f (x)). Множество 
точек, координаты которых удо-
влетворяют неравенству y m –x2, 
является объединением точек па-
раболы y = –x2 и точек координат-
ной плоскости, находящихся ниже 
параболы (на рис. 65 это множество 
обозначено вертикальной штрихов-
кой). Множество точек, координаты 
которых удовлетворяют неравенству  
y > x – 2, состоит из точек коорди-
натной плоскости, находящихся 
выше прямой y = x – 2 (на рисун-
ке это множество обозначено го-
ризонтальной штриховкой).

Системе неравенств удовлетворя-
ют координаты тех и только тех точек, 
которые принадлежат пересечению 
множеств точек, заданных каждым 
из неравенств данной системы (на 
рисунке пересечению множеств соот-
ветствует та область, где штриховки 
наложились одна на другую).

Заметим, что в подобных за-
даниях можно не выполнять про-
межуточных рисунков, а сразу 
штриховать ис комое множество то-
чек координатной плоскости (выше 
прямой y = x – 2 и ниже параболы 
y = –x2 вместе с той частью парабо-
лы, которая лежит выше прямой; 
рис. 66).
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Задача 3* Постройте график уравнения | х – у | + 2 | х + у | = х + 6.

Ориентир
Для упрощения выражения с несколькими модулями с двумя пере-

менными можно найти нули подмодульных выражений (то есть при-
равнять их к нулю) и разбить область определения рассматриваемого 
выражения на несколько частей, в каждой из которых знаки всех моду-
лей раскрываются однозначно.

Используя этот ориентир, получаем план решения примера.
Приравняем к нулю подмодульные выражения х – у = 0 (отсюда у = х) 

и х + у = 0 (отсюда у = –х). Прямые у = х и у = –х разбивают координатную 
плоскость на четыре области. В каждой из этих областей знак каждо-
го модуля раскрывается однозначно, после преобразования полученного 
равенства строим соответствующую часть графика заданного уравнения.

Решение
 1. Область определения: х ∈ R, у ∈ R.

2. х – у = 0 при у = х; х + у = 0 при у = –х.
3. Прямые у = х и у = –х разбивают координатную плоскость на четы-
ре части, в каждой из которых обозначены знаки первого и второго 
подмодульных выражений (рис. 67, а). (Будем считать, что каждая об-
ласть берется вместе с лучами, которые ее ограничивают.) Действитель-
но, если точки находятся в области І или на ее границе, то их коорди-

наты удовлетворяют системе неравенств 
y x

y x

l
l

,

,−




 которую можно запи-

сать так: 
x y

x y

−
+





m
l

0

0

,

.
 Тогда в области І первое подмодульное выражение 

отрицательно, а второе — положительно, поэтому данное уравнение 
имеет вид –(х – у) + 2 (х + у) = х + 6. Отсюда у = 2. Строим ту часть 
графика этой функции, которая находится в области І (рис. 67, б).

а б
Рис. 67
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Аналогично для точек области ІІ: 
y x

y x

l
m

,

,−




 то есть 
x y

x y

−
+





m
m

0

0

,

.
Таким образом, в области ІІ данное уравнение имеет вид –(х – у) –
– 2 (х + у) = х + 6. Отсюда у = –4х – 6. Строим ту часть графика этой 
функции, которая находится в области ІІ.

Если точки находятся в области ІІІ, то 
y x

y x

m
m

,

,−




 то есть 
x y

x y

−
+





l
m

0

0

,

,
 
из 

данного уравнения получаем (х – у) – 2 (х + у) = х + 6. Отсюда 

y x= − −2

3
2.

Если точки находятся в области ІV, то 
y x

y x

m
l

,

,−




 то есть 
x y

x y

−
+





l
l

0

0

,

,
 из 

данного уравнения имеем (х – у) + 2 (х + у) = х + 6. Отсюда 
у = –2x + 6.
Окончательный вид графика уравнения приведен на рисунке 67, б. 

Вопросы для контроля
1. Объясните на примерах, как можно, имея графики функций y = f (x) 

и y = g (x), построить эскиз графика функции y = f (x) + g (x) и функ-

ции y
xf

= 1

( )
.

2. Что называется графиком уравнения с двумя переменными? Что на-
зывается графиком неравенства с двумя переменными? Приведите 
примеры.

3. Как, зная график функции y = f (x), построить график неравенства 
y > f (x) и неравенства y < f (x)? Приведите примеры.

4. Как, зная график уравнения F (x; y) = 0, можно построить гра-
фик уравнения F (x – a; y – b) = 0 и уравнений F (| x |; y) = 0 
и F (x; | y |) = 0? Приведите примеры.

5. Обоснуйте правила геометрических преобразований графика уравне-
ния F (x; y) = 0 для получения графиков уравнений F (x – a; y – b) = 0, 
F (| x |; y) = 0, F (x; | y |) = 0.

6. Объясните на примере, как можно найти на координатной плоско-
сти множество точек, координаты которых удовлетворяют системе 
неравенств с двумя переменными.

Упражнения

1. Постройте эскиз графика функции:

1) y x
x

= + 1 ;  2) y x
x

= − 1
;  3) y x

x
= +3 1 ;  4) y x

x
= −2 1 .

2. Постройте график уравнения:
1) | y | = x – 2;  2) | y | = x2 – x;  3) | x | = –y2; 
4) | x | + | y | = 2;  5) | x | – | y | = 2.
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3. Постройте график неравенства:

1) y > x2 – 3;  2) y
x

< 1 ;  3) x2 + y2 m 25; 

4) (x – 2) 2 + (y + 3) 2 > 4.
4. Покажите штриховкой на координатной плоскости множество то-

чек, координаты которых удовлетворяют системе:

1) 
x y

y x

2 2 4+
>





m ,

;
 2) 

x y

x y

2 2

2 2

9

25

+
+







l

m

,

;
    3) 

y x

y x

m5 2−
< −





,

;
 4) 

y x

y x

y x

m
l
m

5

2 4

−

+







,

,

.

5. Постройте график уравнения:
1) | х – у | – | х + у | = y + 3;  
2) | х – 2у | + | 2х – у | = 2 – y;
3) | 3х + у | + | х – у | = 4.

§ 6 МЕТОД МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ИНДУКЦИИ

При решении математических задач иногда возникает потребность 
обосновать, что определенное свойство выполняется для произвольного 
натураль ного числа n.

Проверить данное свойство для каждого натурального числа мы 
не можем — их количество бесконечно. Приходится рассуждать так:  
1) я могу проверить, что это свойство выполняется при n = 1; 2) я могу 
показать, что для каждого следующего значения п оно тоже выполняет-
ся, таким образом, свойство будет выполняться для каждого следующего 
числа, начиная с единицы, то есть для всех натуральных чисел.

Такой способ рассуждений при доказательстве математических 
утверждений называется методом математической индукции. Он яв-
ляется одним из универсальных методов доказательства математических 
утверждений, в которых содержатся слова «для любого натурального 
n» (возможно, не сформулированные явно). Доказательство с помощью 
этого метода всегда состоит из двух этапов:
1) начало индукции: проверяется, выполняется ли рассматриваемое 

утверждение при n = 1;
2) индуктивный переход: доказывается, что если данное утверждение 

выполняется для k, то оно выполняется и для k +1.
Таким образом, начав с n = 1, мы на основании доказанного индук-

тивного перехода получаем, что сформулированное утверждение спра-
ведливо и для п = 2, 3, ..., то есть для любого натурального п.

На практике этот метод удобно применять по схеме, приведенной 
в таб лице 14.
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Таблица 14

Схема доказательства утверж
дений с помощью метода 
математической индукции

Пример

1. Проверяем, выполняется 
ли данное утверждение 
при п = 1 (иногда начина-
ют с п = р).

2. Предполагаем, что задан-
ное утверждение справед-
ливо при п = k, где k l 1 
(другой вариант — при  
п m k).

3. Доказываем (опираясь на 
предположение) справед-
ливость нашего утверж-
дения и при п = k + 1.

4. Делаем вывод, что данное 
утверждение справедливо 
для любого натурально-
го числа п (для любого 
п l р).

Докажите, что для любого натурального п:

1 2 2 3 1 1 21

3
i i+ + + + = + +... ( ) ( ) ( ).n n n n n

 Для удобства записи обозначим 
S

n
 = 1•2 + 2•3 + ... + п (п + 1).

1. При п = 1 равенство выполняется:

1 2 1 2 31

3
i i i i= , то есть 2 = 2.

2. Предполагаем, что заданное равенство 
верно при п = k, где k l 1, то есть 
S

k
 = 1•2 + 2•3 + ... + k (k + 1) =

                    = + +1

3
1 2k k k( ) ( ).  (1)

3. Докажем, что равенство выполняется 
и при п = k + 1, то есть докажем, что

S
k + 1

 = 1•2 + 2•3 + ... + k (k + 1) +

+ + + = + + +( ) ( ) ( ) ( ) ( ).k k k k k1 2 1 2 31

3

Учитывая, что
S

k + 1
 = S

k
 + (k + 1) (k + 2), 

и подставляя  S
k
 из равенства (1), по-

лучаем

S k k k k kk+ = + + + + + =1
1

3
1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )

= + + +1

3
1 2 3( ) ( ) ( ),k k k

что и требовалось доказать.
4.  Итак, заданное равенство верно для 

любого натурального п. 

Примеры решения задач

Задача 1 Докажите, что 10n – 9n – 1 делится на 81 при любом на-
туральном п.

Комментарий
Поскольку утверждение необходимо доказать для любого натураль-

ного п, то используем метод математической индукции по схеме, приве-
денной в таблице 14. При выполнении индуктивного перехода (от п = k 
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к п = k + 1), представим выражение, полученное при n = k + 1, как 
сумму двух выражений: того, что получили при n = k, и еще одного вы-
ражения, которое делится на 81.

Доказательство
1. Проверяем, выполняется ли данное утверждение при п = 1. Если 

п = 1, данное выражение равно 0, то есть делится на 81. Таким об-
разом, данное свойство выполняется при п = 1.

2. Предполагаем, что данное утверждение выполняется при п = k, то 
есть что 10k – 9k – 1 делится на 81.

3. Докажем, что данное утверждение выполняется и при n = k + 1, то 
есть что 10k+1 – 9 (k + 1) – 1

 
делится на 81.

10k+1 – 9 (k + 1) – 1 = 10 kæ10 – 9k – 9 – 1 = 10 (10k – 9k – 1) + 81k.
Выражение в скобках — это значение заданного выражения при 
n = k, которое по предположению индукции делится на 81. Следо-
вательно, каждое слагаемое последней суммы делится на 81, тогда 
и вся сумма, то есть 10k+1 – 9 (k + 1) – 1, делится на 81. Таким об-
разом, данное утверждение выполняется и при n = k + 1.

4. Следовательно, 10n – 9n – 1 делится на 81 при любом натуральном п. 

Задача 2 Докажите, что 2n > 2n + 1, если п l 3, п ∈ N.

Комментарий
Поскольку утверждение должно выполняться, начиная с n = 3, то 

проверку проводим именно для этого числа. Записывая предположение 
индукции, удобно воспользоваться тем, что по определению понятия 
«больше» a > b тогда и только тогда, когда a – b > 0. Доказывая неравен-
ство при n = k + 1, снова используем то же определение и доказываем, 
что разность между его левой и правой частями положительна.

Доказательство
1. При n = 3 получаем 23 > 2æ3 + 1, то есть 8 > 7 — верное неравенство. 

Таким образом, при n = 3 данное неравенство выполняется.
2. Предполагаем, что данное неравенство выполняется при п = k (где 

k l 3): 

 2k > 2k + 1, то есть 2k – 2k – 1 > 0. (1)

3. Докажем, что данное неравенство выполняется и при n = k + 1, 
то есть докажем, что 2k+1 > 2 (k + 1) + 1.
Рассмотрим разность: 
2k + 1 – (2 (k + 1) + 1) = 2k•2 – 2k – 3 = 2 (2k – 2k – 1) + 2k – 1 > 0 
(поскольку выражение в скобках по неравенству (1) положительно 
и при k l 3 выражение 2k – 1 также положительно). Следовательно, 
2k+1 > 2 (k + 1) + 1, то есть данное неравенство выполняется и при 
n = k + 1.

4. Итак, данное неравенство выполняется при всех натуральных n l 3.
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Упражнения

Докажите с помощью метода математической индукции (1–12).

 1.  1

1 2

1

2 3

1

1 1æ æ
+ + + =

+ +
...

( )n n

n

n
 при всех натуральных п (п ∈ N).

 2.  1

1 5

1

5 9

1

4 3 4 1 4 1æ æ
+ + + =

− + +
... ,

( ) ( )n n

n

n
 где п ∈ N.

 3.  1 2 33 3 3 3
2 2

1

4
+ + + + = ( )+

... ,n
n n  где п ∈ N.

 4.  1 2 3 2 3 4 1 2 1 2 31

4
æ æ æ æ+ + + + + = + + +... ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),n n n n n n n  где п ∈ N.

 5.  Произведение 1æ2æ3æ...æn обозначается п! (читается: «п факториал»). 
Докажите, что 1æ1! + 2æ2! + ... + næn! = (n + 1)! – 1, где п ∈ N.

 6.  4n > 7n – 5, если п ∈ N.

 7.  2n > n3, если n l 10.

 8.  Докажите, что 9n – 8n – 1 делится на 16 при любом натуральном п.

 9.  Докажите, что 5n + 2æ3n – 3 делится на 8 при любом натуральном п.

10. Докажите, что 7n + 3n – 2 делится на 8 при любом натуральном п.

11. Докажите, что 23n+3 – 7n + 41 делится на 49 при любом натуральном п.

12. Докажите, что когда a
1
 = 2, a

2
 = 8, a

n+2
 = 4a

n+1
 – 3a

n
, то a

n
 = 3n – 1, где п ∈ N.

§ 7 МНОГОЧЛЕНЫ ОТ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ  
И ДЕЙСТВИЯ НАД НИМИ

7.1. Определение многочленов от одной переменной  
и их тождественное равенство

Рассмотрим одночлен и многочлен, которые зависят только от одной 
переменной, например, от переменной х.

По определению одночлена числа и буквы (в нашем случае одна бук-
ва — х) в нем связаны только двумя действиями — умножением и возведе-
нием в натуральную степень. Если в этом одночлене произведение всех 
чисел записать перед буквой, а произведение всех степеней буквы записать 
как целую неот рицательную степень этой буквы (то есть записать одночлен 
в стандартном виде), то получим выражение вида ахп, где а — некоторое 
число. Поэтому одночлен от одной переменной х — это выражение вида 
ахп, где а — некоторое число, п — целое неотрицательное число. Если 
а ≠ 0, то показатель степени п переменной х называется степенью одночле-

на. Например, 25х6 — одночлен шестой степени, 2

3
2x  — одночлен второй 

степени. Если одночлен является числом, не равным нулю, то его степень 
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считается равной нулю. Для одночлена, заданного числом 0, понятие сте-
пени не определяется (поскольку 0 = 0æх = 0æх2 = 0æх3...).

По определению многочлен от одной переменной х — это сумма 
одно членов от одной переменной х. Поэтому 

многочленом от одной переменной х называется выражение 
вида
        f (x) = а

n
хn + а

n – 1
хn – 1 + ... + а

2
х2 + а

1
х + а

0
,               (1)

где коэффициенты a
п
, a

п – 1
, ..., a

0
 — некоторые числа.

Если а
n
 ≠ 0, то этот многочлен называют многочленом п-й степени от 

переменной х. При этом член а
п
хп называют старшим членом многочле-

на f(х), число а
п
 — коэффициентом при старшем члене, а член a

0
 — сво-

бодным членом. Например, 5х3 – 2х + 1 — многочлен третьей степени, 
у которого свободный член равен 1, а коэффициент при старшем члене 
равен 5.

Заметим, что иногда нумерацию коэффициентов многочлена начина-
ют с начала записи выражения (1), и тогда общий вид многочлена f (х) 
записывают так:

f (x) = b
0
xn + b

1
xn – 1 + ... + b

п – 1
x + b

п
,

где b
0
, b

1
, ..., b

n
 — некоторые числа.

Т е о р е м а 1. Одночлены ахп, где а ≠ 0, и bхm, где b ≠ 0, 
тождественно равны тогда и только тогда, когда а = b и п = m.
Одночлен ахп тождественно равен нулю тогда и только 
тогда, когда а = 0.

 Поскольку равенство одночленов
 ахn = bхm (2)

выполняется при всех значениях х (по условию эти одночлены тож-
дественно равны), то, подставляя в это равенство х = 1, получаем, 
что а = b. Сокра щая обе части равенства (2) на а (где а ≠ 0 по усло-
вию), получаем хn = хm. При х = 2 из этого равенства имеем: 2n = 2m. 
Поскольку 2 2 2 2n

n

= æ æ æ... ,
 раз

� �� ��  а 2 2 2 2m

m

= æ æ æ... ,
 раз

� �� ��  то равенство 2n = 2m воз-

можно только тогда, когда n = m. Таким образом, из тождественного 
равенства ахn = bхm (а ≠ 0, b ≠ 0) получаем, что а = b и n = m.
Если известно, что ахп = 0 для всех х, то при х = 1 получаем а = 0. 
Поэтому одночлен ахп тождественно равен нулю при а = 0 (тогда 
axn = 0æxn ≡ 01). 
Далее любой одночлен вида 0æхп будем заменять на 0.

Т е о р е м а 2. Если многочлен f (х) тождественно равен нулю 
(то есть принимает нулевые значения при всех значениях х), 
то все его коэффициенты равны нулю.

1 Значком ≡ обозначено тождественное равенство многочленов.
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 Для доказательства используем метод математической индукции.
Пусть f (x) = а

п
хп + а

п – 1
хп – 1 + ... + а

1
х + а

0
 ≡ 0.

При п = 0 имеем f (х) = а
0
 ≡ 0, поэтому а

0
 = 0. То есть в этом случае 

утверждение теоремы выполняется.
Предположим, что при n = k это утверждение также выпол-
няется: если многочлен а

k
хk + а

k – 1
хk – 1 + ... + а

1
х + а

0
 ≡ 0, то 

а
k
 = а

k – 1
 = ... = а

1
 = а

0
 = 0.

Докажем, что данное утверждение выполняется и при n = k + 1. Пусть
  f (x) = а

k + 1
хk + 1 + а

k
хk + ... + а

1
х + а

0
 ≡ 0.  (3)

Поскольку равенство (3) выполняется при всех значениях х, то, под-
ставляя в это равенство х = 0, получаем, что а

0
 = 0. Тогда равенство 

(3) обращается в следующее равенство: а
k + 1

хk + 1 + а
k
хk + ... + а

1
х ≡ 0. 

Вынесем х в левой части этого равенства за скобки и получим
 х (а

k + 1
хk + а

k
хk – 1 + ... + а

1
) = 0.  (4)

Равенство (4) должно выполняться при всех значениях х. Для того 
чтобы оно выполнялось при х ≠ 0, должно выполняться тождество

а
k + 1

хk + а
k
хk – 1 + ... + а

1
 ≡ 0.

В левой части этого тождества стоит многочлен со степенями пере-
менной от х0 до хk. Тогда по предположению индукции все его коэф-
фициенты равны ну лю: а

k + 1
 = a

k
 = ... = а

1
 = 0. Но мы также доказали, 

что а
0
 = 0, поэтому наше утверждение выполняется и при п = k + 1. 

Таким образом, утверждение теоремы справедливо для любого цело-
го неотрицательного п, то есть для всех многочленов. 
Многочлен, у которого все коэффициенты равны нулю, обычно на-

зывают нулевым многочленом, или нульмногочленом, и обозначают 
0 (х) или прос то 0 (поскольку 0 (х) = 0).

Т е о р е м а 3. Если два многочлена f (x) и g (x) тождественно 
равны, то они совпадают (то есть их степени одинаковы 
и коэффициенты при одинаковых степенях равны).

 Пусть многочлен f (х) = а
п
хп + а

п – 1
хп – 1 + ... + а

2
х2 + а

1
х + а

0
, а много-

член g (x) = b
m
xm + b

m – 1
xm – 1 + ... + b

2
х2 + b

1
x + b

0
. Рассмотрим многочлен 

f (x) – g (x). Поскольку многочлены f (x) и g (x) по условию тожде-
ственно равны, то многочлен f (x) – g (x) тождественно равен 0. Та-
ким образом, все его коэффициенты равны нулю.
Но f (x) – g (x) = (a

0
 – b

0
) + (a

1
 – b

1
) x + (а

2
 – b

2
) х2 + ... .

Тогда a
0
 – b

0
 = 0, a

1
 – b

1
 = 0, а

2
 – b

2
 = 0, ... . Отсюда a

0
 = b

0
, a

1
 = b

1
, 

а
2
 = b

2
, ... . Как видим, если допустить, что у какого-то из двух 

данных многочленов степень выше, чем у второго многочлена (на-
пример, п больше т), то коэффициенты разности будут равны нулю. 
Поэтому начиная с (т + 1)-го номера все коэффициенты a

i
 также 

будут равны нулю. То есть действительно многочлены f (x) и g (x) 
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имеют одинаковую степень и соответственно равные коэффициенты 
при одинаковых степенях. 

Теорема 3 является основанием так называемого метода неопределен-
ных коэффициентов. Покажем его применение на следующем примере.

Задача Докажите, что выражение (х + 2) (х + 4) (х + 6) (х + 8) + 16 
является полным квадратом.

 Данное выражение может быть записано в виде многочлена четвер-
той степени, поэтому оно может быть полным квадратом только мно-
гочлена второй степени вида ах2 + bх + с (а ≠ 0).
Получаем тождество:

 (х + 2)(х + 4)(х + 6)(х + 8) + 16 = (ах2 + bх + с)2.  (5)
Раскрывая скобки в левой и правой частях этого тождества и при-

равнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, получаем систему 
равенств. Этот этап решения удобно оформлять в следующем виде:

х4 1 = a2

х3 2 + 4 + 6 + 8 = 2ab

х2 2•4 + 2•6 + 2•8 + 4•6 + 4•8 + 6•8 = b2 + 2ac

х1 2•4•6 + 2•4•8 + 2•6•8 + 4•6•8 = 2bc

х0 2•4•6•8 + 16 = c2

Из первого равенства получаем а = 1 или а = –1.
При а = 1 из второго равенства имеем b = 10, а из третьего — с = 20. 

Как видим, при этих значениях а, b и с последние два равенства так-
же выполняются. Следовательно, тождество (5) выполняется при а = 1, 
b = 10, с = 20 (аналогично можно также получить а = –1, b = –10, с = –20).

Таким образом, (х + 2)(х + 4)(х + 6)(х+8) + 16 = (х2 + 10х + 20)2. 

Упражнения

1. Зная, что многочлены f (x) и g (x) тождественно равны, найдите зна-
чение коэффициентов а, b, c, d:
1) f (x) = 2x2 – (3 – a) x + b, g (x) = cx3 + 2dx2 + x + 5;
2) f (x) = (a + 1) x3 + 2, g (x) = 3x3 + bx2 + (c – 1) x + d.

2. Найдите такие числа а, b, c, чтобы данное равенство а (х2 – 1) + b (х –
– 2) + с (х + 2) = 2 выполнялось при любых значениях х. 

3. Докажите тождество:
1) (х – 1) (х + 1) (х2 – х + 1) (х2 + х + 1) = х6 – 1;

2) 1 1 2 1 24 2 2+ = + +( ) − +( )x x x x x .



118  Раздел 1. ФУНКЦИИ, УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА

4. Докажите, что данное выражение является полным квадратом:
1) (х – 1) (х – 2) (х – 3) (х – 4) + 1;
2) (х + а) (х + 2а) (х + 3а) (х + 4а) + а4.

5. Найдите такие а и b, чтобы при любых значениях х выполнялось 
равенство: 3х4 + 4х3 + 8х2 + 3х + 2 = (3х2 + ах + 1)(х2 + х + b).

6. Запишите алгебраическую дробь 2

15 22x x+ −
 как сумму двух 

алгебраиче ских дробей вида a

x3 1−
 и b

x5 2+
.

7.2. Действия над многочленами.  
Деление многочлена на многочлен с остатком

Сложение и умножение многочленов от одной переменной выполняется 
с помощью известных правил сложения и умножения многочленов. В ре-
зультате выполнения действий сложения или умножения над многочлена-
ми от одной переменной всегда получаем многочлен от той же переменной.

Из определения произведения двух многочленов вытекает, что стар-
ший член произведения двух многочленов равен произведению старших 
членов множителей, а свободный член произведения равен произведению 
свободных членов множителей. Отсюда получаем, что степень произ-
ведения двух многочленов равна сумме степеней множителей.

При сложении многочленов одной степени получаем многочлен этой 
же степени, хотя иногда можно получить многочлен меньшей степени. 

Например, 2х3 – 5х2 + 3х + 1 + (–2х3 + 5х2 + х + 5) = 4х + 6.
При сложении многочленов разных степеней всегда получаем много-

член, степень которого равна большей степени слагаемого. 
Например, (3х3 – 5х + 7) + (х2 + 2х + 1) = 3х3 + х2 – 3х + 8.
Деление многочлена на многочлен определяется аналогично деле-

нию целых чисел. Напомним, что целое число а делится на целое чис-
ло b (b ≠ 0), если существует такое целое число q, что а = bæq.

Определение. Многочлен А (х) делится на многочлен В (х) (где В (х) — 
не нулевой многочлен), если существует такой многочлен Q (x), что

А (х) = В (х)æQ (x).
Как и для целых чисел, операция деления многочлена на многочлен 

выполняется не всегда, поэтому во множестве многочленов вводится опе-
рация деления с остатком. Говорят, что

многочлен А (х) делится на многочлен В (х) (где В (х) — не нулевой 
многочлен) с остатком, если существует такая пара многочленов 
Q (x) и R (x), что А (х) = В (х)æQ (x) + R (x), причем степень остатка 
R (x) меньше степени делителя В (х) (в этом случае многочлен Q (х) 
называют неполным частным.)
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Например, поскольку х3 – 5х + 2 = (х2 – 5) х + 2, то при делении 
много члена х3 – 5х + 2 на многочлен х2 – 5 получаем неполное частное х 
и остаток 2.

Иногда деление многочлена на многочлен удобно выполнять «угол-
ком», как и деление многозначных чисел, пользуясь следующим алго-
ритмом.

Задача Разделим многочлен А (х) = х4 – 5х3 + х2 + 8х – 20 на 
многочлен В (х) = х2 – 2х + 3.

 х4 – 5х3 + х2 + 8х – 20 х2 – 2х + 3
   х4 – 2х3 + 3х2 х2 – 3х – 8
        –3х3 – 2х2 + 8х – 20
        –3х3 + 6х2 – 9х
                –8х2 + 17х – 20
                –8х2 + 16х – 24
                              х + 4 

Докажем, что полученный результат действительно является ре-
зультатом деления А (х) на В (х) с остатком.
 Если обозначить результат выполнения первого шага алгоритма че-

рез f
1 
(x), второго шага — через f

2 
(x), третьего — через f

3 
(x), то 

операцию деления, выполненную выше, можно записать в виде си-
стемы равенств:

 f
1
 (x) = А (х) – х2 • В (х); (1)

 f
2
 (x) = f

1
 (x) – (–3х) • В (х); (2)

 f
3
 (x) = f

2
 (x) – (–8) • В (х). (3)

Сложим почленно равенства (1), (2), (3) и получим
 А (х) = (х2 – 3х – 8) В (х) + f

3
 (x). (4)

Учитывая, что степень многочлена f
3 
(x) = х + 4 меньше сте-

пени делителя В (х) = х2 – 2х + 3, обозначим f
3 
(x) = R (x) (остаток), 

а х2 – 3х – 8 = Q (x) (неполное частное). Тогда из равенства (4) имеем: 
А (х) = В (х)æQ (x) + R (x), то есть х4 – 5х3 + х2 + 8х – 20 = (х2 – 2х +
+ 3)(х2 – 3х – 8) + х + 4, а это и означает, что мы разделили А (х) на 
В (х) с остатком. 

Очевидно, что приведенное обоснование можно провести для любой 
пары многочленов А (х) и В (х) в случае их деления столбиком. Поэтому 
описанный выше алгоритм позволяет для любых делимого А (х) и дели-
теля В (х) (где В (х) — не нулевой многочлен) найти неполное частное 
Q (x) и остаток R (x).

Отметим, что в случае, когда степень делимого А (х) меньше степе-
ни делителя В (х), считают, что неполное частное Q (x) = 0, а остаток 
R (x) = А (х).
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Упражнения

1. Выполните деление многочлена на многочлен:
1) 3х3 – 5х2 + 2х – 8 на х – 2;              2) х10 + 1 на х2 + 1;
3) х5 + 3х3 + 8х – 6 на х2 + 2х + 3.

2. Выполните деление многочлена на многочлен с остатком:
1) 4х4 – 2х3 + х2 – х + 1 на x2 + x + 2;
2) х5 + х4 + х3 + х2 + 1 на х2 – х – 2.

3. При каких значениях а и b многочлен А (х) делится без остатка на 
многочлен В (х)?
1) А (х) = х3 + ах + b, В (х) = х2 + 5х + 7;
2) А (х) = 2х3 – 5х2 + ах + b, В (х) = х2 – 4;
3) А (х) = х4 – х3 + х2 – ах + b, В (х) = х2 – х + 2.

4. Найдите неполное частное и остаток при делении многочлена А (х) 
на многочлен В (х) методом неопределенных коэффициентов:
1) А (х) = х3 + 6х2 + 11х + 6, В (х) = х2 – 1;
2) А (х) = х3 – 19х – 30, В (х) = х2 + 1.

7.3. Теорема Безу. Корни многочлена. Формулы Виета
Рассмотрим деление многочлена f (x) на двучлен (х – а). Поскольку 

степень делителя равна 1, то степень остатка, который мы получим, 
должна быть меньше 1, то есть в этом случае остатком будет некоторое 
число R. Таким образом, если разделить многочлен f (x) на двучлен (х – а),
то получим

f (x) = (х – а)æQ (x) + R.
Это равенство выполняется тождественно, то есть при любом зна-

чении х. При х = а имеем f (а) = R. Полученный результат называют 
теоремой Безу1.

Теорема 1 (теорема Безу). Остаток от деления многочлена 
f (х) на двучлен (х – а) равен f (а) (то есть значению многоч
лена при х = а).

Задача 1 Докажите, что х5 – 3х4 + 2х3 + 4х – 4 делится на х – 1 без 
остатка.

 Подставив в f (х) = х5 – 3х4 + 2х3 + 4х – 4 вместо х значение 1, по-
лучаем: f (1) = 0. Таким образом, остаток от деления f (х) на (х – 1) 
равен 0, то есть f (x) делится на (х – 1) без остатка. 
Определение. Число α называют корнем многочлена f (x), если

f (α) = 0.
Если многочлен f (х) делится на (х – α), то α — корень этого мно-

гочлена.

1 Безу Этьен (1730–1783) — французский математик, внесший значитель-
ный вклад в развитие теории алгебраических уравнений.
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 Действительно, если f (х) делится на (х – α), то f (х) = (х – α)æQ (x)
и поэтому f (α) = (α – α)æQ (α) = 0. Таким образом, α — корень 
многочлена f (х). 
Справедливо и обратное утверждение. Оно является следствием те-

оремы Безу.

Теорема 2. Если число α является корнем многочлена f (x), 
то этот многочлен делится на двучлен (х – α) без остатка.

 По теореме Безу остаток от деления f (x) на (х – α) равен f (α). Но по 
условию α — корень f (x), таким образом, f (α) = 0. 
Обобщением теоремы 2 является следующее утверждение.

Теорема 3. Если многочлен f (x) имеет попарно разные корни 
α

1
, α

2
, ..., α

п
, то он делится без остатка на произведение

(х – α
1
)(x – α

2
)æ...æ(х – α

n
).

 Для доказательства используем метод математической индукции.
При п = 1 утверждение доказано в теореме 2.
Допустим, что утверждение справедливо при п = k. То есть если α

1
, 

α
2
, ..., α

k
 — попарно разные корни многочлена f (x), то он делится 

на произведение (х – α
1
)(х – α

2
)æ…æ(х – α

k
). Тогда

 f (x) = (х – a
1
)(х – a

2
)•...•(х – a

k
)•Q (x). (1)

Докажем, что утверждение теоремы справедливо и при n = k + 1. 
Пусть α

1
, α

2
, ..., α

k
, α

k + 1
 — попарно разные корни многочлена f (x). 

Поскольку α
k + 1

 — корень f (x), то f (α
k + 1

) = 0. Принимая во внима-
ние равенство (1), которое выполняется согласно допущению индук-
ции, получаем:

f (α
k + 1

) = (α
k + 1

 – α
1
)(α

k + 1
 – α

2
)æ...æ(α

k + 1
 – α

k
)æQ (α

k + 1
) = 0.

По условию все корни α
1
, α

2
, ..., α

k
, α

k + 1
 разные, поэтому ни одно 

из чисел α
k + 1

 – α
1
, α

k + 1
 – α

2
, ..., α

k + 1
 – α

k
 не равно нулю. Тогда 

Q (α
k + 1

) = 0. Таким образом, α
k + 1

 — корень многочлена Q (x). Тог-
да по теореме 2 многочлен Q (x) делится на (х – α

k + 1
), то есть Q (x) =

= (х – α
k + 1

)æQ
1 
(x) и из равенства (1) имеем

f (x) = (х – α
1
)(х – α

2
)æ...æ(х – α

k
)(х – α

k + 1
)æQ

1
(x).

Это означает, что f (х) делится на произведение
(х – α

1
)(х – α

2
)æ...æ(х – α

k
)(х – α

k + 1
),

то есть теорема доказана и при n = k + 1.
Таким образом, теорема справедлива для любого натурального п. 

Следствие. Многочлен степени п имеет не больше п разных 
корней.

 Допустим, что многочлен n-й степени имеет (п + 1) разных корней: α
1
, 

α
2
, ..., α

п
, α

п + 1
. Тогда f (x) делится на произведение (х – α

1
)(х – α

2
)æ... ×

× (х – α
п + 1

) — многочлен степени (п + 1), но это невозможно. Поэто-
му многочлен n-й степени не может иметь больше чем п корней. 
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Пусть теперь многочлен n-й степени f (x) = а
п
хп + а

п– 1
хп–1 + 

+ ... + а
2
х2 + а

1
х + + а

0
 (a

п
 ≠ 0) имеет п разных корней α

1
, α

2
, ..., α

п
. 

Тогда этот многочлен делится без остатка на произведение (х – α
1
) ×

× (х – α
2
)æ...æ(х – α

п
). Это произведение является многочленом той же 

n-й степени. Таким образом, в результате де ления можно получить толь-
ко многочлен нулевой степени, то есть число. Таким образом,
 а

n
хn + а

n – 1
хn – 1 + … + а

2
х2 + а

1
х + а

0
 = b (х – a

1
) (х – a

2
)•...•(х – a

n
). (2)

Если раскрыть скобки в правой части равенства (2) и приравнять 
коэффициенты при старших степенях, то получим, что b = а

п
, то есть

 а
n
хn + а

n – 1
хn – 1 + … + а

2
х2 + а

1
х + а

0
 = а

n
(х – a

1
) (х – a

2
)•...•(х – a

n
)  (3)

Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в левой и пра-
вой частях тождества (3), получаем соотношения между коэффициента-
ми уравнения и его корнями, которые называют формулами Виета:

 

α α α1 2
1+ + + = − −... n

n

n

a

a
;

α α α α α α1 2 1 3 1
2+ + + =−

−... ;n n
n

n

a

a

α α α α α α α α α1 2 3 1 2 4 2 1
3+ + + = −− −

−... n n n
n

n

a

a
;

...............

α α α α1 2 3
01... ( )n

n

n

a

a
= − .

 (4)

Например, при п = 2 имеем:

α α1 2+ = − a

a
1

2

,     α α1 2
0= a

a2

,

а при п = 3: 

 

α α α1 2 3
2

3

+ + = − a

a
;

α α α α α α1 2 1 3 2 3
1

3

+ + = a

a
;

α α α1 2 3
3

= − a

a
0 .

 (5)

Выполнение таких равенств является необходимым и достаточным 
условием того, чтобы числа α

1
, α

2
, ..., α

п
 были корнями многочлена

 f (x) = а
п
хп + а

п – 1
хп – 1 + ... + а

2
х2 + а

1
х + а

0
 (a

п
 ≠ 0).

Формулы (3) и (4) справедливы не только для случая, когда все корни 
многочлена f (x) разные. Введем понятие кратного корня многочлена.
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Если многочлен f (x) делится без остатка на (х – α)k, но не делится 
без остатка на (х – α)k + 1, то говорят, что число α является корнем 
кратно сти k многочлена f (x).

Например, если произведение (х + 2)3(х – 1)2(х + 3) записать в виде 
многочлена, то для этого многочлена число (–2) является корнем кратно-
сти 3, число 1 — корнем кратности 2, а число (–3) — корнем кратности 1.

При использовании формул Виета в случае кратных корней необхо-
димо каждый корень записать такое количество раз, которое равно его 
кратности.

Задача 2 Проверьте справедливость формул Виета для многочлена 
f (x) = х3 + 2х2 – 4х – 8.

 f (x) = х3 + 2х2 – 4х – 8 = х2 (х + 2) – 4 (х + 2) = (х + 2)(х2 – 4) =
= (х – 2)(х + 2)2. Поэтому f (х) имеет корни: α

1
 = 2, α

2
 = –2, α

3
 = –2 

(поскольку –2 — корень кратности 2).
Проверим справедливость формулы (5). 
В нашем случае: а

3
 = 1, а

2
 = 2, а

1
 = –4, а

0
 = –8. Тогда 

2 2 2 2

1
+ − + − = −( ) ( ) ;  2 2 2 2 2 2 4

1
i i i( ) ( ) ( ) ( ) ;− + − + − − = −  2 2 2 8

1
i i( ) ( ) .− − = − −

Как видим, все равенства выполняются, поэтому формулы Виета 
справедливы для данного многочлена. 

Задача 3 Составьте квадратное уравнение, корнями которого явля-
ются квадраты корней уравнения х2 – 8х + 4 = 0.

 Обозначим корни уравнения х2 – 8х + 4 = 0 через х
1
 и х

2
. Тогда кор-

нями искомого уравнения должны быть числа α1 1
2= x  и α2 2

2= x .  По-

этому искомое уравнение имеет вид х2 + рх + q = 0, где

p x x x x x x= − + = − +( ) = − +( ) −( )( ) ,α α1 2 1
2

2
2

1 2

2

1 22
 

q x x x x= = = ( )α α1 2 1
2

2
2

1 2

2
.

По формулам Виета имеем х
1
 + х

2
 = 8 и х

1
х

2
 = 4. Отсюда находим, что

q = (х
1
х

2
)2 = 42 = 16, а p x x x x= − +( ) −( ) = − − = −1 2

2

1 2
22 8 2 4 56( ) .æ

Таким образом, искомое уравнение имеет вид х2 – 56х + 16 = 0. 

Упражнения

 1. Найдите остаток от деления многочлена х5 – 4х4 + 2х3 – 5х + 1 на 
х + 2.

 2. Найдите коэффициент а, зная, что остаток от деления многочлена 
х3 – ах2 + 5х – 3 на х – 1 равен 6.

 3. Многочлен f (х) при делении на х – 1 дает остаток 4, а при делении 
на х – 3 дает остаток 6. Найдите остаток от деления многочлена f (х) 
на х2 – 4х + 3.
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 4. При каких значениях а и b многочлен х4 + 2х3 + ах2 – bх + 2 делится без 
остатка на х + 2, а при делении на х – 1 имеет остаток, который равен 3?

 5. Остаток от деления многочлена f (x) на 3х2 – 5х + 2 равен 7х + 1. 
Найдите остаток от деления этого многочлена на двучлены х – 1 
и 3х – 2.

 6. Запишите формулы Виета при п = 4.
 7. Составьте кубический многочлен, который имеет корни 5, –2, 1 и ко-

эффициент при старшем члене –2. Решите задачу двумя способами.
 8. При каких значениях а сумма квадратов корней трехчлена х2 – (а +

+ 2) х + 3а равна 12?
 9. Какую кратность имеет корень 2 для многочлена f (х) = х5 – 5х4 +

+ 7х3 – 2х2 + 4х – 8?
10. Составьте кубический многочлен, который имеет корень 3 кратности 

2 и корень (–1), а коэффициент при старшем члене 2.
11. Найдите такие а и b, чтобы число 3 было корнем кратности не мень-

ше чем 2 для многочлена f (х) = х3 – 5х2 + ах + b.
12. Составьте квадратное уравнение, корни которого противоположны 

корням уравнения х2 – 5х + 1 = 0.
13. Составьте квадратное уравнение, корни которого обратны корням 

уравнения 2х2 – 5х + 1 = 0.
14. Составьте квадратное уравнение, корнями которого являются ква-

драты корней уравнения х2 + 6х + 3 = 0.

7.4. Схема Горнера
Делить многочлен f (x) на двучлен (х – а) иногда удобно с помощью 

специальной схемы, которую называют схемой Горнера.
 Пусть многочлен f (x) = а

0
хп + а

1
хп – 1 + ... + а

п – 1
х + а

п
 (a

0
 ≠ 0) необхо-

димо разделить на двучлен (х – а). В результате деления многочлена 
n-й степени на многочлен первой степени получим некоторый много-
член Q (x) (п – 1)-й степени (то есть Q (x) = b

0
xп – 1 + b

1
xп – 2 + ... + b

п – 2
x + 

+ b
п – 1

, где b
0
 ≠ 0) и остаток R. Тогда f (x) = (х – а)æQ (x) + R, то есть

а
0
хn + а

1
хn – 1 + ... + а

n – 1
х + а

n
 = 

= (х – а)•(b
0
xn – 1 + b

1
xn – 2 + ... + b

n – 2
x + b

n – 1
) + R.

Левая и правая части полученного равенства тождественно равны, 
поэтому, перемножив многочлены, стоящие в правой части, можем 
приравнять коэффициенты при соответствующих степенях х:

хn а
0
 = b

0
хn – 1 а

1
 = b

1
 – аb

0
хn – 2 а

2
 = b

2
 – аb

1
....... .........................
х1 а

n – 1
 = b

n – 1
 – аb

n – 2
х0 а

n
 = R – аb

n – 1
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Найдем из этих равенств коэффициенты b
0
, b

1
, ..., b

n – 1
 и остаток R:

b
0
 = а

0
, b

1
 = ab

0
 + a

1
, b

2
 = ab

1
 + a

2
, ..., b

п – 1
 = ab

п – 2
 + a

п – 1
, R = ab

п – 1
 + a

п
.

Как видим, первый коэффициент неполного частного равен первому 
коэффициенту делимого. Остальные коэффициенты неполного частного 
и остаток находятся одинаково: для того чтобы найти коэффициент b

k + 1 

неполного частного, достаточно предыдущий найденный коэффициент b
k
 

умножить на а и добавить k-й коэффициент делимого. Эту процедуру 
целесообразно оформлять в виде специальной схемы-таблицы, которую 
называ ют схемой Горнера.

îñòàòîê

Задача 1 Разделите по схеме Горнера многочлен f (х) = 3х4 – 2х3 – 4х + 1 
на двучлен х – 2.

 Запишем сначала все коэффициенты многочлена f (х) (если в данном 
многочлене пропущена степень 2, то соответствующий коэффициент 
считаем равным 0), а потом найдем коэффициенты неполного част-
ного и остаток по указанной схеме:

îñòàòîê

Таким образом, 3х4 – 2х3 – 4х +1 = (х – 2)(3х3 + 4х2 + 8х + 12) + 25. 

Задача 2 Проверьте, является ли х = –3 корнем многочлена
f (х) = 2х4 + 6х3 + 4х2 – 2х – 42.

 По теореме Безу остаток от деления многочлена f (х) на х – а ра-
вен f (а), поэтому найдем с помощью схемы Горнера остаток от деле-
ния f (х) на х – (–3) = х + 3.

2 6 4 –2 –42

–3 2 0 4 –14 0 (остаток = f (–3))

Поскольку f (–3) = 0, то х = –3 — корень многочлена f (х). 

Упражнения

1. Используя схему Горнера, найдите неполное частное и остаток от 
деления многочлена А (х) на двучлен В (х):
1) А (х) = х3 + 3х2 + 3х + 1; В (х) = х + 1;
2) А (х) = 5х3 – 26х2 + 25х – 4; В (х) = х – 5;
3) А (х) = х3 – 15х2 + 10х + 24; В (х) = х + 3.
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2. Используя схему Горнера, проверьте, делится ли многочлен f (x) на 
двучлен q (x):
1) f (х) = 4х3 – х2 – 27х – 18; q (x) = x + 2;
2) f (х) = х4 – 8х3 + 15х2 + 4х – 20; q (x) = x – 2.

3. Разделите многочлен А (х) на двучлен В (х):
1) А (х) = 2х3 – 19х2 + 32х + 21; В (х) = х – 7;
2) А (х) = 4х3 – 24х2 + 21х – 5; В (х) = 2х – 1.

7.5.  Нахождение рациональных корней многочлена  
с целыми коэффициентами

Т е о р е м а 4. Если многочлен с целыми коэффициентами 
f (x) = а

п
хп + а

п – 1
хп – 1 + ... + а

1
х + а

0
 имеет рациональный ко

рень x
p

q
=  (q ≠ 0), то р является делителем свободного члена 

(а
0
), а q — делителем коэффициента при старшем члене а

п
.

 Если p

q
 является корнем многочлена f (х), то f p

q




 = 0.  Подставляем 

p

q
 вместо х в f (x) и из последнего равенства имеем

 a a a an

n

n n

n

n

p

q

p

q

p

q
+ + + + =−

−

−1

1

1 1 0 0... .  (1)

Умножим обе части равенства (1) на qn (q ≠ 0). Получаем

 а
n
рn + а

n – 1
рn – 1q + ... + а

1
рqn – 1 + а

0
qn = 0. (2)

В равенстве (2) все слагаемые, кроме последнего, делятся на р. По-
этому a

0
qn = –(а

п
рп + а

п – 1
рп – 1q + ... + а

1
рqn – 1) делится на р.

Но когда мы записываем рациональное число в виде p

q
,  то эта дробь 

считается несократимой, то есть р и q не имеют общих делителей. 
Произведение a

0
qn может делиться на р (если р и q — взаимно про-

стые числа) только тогда, когда a
0
 делится на р. Таким образом, р — 

делитель свободного члена a
0
.

Аналогично все слагаемые равенства (2), кроме первого, делятся  
на q. Тогда а

п
рп = –(а

п – 1
рп – 1q + ... + а

1
рqn – 1 + а

0
qn) делится на q. 

Поскольку р и q взаимно простые числа, то а
п
 делится на q, следова-

тельно, q — делитель коэффициента при старшем члене. 

Отметим два следствия из этой теоремы. Если взять q = 1, то корнем 
многочлена будет целое число р — делитель a

0
. Таким образом, имеет 

место:

Следствие 1. Любой целый корень многочлена с целыми 
коэффициентами является делителем его свободного члена.
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Если в заданном многочлене f (х) коэффициент а
п
 = 1, то делителя-

ми а
п
 могут быть только числа ä1, то есть q = ä1, и имеет место:

Следствие 2. Если коэффициент при старшем члене уравне
ния с целыми коэффициентами равен 1, то все рациональные 
корни этого уравнения (если они существуют) — целые числа.

Задача 1 Найдите рациональные корни многочлена 2х3 – х2 + 12х – 6.

 Пусть несократимая дробь p

q
 является корнем многочлена. Тогда р 

необходимо искать среди делителей свободного члена, то есть среди 
чисел ä1, ä2, ä3, ä6, а q — среди делителей старшего коэффициен-
та: ä1, ä2. 
Таким образом, рациональные корни многочлена необходимо искать 

среди чисел ± 1

2
,  ä1, ± 3

2
,  ä2, ä3, ä6. Проверять, является ли данное 

число корнем многочлена, целесобразно с помощью схемы Горнера. 

При x = 1

2
 имеем следующую таблицу.

2 –1 12 –6

1

2
2 0 12 0

Кроме того, по схеме Горнера 
можно записать, что

2 12 6 2 123 2 21

2
x x x x x− + − = −( ) +( ).

Многочлен 2х2 + 12 не имеет действительных корней (а тем более 
рациональных), поэтому заданный многочлен имеет единственный 

рациональный корень x = 1

2
.  

Задача 2       Разложите многочлен Р (х) = 2х4 + 3х3 – 2х2 – х – 2 на множители.

 Ищем целые корни многочлена среди делителей свободного члена: 
ä1, ä2. Подходит 1. Делим Р (х) на х – 1 с помощью схемы Горнера.

2 3 –2 –1 –2
1 2 5 3 2 0

Тогда Р (х) = (х – 1)(2х3 + 5х2 + 3х +
+ 2). Ищем целые корни кубического 
многочлена 2х3 + 5х2 + 3х + 2 среди

делителей его свободного члена: ä1, ä2. Подходит (–2). Делим на х + 2.

2 5 3 2
–2 2 1 1 0

Имеем Р (х) = (х – 1)(х + 2)(2х2 + х +1).
Квадратный трехчлен 2х2 + х +1 не имеет действительных корней 
и на линейные множители не раскладывается.
Ответ: Р (х) = (х – 1)(х + 2)(2х2 + х +1). 



128  Раздел 1. ФУНКЦИИ, УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА

Отметим, что во множестве действительных чисел не всегда можно 
найти все корни многочлена (например, квадратный трехчлен х2 + х + 1 
не имеет действительных корней). Таким образом, многочлен n-й степе-
ни не всегда можно разложить на произведение линейных множителей. 
Но многочлен нечетной степени всегда можно разложить на произве-
дение линейных и квадратных множителей, а многочлен четной степе-
ни — на произведение квадратных трехчленов.

Например, многочлен четвертой степени раскладывается на произ-
ведение двух квадратных трехчленов. Для нахождения коэффициентов 
этого разложения иногда можно применить метод неопределенных ко-
эффициентов.

Задача 3 Разложите на множители многочлен х4 + х3 + 3х2 + х + 6.
 Попытка найти рациональные корни ничего не дает: многочлен не 

имеет рациональных (целых) корней.
Попытаемся разложить этот многочлен на произведение двух ква-
дратных трехчленов. Поскольку старший коэффициент многочлена 
равен 1, то и у квадратных трехчленов возьмем старшие коэффици-
енты равными 1. То есть будем искать разложение нашего многоч-
лена в виде:

 х4 + х3 + 3х2 + х + 6 = (х2 + ах + b) (х2 + сх + d), (3)
где а, b, с и d — неопределенные (пока что) коэффициенты. Мно-
гочлены, стоящие в левой и правой частях этого равенства, тожде-
ственно равны, поэтому и коэффициенты при одинаковых степенях 
х у них равны. Раскроем скобки в правой части равенства и при-
равняем соответствующие коэффициенты. Это удобно записать так: 
х4 + х3 + 3х2 + х + 6 = x4 + cx3 + dx2 + ax3 + acx2 + adx + bx2 + bcx + bd.      
Получаем систему 

 

x

x

x

x

x

a c

ac b d

bc ad

bd

4

3

2

1

0

1 1

1

3

1

6

=
= +
= + +
= +
=














,

,

,

,

.

 (4)

Попытка решить эту систему методом подстановки приводит к урав-
нению 4-й степени, поэтому попробуем решить систему (4) в целых 
числах. Из последнего равенства системы (4) получаем, что b и d 
могут быть только делителями числа 6. Все возможные варианты 
запишем в таблицу.

b 1 –1 2 –2

d 6 –6 3 –3

Коэффициенты b и d в равенстве (3) 
равноправны, поэтому мы не рас-
сматриваем случаи b = 6 и d = 1 или 
b = –6 и d = –1 и т. д.
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Для каждой пары значений b и d из третьего равенства системы (4) 
найдем ас: ас = 3 – (b + d), а из второго равенства имеем а + с = 1.
Зная а + с и ас, по теореме, обратной теореме Виета, находим а и 
с как корни квадратного уравнения. Найденные таким образом 
значения а, b, с, d подставим в четвертое равенство системы (4) 
bс + ad = 1, чтобы выбрать те числа, которые являются решениями 
системы (4). Удобно эти рассуждения оформить в виде таблицы:

b 1 –1 2 –2

d 6 –6 3 –3

a + c = 1 1 1 1 1

ac = 3 – (b + d) –4 10 –2 8

a нецелое не существует 2 –1 не существует

с нецелое не существует –1 2 не существует

bc + ad = 1 — — bc + ad = 4
4 ≠ 1

bc + ad = 1
1 = 1

—

Как видим, системе (4) удовлетворяет набор целых чисел а = –1, b = 2, 
с = 2, d = 3. Тогда равенство (3) имеет вид

 х4 + х3 + 3х2 + х + 6 = (х2 – х + 2)(х2 + 2х + 3).  (5)
Поскольку квадратные трехчлены х2 – х + 2 и х2 + 2х + 3 не имеют 
не только рациональных, но и действительных корней, то равенство 
(5) дает окончательный ответ. 

Упражнения
1. Найдите целые корни многочлена:

1) х3 – 5х + 4; 2) 2x3 + x2 – 13x + 6; 
3) 5х3 + 18х2 – 10х – 8; 4) 4х4 – 11х2 + 9х – 2.

2. Найдите рациональные корни уравнения:
1) x3 – 3x2 + 2 = 0; 2) 2x3 – 5x2 – x + 1 = 0;
3) 3x4 + 5x3 – x2 – 5x – 2 = 0; 4) 3x4 – 8x3 – 2x2 + 7x – 2 = 0.

3. Разложите многочлен на множители:
1) 2х3 – х2 – 5х – 2; 2) х3 + 9х2 + 23х + 15;
3) х4 – 2х3 + 2х – 1; 4) х4 – 2х3 – 24х2 + 50х – 25.

4. Найдите действительные корни уравнения:
1) х3 + х2 – 4х + 2 = 0; 2) х3 – 7х – 6 = 0;
3) 2х4 – 5х3 + 5х2 – 2 = 0; 4) 2х3 – 5х2 + 1 = 0.

5*. Разложите многочлен на множители методом неопределенных коэф-
фициентов:
1) х4 + х3 – 5х2 + 13х – 6; 2) х4 – 4х3 – 20х2 + 13х – 2.

6*. Разложите многочлен на множители, заранее записав его с помощью 
метода неопределенных коэффициентов в виде (х2 + bх + с)2 – (тх + п)2:
1) х4 + 4х – 1; 2) х4 – 4х3 – 1; 3) х4 + 4а3х – а4.
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§ 8 УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА, СОДЕРЖАЩИЕ ЗНАК МОДУЛЯ

Таблица 15

с использованием специальных соотношений

1. Решение уравнений  
и неравенств, содержащих знак модуля

по определению

a

a a

a

a a

=
>
=

− <







, ,

, ,

, ,

ïðè

ïðè

ïðè

0

0 0

0

по общей схеме

1. Найти ОДЗ.
2. Найти нули всех подмо-

дульных функций.
3. Отметить нули на ОДЗ 

и разбить ОДЗ на про-
межутки.

4. Найти решение в каж-
дом промежутке (и про-
верить, входит ли это 
решение в рассматри-
ваемый промежуток).

с использованием 
геометрического 

смысла

| a | — расстояние на 
числовой прямой от 
точки 0 до точки а.

1. | f (x) | = a.
2. | f (x) | = | g (x) |.
3. | f (x) | > a.
4. | f (x) | < a.

2. Использование геометрического смысла модуля (при a > 0)

1. | f (x) | = a ⇔ f (x) = a или f (x) = –a.
2. | f (x) | = | g (x) | ⇔ f (x) = g (x) или f (x) = –g (x).
3. | f (x) | > a ⇔ f (x) < –a или f (x) > a.

4. f x a a f x a
f x a

f x a
( ) ( )

( ) ,

( ) .
< ⇔ − < < ⇔

> −
<




Обобщение

5. f x g x
g x

f x g x f x g x
( ) ( )

( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ).
= ⇔

= = −




l 0

  èëè

6. | f (x) | > g (x) ⇔ f (x) < –g (x) или f (x) > g (x).

7. f x g x g x f x g x
f x g x

f x g x
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ),

( ) ( ).
< ⇔ − < < ⇔

> −
<







§ 8. Уравнения и неравенства, содержащие знак модуля   131

Продолжение табл. 15

3. Использование специальных соотношений
1. | u | = u ⇔ u l 0.
2. | u | = –u ⇔ u m 0.
3. | u | = | v | ⇔ u2 = v2.
4. | u | > | v | ⇔ u2 > v2. Тогда | u | – | v | > 0 ⇔ u2 – v2 > 0;
знак разности модулей двух выражений совпадает со знаком разно-
сти их квадратов.

5. u v u v
u

v
+ = + ⇔ 




l
l

0

0

,

.

6. u v u v
u

v
+ = − − ⇔ 




m
m

0

0

,

.
7. | u | + | v | = | u + v | ⇔ uv l 0.
8. | u | + | v | = | u – v | ⇔ uv m 0.
9. | x – a | + | x – b | = b – a ⇔ a m x m b, де a < b.

Объяснение и обоснование
Решать любое уравнение или неравенство, содержащее знак модуля 

можно одним из трех основных способов: по определению модуля, ис-
ходя из геометрического смысла модуля или по общей схеме. Некоторые 
уравнения или неравенства, содержащие знак модуля, могут быть также 
решены с использованием специальных соотношений (табл. 15).

В зависимости от выбранного способа решения получаем разные за-
писи решения.

Задача  Решите уравнение | 2x – 4 | = 6.

I способ (по определению модуля)     

Решение Комментарий

 1) Если
 2х – 4 l 0,  (1)

то получаем уравнение
2х – 4 = 6. 

Тогда x = 5, что удовлетворяет 
и условию (1).

2) Если
  2x – 4 < 0,   (2)

то получаем уравнение 
–(2x – 4) = 6. 

Тогда x = –1, что удовлетворяет 
и условию (2).

Ответ: 5; –1. 

Чтобы раскрыть знак модуля по 
определению, рассмотрим два случая: 

2х – 4 l 0 и 2x – 4 < 0.
По определению модулем положи-

тельного (неотрицательного) числа 
является само это число, а модулем 
отрицательного числа является про-
тивоположное ему число. Поэтому 
при 2х – 4 l 0  | 2x – 4 | = 2x – 4, 
а при 2x – 4 < 0  | 2x – 4 | = –(2x – 4).

В каждом случае решаем полу-
ченное уравнение и выясняем, удо-
влетворяет ли каждый из найденных 
корней тому условию, при котором 
мы его находили.
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ll способ (использование геометрического смысла модуля)

Решение Комментарий

 2x – 4 = 6 или 2x – 4 = –6,
   2x = 10  или 2x = –2,
    x = 5  или x = –1.
Ответ: 5; –1.

С геометрической точки зрения 
| 2х – 4 | — это расстояние от точки 0 
до точки 2х – 4. По условию уравне-
ния оно равно 6, но расстояние 6 мо-
жет быть отложено от 0 как вправо 
(получаем число 6), так и влево (по-
лучаем число –6). Таким образом, 
равенство | 2х – 4 | = 6 возможно тог-
да и только тогда, когда 2x – 4 = 6 
или 2x – 4 = –6.

Замечание. При решении уравнения с использованием геометри-
ческого смысла модуля знак модуля раскрывается неявно, то есть опре-
деление модуля в явном виде не применяется.

Общая схема решения уравнений и неравенств, содержащих знак мо-
дуля, — это фактически немного измененный метод интервалов. Поясним 
содержание этой схемы на примере уравнения с двумя модулями вида 

| f (x) | + | g (x) | = a (a > 0).
 Чтобы решить это уравнение, необходимо раскрыть знаки модулей, 

а для этого необходимо знать, где функции f (x) и g (x) будут по-
ложительными, а где — отрицательными. То есть фактически мы 
должны решить неравенства

 f (x) ‘ 0,  (1)
 g (x) ‘ 0.  (2)

Каждое из этих неравенств мы умеем решать методом интервалов. 
Перестроим прием решения неравенств методом интервалов таким об-
разом, чтобы он давал возможность одновременно решать каждое из 
последних неравенств. Как известно, решение неравенства (1) методом 
интервалов начинается с нахождения его ОДЗ (то есть области опреде-
ления функции f (x)), а решение неравенства (2) — с нахождения его 
ОДЗ (то есть области определения функции g (x)). Чтобы начать одно-
временно решать оба неравенства, необходимо найти общую область 
определения для функций f (x) и g (x), то есть найти ОДЗ данного 
уравнения (это и есть первый из ориентиров необходимой схемы).
Чтобы продолжить решение неравенств f (x) ‘ 0 и g (x) ‘ 0 методом 
интервалов, необходимо найти нули функций f (x) и g (x), то есть най-
ти нули всех подмодульных функций (это и есть второй ориентир).
Если далее применить схему метода интервалов одновременно для 
двух неравенств, необходимо на ОДЗ отметить нули подмодульных 
функций и разбить ОДЗ на промежутки (это третий ориентир).
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В каждом из полученных промежутков знаки функций f (x) и g (x) не 
могут измениться. Тогда мы можем найти знаки подмодульных функ-
ций на каждом промежутке (в любой точке этого промежутка), рас-
крыть знаки модулей и найти решение данного уравнения в каждом из 
этих промежутков (это и есть четвертый ориентир общей схемы).  
Обоснование возможности применения приведенной схемы к реше-

нию нера венств, содержащих знак модуля, проводится аналогично.

Примеры решения задач

Задача 1 Решите уравнение x

x
x

−
+ − =

1
2 2.

 1. ОДЗ: х ≠ 1.

2. Нули подмодульных функций: x

x −
=

1
0  

(х = 0) и х – 2 = 0 (х = 2).
3. Нули 0 и 2 разбивают ОДЗ на четыре 

промежутка, в которых подмодульные 
функции имеют знаки1, показанные на ри сунке 67.

4. Находим решения данного уравнения в каждом из промежутков (по-
скольку знаки подмодульных функций одинаковы на промежутках І 
и ІІІ, удобно для решения объединить эти промежутки).
Промежутки І и ІІІ: х ∈ (–∞; 0) Ÿ (1; 2). Учитывая знаки подмодуль-
ных функций на этих промежутках и определение модуля, получа-
ем, что в этих промежутках данное уравнение равносильно уравне-

нию x

x
x

−
− − =

1
2 2( ) .  Отсюда х = 0 или х = 2. В рассмотренные про-

межутки полученные значения не входят, таким образом, в этих 
промежутках корней нет.
Промежуток ІІ: х ∈ [0; 1). (Следует обратить внимание на то, чтобы 
не пропустить значение х = 0, которое принадлежит ОДЗ.) В этом 
промежутке получаем уравнение − − − =

−
x

x
x

1
2 2( ) .  Отсюда х = 0 — 

корень, поскольку принадлежит этому промежутку.
Промежуток ІV: х ∈ [2; +∞). (И в этом промежутке необходимо не 

забыть значение х = 2.) Получаем уравнение x

x
x

−
+ − =

1
2 2.  Отсюда 

х = 2 — корень, поскольку принадлежит этому промежутку.
Объединяя все решения, которые мы получили в каждом промежут-

ке, имеем решение данного уравнения на всей ОДЗ.
Ответ: 0; 2. 

Рис. 67

1 На рисунке 67 в каждом из промежутков первый знак — это знак функции  

x

x − 1
,  а второй — знак функции х – 2. При выполнении рисунка удобно сначала 

отметить на числовой прямой ОДЗ, а потом нули подмодульных функций на ОДЗ.
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Проиллюстрируем также получение и использование специальных 
соотношений, приведенных в таблице 15.

Обоснуем, например, соотношение 5: u v u v
u

v
+ = + ⇔ 




l
l

0

0

,

.
 Запишем заданное равенство в виде u + v = | u | + | v | и проанализи-

руем его, опираясь на известные из 6 класса правила действий над 
числами с одинаковыми и с разными знаками. Чтобы сложить два 
числа u и v, мы сложили их модули, таким образом, эти числа име-
ют одинаковые знаки. Если бы эти числа были оба отрицательными, 
то и их сумма была бы тоже отрицательна, но u + v = | u | + | v | l 0. 
Тогда получаем, что числа u и v — оба неотрицательные. Наоборот, 

если 
u

v

l
l

0

0

,

,





 то выполняется равенство u + v = | u | + | v |. Таким об-

разом, действительно уравнение | u | + | v | = u + v равносильно систе-

ме неравенств 
u

v

l
l

0

0

,

.





 

Задача 2* Решите уравнение | x – 5 | + | 2x + 5 | = 3x.

Решение Комментарий

 Поскольку 3х = (х – 5) + (2х + 5), 
то данное уравнение имеет вид 
| u | + | v | = u + v, но это равенство 
может выполняться тогда и только 
тогда, когда числа u и v — оба неот-
рицательные. Таким образом, дан-
ное уравнение равносильно системе

 
x

x

−
+





5 0

2 5 0

l
l

,

.
 Отсюда 

x

x

l

l

5

5

2

,

.−






Таким образом, x l 5.
Ответ: [5; +∞). 

Если обозначить x – 5 = u и 
2x + 5 = v, то u + v = 3x и данное 
уравнение имеет вид | u | + | v | = 
= u + v, а по соотношению 5 такое 
уравнение равносильно системе 

u

v

l
l

0

0

,

.





Заметим, что данное уравнение 
можно решать и по общей схеме, но 
тогда решение будет более громозд-
ким.

При решении неравенств, содержащих знак модуля, рассуждения, 
связанные с раскрытием знаков модулей, полностью аналогичны рас-
суждениям, которые использовались при решении уравнений, содержа-
щих знак модуля.

Задача 3 Решите неравенство | 2x – 5 | m 7. 

Решение Комментарий

 Учитывая геометрический смысл 
модуля, получаем, что заданное не-
равенство равносильно неравенству

Неравенство вида | f (x) | m a (где 
a > 0) удобно решать, используя гео-
метрический смысл модуля. 
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 –7 m 2x – 5 m 7.  (1)
Тогда –2 m 2x m 12, таким образом, 

–1 m x m 6.

Ответ: [–1; 6]. 

Поскольку заданное неравен-
ство — это неравенство вида | t | m 7, 
а модуль числа — это расстояние на 
координатной прямой от точки, изо-
бражающей данное число, до точки 
0, то заданному неравенству удо-
влетворяют все точки, находящиеся 
в промежутке [–7; 7]. Таким обра-
зом, –7 m t m 7. Если возникают за-
труднения с решением двойного 
неравенства (1), то его за меняют на 

равносильную систему 
2 5 7

2 5 7

x

x

− −
−





l
m

,

.

Задача 4 Решите неравенство

 
x

x

−
− −

3

2 1
1l .  (1)

 1. ОДЗ: | x – 2 | – 1 ≠ 0. Тогда | x – 2 | ≠ 1, то есть x – 2 ≠ ä1, таким 
образом: х ≠ 3 или х ≠ 1.

2. Нули подмодульных функций: х – 3 = 0 (х = 3 — не принадлежит 
ОДЗ) и х – 2 = 0 (х = 2).

3. Нуль 2 разбивает ОДЗ на четыре про-
межутка, на которых подмодульные 
функции имеют знаки, показанные на 
рисунке 68 (на каждом из промежутков 
первый знак — это знак функ ции х – 3,
а второй — знак функции х – 2).

4. Находим решения заданного неравенства в каждом из промежутков 
(поскольку знаки подмодульных функций являются одинаковыми на 
промежутках І и ІІ, удобно для решения объединить эти промежутки).
Промежутки І и ІІ: х ∈ (–∞; 1) Ÿ (1; 2]. Учитывая знаки подмодуль-
ных функций в этих промежутках и определение модуля, получаем, 
что при х ∈ (–∞; 1) Ÿ (1; 2] заданное неравенство равносильно нера-

венству − −
− − −

( )

( )
.x

x

3

2 1
1l  Тогда 3

1
1−

−
x

x
l ,  то есть 2

1
0

− x
l .  Отсюда x < 1. 

В промежутки, которые мы рассмотрели, входят все значения x < 1, 
таким образом, в этом случае решением будет x < 1.
Промежуток ІІІ: х ∈ [2; 3). На этом промежутке получаем неравен-

ство − −
− −
( ) ,x

x

3

2 1
1l  то есть − −

−
( ) .x

x

3

3
1l  Но при любом значении x из 

промежутка ІІІ последнее неравенство обращается в неверное нера-
венство (–1 l 1). Таким образом, в промежутке ІІІ неравенство (1) 
решений не имеет.

3

Рис. 68
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Промежуток ІV: х ∈ (3; +∞). В этом промежутке получаем неравен-

ство x

x

−
− −

3

2 1
1l ,  то есть x

x

−
−

3

3
1l .  Как видим, при любом х из ІV про-

межутка неравенство (1) обращается в верное числовое неравенство 
(1 l 1). Таким образом, решением неравенства (1) в ІV промежутке 
есть любое число из этого промежутка (x > 3).
Объединяя все решения, полученные в каждом из промежутков, 

имеем решение данного неравенства на всей ОДЗ: x < 1 или x > 3.
Ответ: (–∞; 1) Ÿ (3; +∞). 

Укажем, что для решения некоторых неравенств, содержащих знак 
модуля, удобно применять также специальные соотношения, приведенные 
в таблице 15.

Задача 5* Решите неравенство 
x x x x

x x

− − + − +
− − +

( ) ( ) <1 3 2 6

1 2
0.

 Поскольку | a | l 0 и функция y = t2 монотонно возрастает на мно-
жестве неотрицательных чисел, то все разности модулей в неравенстве 
можно заменить на разности их квадратов (то есть воспользоваться со-
отношением 4: | u | – | v | > 0 ⇔ u2 – v2 > 0). Получаем неравенство, равно-
сильное заданному

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
.

x x x x

x x

− − + − +

− − +

( )( ) <1 3 2 6

1 2

2 2 2 2

2 2 0

Раскладывая на множители все разности квадратов, имеем:

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )
.

− + − +
− −

<4 2 2 6 3 6

1 2 3
0

x x x

x

Далее методом интервалов получаем –2 < x < –1 или − < <1

2
6x  (рис. 70).

Ответ: –2 < x < –1 или − < <1

2
6x  

Общая схема, предложенная в таблице 15, может быть использована 
не только при решении уравнений или неравенств, содержащих знак 
модуля, но и при преобразовании выражений, содержащих знак модуля.

Например, для построения графика функции f (x) = | x + 1 | + | x – 1 | 
удобно сначала по общей схеме раскрыть знаки модулей, а уже потом 
строить график функции f (x).

Оформление решения подобного примера может быть таким.

Задача 6 Постройте график функции f (x) = | x + 1 | + | x – 1 |.

 1. Область определения функции: все х ∈ R.
2. Нули подмодульных функций: х = –1 и х = 1.
3. Отмечаем нули на области определения и разбиваем область опреде-

ления на промежутки (на рисунке 71 также указаны знаки подмо-
дульных функций в каждом из промежутков).
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Рис. 70 Рис. 71

4. Тогда 

f x

x x x

x x x

x

( )

( ) ( ), ,

( ), ,=
− + − − −
+ − − −
+

1 1 1

1 1 1 1

1

  

     

если

если

m
m m

++ −





 x x1 1, .       если l

 

Таким образом, f x

x x

x

x x

( )

, ,

, ,

, .

=
− −

−






2 1

2 1 1

2 1

  

     

   

если

если

если

m
m m
l

Строим график этой функции (рис. 72).

Вопросы для контроля
1. Объясните, какими способами можно решать уравнения и неравен-

ства, содержащие знак модуля. Проиллюстрируйте эти способы на 
примерах.

2. Обоснуйте специальные соотношения, приведенные в таблице 15. 
Проиллюстрируйте их применение к решению уравнений и нера-
венств, содержащих знак модуля.

3. Обоснуйте обобщения использования геометрического смысла моду-
ля, приведенные в таблице 15. Проиллюстрируйте их применение 
к решению уравнений и неравенств, содержащих знак модуля.

Упражнения

Решите уравнения и неравенства, содержащие знак модуля (1–15).
 1. 1) | 3x – 5 | = 7;  2) | 8 – 4x | = 6;  3) | x2 – 5x | = 6.

 2. 1) | 2x – 3 | > 5;  2) | 3 – 5x | < 7;  3*) x

x

−
+

>1

1
2;    4) 2 3

5
1x

x

−
−

< .

 3. 1) | x – 2 | – 2x – 1 = 0;  2) x2 + 3x + | x + 3 | = 0.
 4. 1) | x – 1 | + | x – 3 | = 2;  2) | x + 1 | + | x – 5 | = 20;  

3) | x + 5 | + | x – 8 | = 13.
 5. 1) | x + 3 | < x – 2;  2) | x + 1 | + | x – 2 | m 2x – 1; 
 3) | x + 3 | + | x – 1 | < | 6 – 3x |.

 6. 1) x x x2 2 1 2 1− + + − = ;  2) x x x x2 4 4 5+ + + = + .

 7. 1) x x x2 24 4 8− + + = ;  2) 16 8 2 1 52 2− + + + + =x x x x .

Рис. 72
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  8. 1) 
x x

x x

2

2

4 3

5
1

− +

+ −
= ;  2) 4

1 2
1

x
x

+ −
= + .

  9. 1) | | x – 1 | – 2 | = 1;  2) | | 2x – 4 | – 5 | = 3.

10. 1) | x2 – 4x | < 5;  2) | x2 – x – 6 | > 4.

11. 1) 3 | x – 1 | + x2 – 7 > 0;  2) | x – 6 | l x2 – 5x + 9.

12. 1) 
x x

x

+ +
+

>3

2
1;  2) 1

3

1

2x −
< .

13. 1) | | x – 1 | – 5 | m 2;  2) | x – 1 | + | x + 2 | – | x – 3 | > 4.

14. 1) | x – 2x2 | > 2x2 – x;  2) | x2 + x – 20 | m x2 + x – 20.

15. 1) 4

3 1
2

x
x

+ −
+l ;  2) 4

1 2
1

x
x

+ −
−l .

16. Постройте график функции:
 1) y = | 2x – 4 | + | 2x + 6 |;  2) y = | x – 5 | + | 3x + 6 |.

§ 9 УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА С ПАРАМЕТРАМИ

9.1. Решение уравнений и неравенств с параметрами
Если в запись уравнения или неравенства, кроме переменной и чис-

ловых коэффициентов, входят также буквенные коэффициенты — пара-
метры, то при решении таких уравнений можно пользоваться следующим 
ориентиром.

Любое уравнение или неравенство с параметрами можно ре
шать как обычное уравнение или неравенство до тех пор, 
пока все преобразования или рассуждения, необходимые для 
решения, можно выполнить однозначно. Если какоето преоб
разование нельзя выполнить однозначно, то решения необхо
димо разбить на несколько случаев, чтобы в каждом из них 
ответ через параметры записывался однозначно.

На этапе поиска плана решения уравнения или неравенства с па-
раметрами или в ходе решения часто удобно сопровождать соответству-
ющие рассуждения схемами, по которым легко проследить, в какой 
момент мы не смогли однозначно выполнить необходимые преобразо-
вания, на сколько случаев пришлось разбить решение и чем отличается 
один случай от другого. Чтобы на таких схемах (или в записях громозд-
ких решений) не потерять какой-то ответ, целесообразно помещать окон-
чательные ответы в прямоугольные рамки. Записывая окончательный 
ответ, следует учитывать, что ответ должен быть записан для всех воз-
можных значений параметра.



§ 9. Уравнения и неравенства с параметрами   139

Задача 1  Решите неравенство с переменной х: 3ах + 2 l х + 5а.
Комментарий

Заданное неравенство является линейным относительно переменной х, 
поэтому используем известный алгоритм решения линейного неравенства: 

1) переносим члены с переменной х в одну сторону, а без х — в другую:
 3ах – х l 5а – 2;

2) выносим в левой части за скобки общий множитель х (то есть 
приводим неравенство к виду Ах l В): (3а – 1) х l 5а – 2.
Для решения последнего неравенства мы хотели бы разделить обе его 

части на (3а – 1). Но если обе части неравенства разделить на положи-
тельное число, то знак неравенства не изменится, а если на отрицатель-
ное, то знак неравенства необходимо изменить на противоположный. 
Кроме того, следует учесть, что на нуль делить нельзя. Следовательно, 
начиная с этого момента нужно рассмотреть три случая: 3а – 1 > 0, 
3а – 1 < 0, 3а – 1 = 0.

Приведенные выше рассуждения можно наглядно записать так:
3ах + 2 l х + 5а.

Решение
  3ах – х l 5а – 2

(3à–1) õ 5à  – 2

 5  2

3  1

a
x

a
−

−

−

1
3

3à 1 > 0 −3à 1 < 0−3à 1 = 0

 
a >

1
3

 
a <

1
3

 
a =

x — ëþáîå ÷èñëî 

 5  2

3  1

a
x

a
−
−

1
0

3
x⋅     −

 l

 l  l m

Ответ: 1) при a x a

a
> −

−
1

3

5 2

3 1
l ;  2) при a x a

a
< −

−
1

3

5 2

3 1
m ;  

            3) при a = 1

3
  х — любое число. 

При решении более сложных уравнений или неравенств следует 
помнить, что уравнения и неравенства с параметрами чаще всего ре-
шают с помощью равносильных преобразований, а все равносильные  
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преобразования уравнений или неравенств выполняют на области до-
пустимых значений (ОДЗ) заданного уравнения или неравенства (то есть 
на общей области определения для всех функций, которые входят в за-
пись уравнения или неравенства). Поэтому, прежде чем записать ответ, 
нужно обязательно учесть ОДЗ заданного уравнения или неравенства. 

Задача 2  Решите уравнение x

x

a

x−
= +

3
1 ,  где x — переменная. 

Комментарий
Заданные дробные выражения существуют тогда и только тогда, 

когда знаменатели заданных дробей не равны нулю, следовательно, ОДЗ 
уравнения: х ≠ 3, х ≠ 0.

Умножим обе части заданного уравнения на выражение х (х – 3)  
общий знаменатель дробей  и получим целое уравнение, которое при 
условии х (х – 3) ≠ 0 (то есть на ОДЗ заданного уравнения) равносиль-
но заданному: x2 = x (x – 3) + а (x – 3). Из этого уравнения получаем 
x2 = x2 – 3x + ах – 3a, то есть ах – 3x = 3a. Тогда (а – 3) x = 3a. 

Для того чтобы найти значение переменной х, хотелось бы разделить 
обе части последнего уравнения на (а – 3), но при а = 3 пришлось бы 
делить на 0, что невозможно. Следовательно, начиная с этого момента 
нужно рассмотреть два случая.

Решение в соответствии с приведенными выше рассуждениями мож-
но наглядно записать в виде схемы.

x

x

a

x−
= +

3
1

Решение
  ОДЗ: х ≠ 3, х ≠ 0.

x2 = x (x – 3) + а (x – 3), x2 = x2 – 3x + ах – 3a, ах – 3x = 3a.

– =  ( 3) 3a x a

à– 3   0 ≠à– 3   0 =

a = 3 a ≠ 3

0x = 9 3a

3
x
a

=
−Êîðíåé íåò

Выясним, при каких значениях а найденные корни не входят в ОДЗ 
уравнения, то есть при каких значениях а получаем х = 3 и х = 0.

3

3
3a

a −
= ,  тогда 3а = 3 (а – 3), 3а = 3а – 9  решений нет. Следова-

тельно, при всех значениях а корень 3

3

a

a −
 не равен 3. 
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 3

3
0a

a −
= ,  тогда а = 0. Следовательно, при а = 0 имеем х = 0  посторон-

ний корень (не входит в ОДЗ), то есть при а = 0 заданное уравнение не 
имеет корней. 

Ответ: 1) при а = 3 и а = 0 корней нет; 2) при а ≠ 3, а ≠ 0 x a

a
=

−
3

3
.  

Задача 3 Решите уравнение ax

x a x

−
−

=1 4  относительно переменной x.

Комментарий
Будем выполнять равносильные преобразования заданного уравне-

ния. Для этого найдем его ОДЗ (знаменатели дробей не равны нулю). 
Если теперь обе части уравнения умножить на произведение выраже-
ний, которые стоят в знаменателях дробей (и которое не равно нулю на 
ОДЗ уравнения), то получим уравнение ах2 – 5х + 4а = 0, равносильное 
заданному (на ОДЗ заданного). Но последнее уравнение будет квадрат-
ным только при а ≠ 0, потому для его решения следует рассмотреть два 
случая (а = 0 и а ≠ 0). 

Если а ≠ 0, то для исследования полученного квадратного уравнения 
нужно рассмотреть еще три случая: D = 0, D < 0, D > 0 — и в каждом 
из них проверить, входят найденные корни в ОДЗ или нет. При D = 0 
удобно использовать, что значение корня соответствующего квадратного 
уравнения совпадает с абсциссой вершины параболы y = ах2 — 5х + 4а, 

то есть x x b

a a
= = − =0 2

5

2
.  Рассматривая случай D > 0, следует помнить 

также пре дыдущее ограничение: а ≠ 0.
Поскольку корни уравнения (1) записываются достаточно громоздкими 

формулами (см. решение), то вместо подстановки полученных корней в огра-
ничение ОДЗ можно подставить «запрещенные» значения х в уравнение (1) и 
выяснить, при каких значениях параметра а мы получим те значения х, ко-
торые не входят в ОДЗ, а затем проверить полученные значения параметра.

Решение
  ОДЗ: х ≠ 0, х ≠ а. На этой ОДЗ заданное уравнение равносильно 

уравнениям: ах2 – х = 4х – 4а,
 ах2 – 5х + 4а = 0. (1)
1. Если а = 0, то из уравнения (1) получаем х = 0 — не входит в ОДЗ, 

следовательно, при а = 0 корней нет.
2. Если а ≠ 0, то уравнение (1)  квадратное. Его дискриминант D = 25 –

– 16а2. Рассмотрим три случая:

1) D = 0, то есть 25 – 16а2 = 0, a = ± 5

4
.  Тогда уравнение (1) имеет одно 

значение корня: x
a

= 5

2
.  Если a = 5

4
,  то корень х = 2 уравнения (1) 
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входит в ОДЗ и является корнем заданного уравнения. Если a = − 5

4
,  

то корень х = –2 уравнения (1) тоже входит в ОДЗ и является корнем 
заданного уравнения.

2) D < 0, то есть 25 – 16а2 < 0, следовательно, a < − 5

4
 или a > 5

4
.  

Тогда уравнение (1) не имеет корней.

3) D > 0, то есть 25 – 16а2 > 0, следовательно, − < <5

4

5

4
a ,  но а ≠ 0. 

Тогда уравнение (1) имеет два корня:

 x a

a1 2

25 25 16

2, .= ± −  (2)

Выясним, при каких значениях а найденные корни не входят в ОДЗ, 
то есть при каких значениях а получаем х = 0 и х = а. 
Подставляя в уравнение (1) х = 0, получаем а = 0, но при а = 0 за-

данное уравнение не имеет корней.
Подставляя в уравнение (1) х = а, получаем а3 – 5а + 4а = 0, то есть 
а3 – а = 0, а (а2 – 1) = 0. Тогда а = 0 (заданное уравнение не имеет 
корней), или а = ä1. Проверим эти значения а.
При а = 1 ОДЗ записывается так: х ≠ 0, х ≠ 1. Из формулы корней (2) 
имеем x

1 
= 4 (входит в ОДЗ) и x

2
 = 1 (не входит в ОДЗ). Следователь-

но, при а = 1 заданное уравнение имеет только один корень: х = 4.
При а = –1 ОДЗ записывается так: х ≠ 0, х ≠ –1, а из формулы кор-
ней (2) получим: x

1
 = –4 (входит в ОДЗ) и x

2
 = –1 (не входит в ОДЗ). 

Следовательно, при а = –1 заданное уравнение имеет только один 
корень: х = –4. 
Таким образом, формулу корней (2) можно использовать, если 

− < <5

4

5

4
a ,   только при а ≠ 0 и а ≠ ä1.

Ответ: 1) если a = 5

4
,  то х = 2;

 2) если a = − 5

4
,  то х = –2; 

 3) если а = 1, то х = 4;
 4) если а = –1, то х = –4;

 5) если a ∈ − −( ) − ( )5

4

5

4
1 1 0 0 1 1; ( ; ) ( ; ) ; ,Ÿ Ÿ Ÿ  то x a

a1 2

25 25 16

2, ;= ± −  

 5) если a ∈ −∞( ) + ∞( ); ;5

4

5

4
Ÿ  или а = 0, то корней нет. 

Замечание. Чтобы облегчить запись ответа в этом и аналогичных 
примерах, можно пользоваться таким приемом. Перед записью отве-
та в сложных или громоздких случаях изобразим ось параметра (a)  
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и отметим на ней все особые значения параметра, которые появились 
в процессе решения. Под осью параметра (левее от нее) выпишем все по-
лученные решения (кроме решения «корней нет») и напротив каждого 
ответа отметим, при каких значениях параметра этот ответ можно 
использовать (рис. 73). После этого ответ записывают для каждого из 
особых значений параметра и для каждого из полученных промежут-
ков оси параметра. В частности, перед записью ответа в рассмотренном 
примере, на черновике удобно изобразить такую схему (рис. 73).

     
− 5

4  –1        0       1   

5
4

1) х = 2

2) х = –2

3) x a
a1 2

25 25 16
2, = ± −

4) х = 4

5) х = –4

х

Рис. 73

7.2. Исследовательские задачи с параметрами
Некоторые исследовательские задачи с параметрами удается ре-

шить по такой схеме: 1) решить заданное уравнение или неравенство; 
2) исследовать полученное решение. 

Задача 1 Найдите все значения а, при которых уравнение
( ) ( )x a x a

x

+ −
+

=5

7
0  имеет единственный корень.

Решение Комментарий

  ОДЗ: х ≠ –7. На ОДЗ получаем 
равносильное уравнение 

(х + а) (х – 5а) = 0. 
Тогда х + а = 0 или х – 5а = 0. По-
лучаем х = –а или х = 5а. Учтем 
ОДЗ. Для этого выясним, когда 
х = –7: –а = –7 при а = 7, 5а = –7 при 

a = −7

5
.
 
 Тогда при а = 7 получаем: 

х = –а = –7 — посторонний корень;
х = 5а = 35 — единственный корень.

Поскольку дробь равна нулю 
тогда и только тогда, когда ее чис-
литель равен нулю, а знаменатель 
не равен нулю, то на ОДЗ (х + 7 ≠ 
≠ 0) заданное уравнение равносиль-
но уравнению (х + а) (х – 5а) = 0. 
Дальше учитываем, что произведе-
ние равно нулю тогда и только тогда, 
когда хотя бы один из множителей 
равен нулю (а второй имеет смысл).

После этого выясним, при каких 
значениях а найденные корни не 
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При a = −7

5  
получаем: х = 5а = –7  

посторонний корень; x a= − = 7

5  
 

единственный корень. Также задан-
ное уравнение будет иметь един-
ственный корень, если –а = 5а, то 
есть при а = 0 (тогда х = –а = 0 и 
х = 5а = 0 ≠ –7). 

Ответ: а = 7, a = −7

5
,
 
а = 0. 

входят в ОДЗ, то есть х = –7: при-
равниваем корни к –7 и находим 
соответствующие значения а. При 
найденных значениях а один из 
двух полученных корней будет по-
сторонним (х = –7), и уравнение 
будет иметь единственный корень 
(одно значение корня). Кроме того, 
заданное уравнение будет иметь 
единственный корень еще и в том 
случае, когда два полученных кор-
ня (х = –а и х = 5а) будут совпадать 
(и, конечно, будут входить в ОДЗ). 

Исследование количества решений уравнений и их систем. При ре-
шении некоторых задач с параметрами можно пользоваться таким ори-
ентиром: если в задаче с параметрами речь идет о количестве решений 
уравнения (неравенства или системы), то для анализа заданной ситуа-
ции часто удобно использовать графическую иллюстрацию решения.

Наиболее простым соответствующее исследование является в том 
случае, когда заданное уравнение можно преобразовать к виду f (x) = а, 
поскольку график функции у = а — это прямая, параллельная оси Ох 
(которая пересекает ось Оy в точке а). Отметим, что, заменяя заданное 
уравнение на уравнение f (x) = а, нужно следить за равносильностью 
выполненных преобразований, чтобы полученное уравнение имело те же 
корни, что и заданное, а следовательно, и количество корней у них бу-
дет одинаковым. Чтобы определить, сколько корней имеет уравнение  
f (x) = а, достаточно определить, сколько точек пересечения имеет гра-
фик функции у = f (x) с прямой у = а при различных значениях параме-
тра а. (Для этого на соответствующем рисунке целесообразно изобразить 
все характерные положения прямой.)

Задача 2 Сколько корней имеет уравнение | x2 – 4 | x | | = а в зависи-
мости от значения параметра а? 

Решение Комментарий

 Построим графики функций 
у = | x2 – 4 | x | | и у = а. 

Анализируя взаимное размеще-
ние полученных графиков, по-
лучаем ответ:  

1) при а < 0 уравнение корней не 
имеет; 

Поскольку в этом задании речь 
идет о количестве решений уравне-
ния, то для анализа заданной си- 
туации попробуем использовать гра- 
фическую иллюстрацию решения. 
1. Строим график функции 

у = | x2 – 4 | x | | 
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2) при а = 0 уравнение имеет 3 кор-
ня;

3) при 0 < а < 4 уравнение имеет 
6 корней; 

4) при а = 4 уравнение имеет 4 кор-
ня; 

5) при а > 4 уравнение имеет 2 кор-
ня. 

–2 2 4–4

–4

x

yy = a

0

a

  

(учитывая, что x2 = | x |2, по-
строение может происходить, 
например, по таким этапам: 

x2 – 4x → | x |2 – 4 | x | →
→ | x2 – 4 | x | |).

2. Строим график функции у = а. 
3. Анализируем взаимное разме-

щение полученных графиков и 
записываем ответ (количество 
корней уравнения f (x) = а рав-
но количеству точек пересече-
ния графика функции у = f (x) 
с прямой у = а).

Отметим, что значительное количество исследовательских заданий не 
удается решить путем непосредственных вычислений (или такие вычис-
ления являются очень громоздкими). Поэтому часто приходится сначала 
обосновывать какое-то свойство заданного уравнения или неравенства, 
а затем, пользуясь этим свойством, уже давать ответ на вопрос задачи.

Например, принимая во внимание четность функций, которые вхо-
дят в запись заданного уравнения, можно использовать такой ориентир.

Если в уравнении f (х) = 0 функция f (х) является четной или не
четной, то вместе с каждым корнем a мы можем указать еще один 
корень этого уравнения (–α).

Задача 3 Найдите все значения параметра а, при которых уравнение
 x4 – a | x |3 + a2 – 4 = 0 (1)

имеет единственный корень.

Решение Комментарий

  Функция f (x) = x4 – а | x |3 +
+ a2 – 4 является четной (D (f) = R, 
f (–х) = f (x)). Если x = α  корень 
уравнения (1), то x = –α тоже явля-
ется корнем этого уравнения. Пото-
му единственный корень у заданного 
уравнения может быть только тогда,

Замечаем, что в левой части 
заданного уравнения стоит четная 
функция, и используем ориентир, 
приведенный выше. Действитель-
но, если x = α — корень уравнения 
f (x) = 0, то f (α) = 0  правиль-
ное числовое равенство. Учитывая

4
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когда α = –α, то есть α = 0. Следова-
тельно, единственным корнем задан-
ного уравнения может быть только 
х = 0. Если х = 0, то из уравнения (1) 
по лучаем а2 – 4 = 0, тогда а = 2 или 
а = –2. При а = 2 уравнения (1) пре-
вращается в уравнение x4 – 2 | x |3 = 0.
Тогда | x |4 – 2 | x |3 = 0, | x |3•(| x | – 2) = 
= 0. Получаем | x |3 = 0 (тогда | x | = 0, 
то есть х = 0) или | x | – 2 = 0 (тогда 
| x | = 2, то есть х = ±2). 
Следовательно, при а = 2 уравнение 
(1) имеет три корня и условие задачи 
не выполняется. При а = –2 уравне-
ние (1) превращается в уравнение  
x4 + 2 | x |3 = 0. Тогда | x |4 + 2 | x |3 = 0, 
| x |3•(| x | + 2) = 0. Поскольку | x | +
+ 2 ≠ 0, то получаем | x |3 = 0. Тогда 
| x | = 0, то есть х = 0 — единствен-
ный корень. Следовательно, а = –2 
удовлетворяет условию задачи. 
Ответ: а = –2. 

четность функции f (x), имеем 
f (–α) = f (α) = 0. Следовательно, 
x = –α  тоже корень уравнения 
f (x) = 0. Единственный корень у 
этого уравнения может быть только 
тогда, когда корни α и –α совпада-
ют. Тогда x = α = –α = 0. 

Выясним, существуют ли такие 
значения параметра а, при которых 
х = 0 является корнем уравнения 
(1). (Это значение а = 2 и а = –2.) 

Поскольку значение а = 2 и 
а = – 2 мы получили из условия, что 
х = 0  корень уравнения (1), то не-
обходимо проверить, на самом ли 
деле при этих значениях а заданное 
уравнение будет иметь единствен-
ный корень. При решении полу-
ченных уравнений целесообразно 
использовать, что x4 = | x |4.

9.3.  Использование условий расположения корней квадратного 
трехчлена  f (x) = ax2 + bx + c (a ≠ 0) относительно
заданных чисел А и В

Решение некоторых исследовательских задач с параметрами можно 
свести к использованию необходимых и достаточных условий располо-
жения корней квадратного трехчлена. Основные из этих условий при-
ведены в таблице 16 (в таблице использованы традиционные обозначения: 

x b

a0 2
= − ,   D = b2 – 4ac).

Таблица 16

Расположение   
корней

Необходимые и достаточные условия расположения корней

при a > 0 при a < 0
в общем случае 

(a ≠ 0)

1. x
1
 < A

x
2
 < A

f (A) > 0 
D l 0; x

0
 < A

f (A) < 0
D l 0; x

0
 < A

a f A

D

x A

æ
l

( ) ,

,

>

<







0

0

0
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Продолжение табл. 16

Расположение   
корней

Необходимые и достаточные условия расположения корней

при a > 0 при a < 0
в общем случае 

(a ≠ 0)

2.  x
1
 < A < x

2
f (A) < 0 f (A) > 0

a•f (A) < 0

3.  x
1
 > A

x
2
 > A

f (A) > 0
D l 0; x

0
 > A

f (A) < 0
D l 0; x

0
 > A a f A

D

x A

æ
l

( ) ,

,

>

>







0

0

0

4.  A < x
1
 < B

A < x
2
 < B

B

f (A) > 0; f (B) > 0
D l 0; A < x

0
 < B

B

f (A) < 0; f (B) < 0
D l 0; A < x

0
 < B

B

a f A

a f B

D

A x B

æ

æ
l

( ) ,

( ) ,

,

>
>

< <











0

0

0

0

5.  x
1
 < A

A < x
2
 < B

B

f (A) < 0; f (B) > 0

B

f (A) > 0; f (B) < 0

B a f A

a f B

æ

æ

( ) ,

( )

<
>





0

0

6.  A < x
1
 < B

x
2
 > B

B

f (A) > 0; f (B) < 0
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Объяснение и обоснование

Для обоснования указанных условий достаточно воспользоваться 
тем, что график функции f (x) = ax2 + bx + c (а ≠ 0)  сплошная (нераз-
рывная1) линия. Если такая функция на концах какого-то промежутка 
принимает значения с разными знаками (то есть соответствующие точки 
графика находятся в разных полуплоскостях относительно оси Ох), то 
внутри этого промежутка есть по крайней мере одна точка, в которой 
функция равна нулю (рис. 74).

Рис. 74 Рис. 75

Например, для того чтобы два различных корня квадратного трех-
члена f (x) = ax2 + bx + c (а ≠ 0) при а > 0 были расположены по раз-
ные стороны от  заданного числа A, достаточно зафиксировать только 
одно условие: f (A) < 0 (рис. 75).
 Действительно, график квадратичной функции f (x) = ax2 + bx + c

при a > 0 — парабола, ветки которой направлены вверх. Тогда в слу-
чае, когда аргумент x стремится к +∞ или к –∞ (это обозначают 
обычно так: x → +∞ или x → –∞), функция f (x) стремится к +∞ 
(f (x) → +∞), следовательно, f (x) > 0 при x → +∞ или при x → –∞. 
Если выполняется условие f (A) < 0, то с изменением значения аргу-то с изменением значения аргу-
мента х от A до +∞ квадратичная функция f (x) изменяет свой знак
с «–» на «+», таким образом, f (x) имеет по крайней мере один ко-имеет по крайней мере один ко-
рень x

2
 > A.

Точно так же с изменением значения аргумента x от –∞ до A квадра-
тичная функция f (x) изменяет свой знак с «+» на «–», следователь- изменяет свой знак с «+» на «–», следователь-
но, f (x) имеет по крайней мере один корень x

1
 < A. Но квадратный 

трехчлен f (x) не может иметь более двух корней, значит, при а > 0
условие f (A) < 0 необходимое и достаточное для того, чтобы два 
различных корня квадратного трехчлена были расположены по 
разные стороны от заданного числа A.
Аналогичные рассуждения при а < 0 показывают, что для выполне-

ния этого требования необходимо и достаточно, чтобы f (A) > 0. Эти два 
условия можно объединить в одно: a•f (A) < 0.

1 Соответствующее свойство будет обосновано более строго в 11 классе при 
рассмотрении так называемых непрерывных функций.
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Действительно, a f A
a

f A
æ ( )

,

( )
< ⇔

>
<





0
0

0
 или 

a

f A

<
>





0

0

,

( ) .
 Следовательно,

квадратный трехчлен f (x) = ax2 + bx + c (а ≠ 0) имеет два 
различных корня, которые расположены по разные стороны 
от заданного числа A, тогда и только тогда, когда выполня
ется условие a•f (A) < 0.

Аналогично можно обосновать и другие условия, приведенные в таб-
лице 16.

Заметим, что приведенные условия не обязательно запоминать: для 
их записи можно пользоваться графиком квадратичной функции (изо-
браженным для нужного расположения корней) и таким ориентиром.

Для того чтобы корни квадратного трехчлена f (x) = ax2 + bx + c 
(а ≠ 0) были расположены заданным образом относительно данных чи-
сел A и B, необходимо и достаточно выполнения системы условий, ко-
торая включает:
1) знак коэффициента при старшем члене;
2) знаки значений f (A) и f (B);
3) знак дискриминанта D;

4) положение абсциссы вершины параболы x b

a0 2
= −( )  относительно 

данных чисел A и B.
Отметим, что для случаев, в которых хотя бы одно из данных чи-

сел расположено между корнями квадратного трехчлена (см. вторую, 
пятую, шестую и седьмую строки табл. 16), достаточно выполнения пер-
вых двух условий этого ориентира, а для других случаев приходится  
рассматривать все четыре условия. Заметим также, что, записывая каж-
дое из указанных условий, следует выяснить, будет ли выполняться тре-
бование задачи в том случае, когда в этом условии будет записан знак 
нестрогого неравенства.

Задача 1 Найдите все значения параметра а, для которых урав-
нение ax2 – x + 3a = 0 имеет один корень больше двух, 
а второй  меньше единицы. 

Комментарий
Поскольку заданное уравнение имеет два различных корня, то оно 

квадратное (то есть а ≠ 0). Тогда x a

a1

21 1 12

2
= − − ,  x a

a2

21 1 12

2
= + −  и, чтобы 

получить ответ на вопрос задачи, достаточно решить совокупность из 

двух систем иррациональных неравенств: 
x

x
1

2

2

1

>
<





,
 или 

x

x
1

2

1

2

<
>





,

.
 Но такой 

путь решения достаточно громоздкий. 
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1 2

—— x

a > 0

1 2

++
x

a < 0

а б
Рис. 76

Попробуем воспользоваться условиями расположения корней ква-
дратного трехчлена. Для этого можно непосредственно использовать 
соответствующие условия, зафиксированные в таблице 16, или полу-
чить их с помощью предложенного ориентира. В частности, обозначим 
f (x) = ax2 – x + 3a и изобразим график квадратичной функции f (x) 
(параболу) в таких положениях, которые удовлетворяют условию задачи 
(рис. 76, а и б).

Для того чтобы корни квадратного трехчлена располагались по раз-
ные стороны от чисел 1 и 2, необходимо и достаточно выполнения 

 совокупности условий: 

a

f

f

>
<
<







0

1 0

2 0

,

( ) ,
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 или 
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f

f
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 Замечаем, что в этих си-

стемах знаки а и f (1), а также а и f (2) противоположны, поэтому полу-
ченную совокупность систем можно заменить одной равносильной 

системой 
a f

a f

 

 

( ) ,

( ) ,

1 0

2 0

<
<





 которая и позволяет получить план решения задачи.

Решение
 Поскольку заданное уравнение имеет два различных корня, то оно 

является квадратным (то есть а ≠ 0). Обозначим f (x) = ax2 – x + 3a. 
Как известно, корни квадратного трехчлена будут располагаться по раз-
ные стороны от данных чисел 1 и 2 тогда и только тогда, когда выпол-

няется система условий: 
a f

a f
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Получаем систему    
a a

a a

( ) ,

( ) .
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(2)
 

Решаем неравенства (1) и (2) и нахо-
дим общее решение системы (рис. 77).

Ответ: заданное уравнение имеет один 

            корень больше двух, а второй — 

            меньше единицы при a ∈( )0 1

4
; .
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Рис. 77
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Упражнения

Решите уравнения и неравенства с переменной х (1–3).
 1. 1) 5ах – а = ах + а;  2) 4 – ах = 2х + 7а;  
 3) ах + 7а m ах + 8а;  4) 2а — 6х > 2ах + 11.
 2. 1) | x – 2 | + | x + 1 | = ax + 3;  2) | x – a | + | x | = 2;  
 3) | a – x | + | x + a + 1 | = 1.

 3. 1) ax a

x
+ = +1 9 3;  2) 2 1 4 1

1
ax a

x
− = −

−
;   3) ax

x a x

+
+

=1 2 .

 4. Найдите все значения а, при которых заданное уравнение имеет 

единственный корень: 1) 
( ) ( )

;
x a x a

x

− −
−

=2

4
0   2) 

( ) ( )
.

x a x a

x

+ −
+

=2 6

12
0

 5. Найдите все значения а, при которых заданное уравнение имеет 
единственный корень: 

 1) x8 + ax6 + a2 + 4a = 0;  2) x4 + ax2 + a2 – а = 0.
 6. Для каждого значения параметра b найдите число корней уравнения  

2x2 + 10x + | 6x + 30 | = b.
 7. Найдите все значения параметра а, при которых уравнение | x2 – 2ax | =

= 1 имеет ровно три различных корня.
 8. Найдите все значения параметра а, при которых уравнение | x2 + 2x +

+ а | = 2 имеет четыре различных корня.
 9. Найдите наибольшее значение параметра k, при котором оба корня 

уравнения x2 + (2k + 6) x + 4k + 12 = 0 больше –1.
10. Найдите все значения параметра т, для которых уравнение 

(m – 2) x2 – 2 (m + 3) x + 4m = 0 имеет один корень больше 3, а вто-
рой меньше 2. 

ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ УПРАЖНЕНИЯ К РАЗДЕЛУ 1

  1. Определите сумму корней уравнения:
1) | x + 5 | = 7;    2) | 2x – 1 | = 5;    
3) | x + 7 | = 2;   4) | 4x – 8 | + | 2 – x | = 4;  
5) 2 | x – 3 | – | 3 – x | = 5; 6) 5 | x + 4 | – 2 | 4 – x | = 4.

  2. Определите х + у, если:
1) | x – y | + | 4 – x | = 0;  2) | 2x – y | + 2 | 2 – x | = 0.

  3. Определите ху, если:
1) | x – 2 | + 4x2 – 4xy + y2 = 0;  2) | y – 1 | + x2 – 2xy + y2 = 0.

  4. Найдите количество целых решений неравенства:
1) | x – 1 | m 2;  2) | x + 2 | m 4;  3) | x – 3 | m 6; 4) | x + 4 | < 5.

  5. Найдите количество целых решений неравенства в промежутке [–5; 5]:
1) | x + 2 | l 3;  2) | x – 1 | l 4;  3) | x – 2 | l 3;  4) | 2x – 1 | l 3.
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  6. Определите наибольшее целое решение неравенства:
1) | 3x – 1 | < 2x + 2;     2) | 2 – 3x | – x m 8;     3) | 7 – 3x | – 2x m 2.

  7. Определите наименьшее целое решение неравенства:
1) | 1 – 2x | – x m 10;  2) | 3x – 2 | + 2x m 8;  3) | 4x – 4 | + 4x l 5.

  8. Определите наименьшее решение неравенства:
1) | 3x + 1 | m x + 7;  2) | 2x + 3 | m x + 12;  3) | 4x + 3 | m x + 21.

  9. Найдите наибольшее значение параметра а, при котором уравнение 
имеет решение:
1) | 2x – 1 | = 1 – 4a;  2) | 3x + 2 | = 3 – 4a.

10. Найдите наименьшее значение параметра а, при котором уравнение 
имеет решение:
1) | 2x – 1 | = 4a + 1;  2) | 3x + 3 | = 5a – 7.

11. Найдите наибольшее целое значение параметра а, при котором урав-при котором урав-
нение имеет решение:
1) 2 | x – 3 | – a | 3 – x | = 5;  2) 3 | x – 2 | + a | 2 – x | = –4.

12. Найдите наименьшее целое значение параметра а, при котором урав-при котором урав-
нение имеет решение:
1) 8 | x – 3 | + a | 3 – x | = 5;  2) 3 | x – 2 | – a | 2 – x | = –6.

13. Определите значение параметра т, при котором имеет точно четыре 
корня:
1) | x (| x | – 5) | = m; 2) | (x + 1) (| x + 1 | – 3) | = m;
3) | 2 (5 – | x | x) | = m.

14. При каком наименьшем целом значении параметра т уравнение 
х2 – | 16x – 48 | = m имеет четыре корня?

15. При каком значении параметра т уравнение х2 – | 14x – 28 | = m 
имеет единственный корень?

16. Укажите, сколько всего действительных корней имеет уравнение 
x x3 3 0− = .

17. Найдите все значения параметра а, при которых данная система 
уравнений имеет единственное решение:

1) 
x y

y x a

2 2

2

4+ =
= +





,

;
 2) 

( ) ( ) ,

;

x a y

x y

− + − =
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2 24 9
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x y a
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2 2 2

2 27 1
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− + =
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x a y

y x

− + =
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2 2 4

1 12

 Решите задачи (18–29) на составление уравнений или неравенств и 
их систем.

18.  Рабочий должен был по плану изготовить за несколько дней 72 дета-
ли. Так как каждый день он изготав ливал на 2 детали меньше пла-
на, то закончил работу через 3 дня после запланированного срока. 
Сколько деталей в день должен был изго товлять рабочий по плану?
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19.  Три одинаковых комбайна, работая вместе, собрали урожай с первого 
поля, а затем два из них собрали урожай со второго поля (другой пло-, а затем два из них собрали урожай со второго поля (другой пло-собрали урожай со второго поля (другой пло- (другой пло-
щади). Вся работа заняла 12 часов. Если бы три комбайна выполнили 
половину всей работы, а затем оставшуюся часть сделал один из них, 
то работа заняла бы 20 часов. За какое время два комбайна могут со-
брать урожай с первого поля?

20.  Производительность первого станка на 25 % боль ше производитель-
ности второго станка. На втором станке изготовлено деталей на 4 % 
больше, чем на первом. На сколько процентов время, затраченное 
работником на изготовление деталей на втором станке, больше вре-, больше вре-
мени, необходимого для этой работы на первом станке?

21.  Первая труба наполняет бассейн водой в два раза быстрее, чем вто-Первая труба наполняет бассейн водой в два раза быстрее, чем вто- наполняет бассейн водой в два раза быстрее, чем вто-водой в два раза быстрее, чем вто-в два раза быстрее, чем вто-вто-
рая. Если половину бассейна наполнить через первую трубу, а остав-. Если половину бассейна наполнить через первую трубу, а остав-через первую трубу, а остав-, а остав-
шуюся часть — через вторую, то для наполнения бассейна потребу- — через вторую, то для наполнения бассейна потребу-то для наполнения бассейна потребу-
ется 6 час. За сколько часов можно наполнить бассейн водой только 
через первую трубу?

22.  Два велосипедиста выезжают одновременно навстречу друг другу из 
пунктов А и В, расстояние между которыми 30 км, и встречаются 
через час. Не останавлива ясь, они продолжают путь с той же скоро-
стью, и первый прибывает в пункт В на 1,5 часа раньше, чем второй 
в пункт А. Определить скорость первого велосипедиста.

23.  В течение 7 ч 20 мин судно прошло вверх по реке 35 км и вернулось 
обратно. Скорость течения равна 4 км в час. С какой скоростью суд-
но шло по течению?

24.  Смешали 30 %-ный раствор соляной кислоты с 10 %-ным и получи-
ли 600 г 15 %-го раствора. Сколько грам мов каждого раствора было 
 взято?

25.  Имеются два сплава, состоящие из цинка, меди и олова. Известно, 
что первый сплав содержит 40 % олова, а второй — 26 % меди. 
Процентное содержание цинка в первом и во втором сплавах оди-
наково. Сплавив 150 кг первого спла ва и 250 кг второго, получили 
новый сплав, в котором ока залось 30 % цинка. Определите, сколько 
килограммов олова содержится в новом сплаве.

26.  Найдите такое двузначное число, в котором чис ло его единиц на два 
больше числа десятков, а произведение искомого числа на сумму его 
цифр равно 144.

27.  Около дома посажены березы и липы, причем общее их количество 
более 14. Если количество лип увели чить вдвое, а количество берез 
увеличить на 18, то берез ста нет больше. Если увеличить вдвое ко-
личество берез, не изме няя количества лип, то лип все равно будет 
больше. Сколько берез и сколько лип было посажено?
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28.  Группу людей пытались построить в колонну по 8 человек в ряд, но 
один ряд оказался неполным. Когда ту же группу людей построили 
по 7 человек в ряд, то все ряды оказались полными, а число рядов 
оказалось на 2 больше. Если бы тех же людей построи ли по 5 чело-
век в ряд, то рядов было бы еще на 7 больше, причем один ряд был 
бы неполным. Сколько людей было в группе?

29.  В магазине продаются гвоздики и розы. Гвоздика стоит 1 грн. 50 коп.,
роза — 2 грн. На покупку гвоз дик и роз можно потратить не более 
30 грн. 50 коп. При этом количество гвоздик не должно отличаться 
от количества роз более чем на 6. Необходимо купить максимально 
возможное суммарное количество цветов, при этом гвоздик нужно 
купить как мож но меньше. Сколько гвоздик и сколько роз можно 
купить при указанных условиях?

СВЕДЕНИЯ ИЗ ИСТОРИИ

Напомним, что алгебра — раздел математики, посвященный изуче-
нию буквенных выражений и уравнений. Долгое время алгебра была 
частью науки о числе — арифметики. Значительное количество задач, 
возникающих в процессе практической деятельности человека, решают 
одинаковыми способами. Используя вместо чисел буквы, математики 
научились решать такие задачи в общем виде. Так и образовалась мате-
матическая наука — алгебра.

Исторически зачатки алгебры были известны вавилонянам, египтя-
нам и грекам задолго до нашей эры. Сохранился египетский папирус 
Ахмеса (XVII в. до н. э.) с решением алгебраических задач. Ученые 
Вавилона (более 4000 лет назад) умели находить приближенное значе-
ние квадратного корня из любого натурального числа, а также решать 
квадратные уравнения. Это было связано с решением задач на нахож-
дение площадей земельных участков и с развитием астрономии. Однако 
у вавилонян еще не было понятия отрицательного числа, и поэтому ко-
рень квадратного уравнения мог быть только положительным. 

Диофант, греческий математик, живший в III в. в Александрии, 
написал трактат «Арифметика», в котором он уже решал линейные и 
другие уравнения. В Средние века особенно активно алгебра развивалась  
в арабских странах и Средней Азии. 

Задачи, связанные с квадратными уравнениями, можно найти 
и в трудах индийских математиков V в. Квадратные уравнения клас-
сифицировал в трактате «Алгебра» аль-Хорезми. Он же привел и 
способы их решения.

В течение многих веков развитие алгебры сильно тормозилось, по-
тому что математикам долго не удавалось ввести в свои исследования 
удобные обозначения. Поэтому изложение математических работ 
выглядело громоздко. Только начиная с XVI в. постепенно в математику 
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начали вводить современные обозначения. Символы а2, а3, а4 и т. п. 
впервые применил французский ученый Рене Декарт (1596–1650). 
Символ аn для произвольного числа n предложил английский ученый 
Исаак Ньютон (1643–1727).

Благодаря исследованиям французского математика Франсуа  
Виета (1540–1603) уравнения второй степени, третьей и четвертой 
степеней впервые стали рассматривать в буквенных обозначениях. Он 
ввел буквенные обозначения для неизвестных величин и коэффициентов 
уравнений. Особенно ценил открытые им формулы, названные впослед-
ствии формулами Виета. Однако Виет признавал только положительные 
корни. Лишь в XVII в., после работ Г. Декарта, И. Ньютона и дру-
гих математиков, решение квадратных и других уравнений приобрело 
современный вид.

Идея зависимости величин тоже берет начало от древнегреческой 
науки. Но греки рассматривали лишь величины, которые имеют «геоме-
трическую» природу, и не ставили вопрос об общем изучении разных за-
висимостей. Графическое изображение зависимостей между величинами 
широко использовали Г. Галилей (1564–1642), П. Ферма (1601–1665)  
и Г. Декарт, который ввел понятие переменной величины. Развитие 
механики и техники привело к необходимости введения общего поня-
тия функции, что сделал немецкий философ и математик Г. Лейбниц 
(1646–1716). Большие классы функций изучал в ходе своих исследова-
ний И. Ньютон.

В 1718 г. ученик Лейбница, И. Бернулли (1667–1748), дал опре-
деление функции, лишенное геометрических образов. Следующий шаг 
в развитии понятия функции сделал его ученик, член Петербуржской 
академии наук Л. Ейлер (1707–1783). 

После работ ряда математиков (Ж. Фурье (1768–1830), М. И. Ло-
бачевский, П. Дирихле и др.) было дано следующее определение: 
«Переменная величина у называется функцией переменной величины 
х, если каждому значению величины х отвечает единственное значение 
величины у». 

М. И. Лобачевский 
(1792–1856)

П. Дирихле
(1805–1859)
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На современном этапе к словам «каждому значению величины х» добав-
ляют «принадлежащему некоторому множеству», а вместо переменных 
величин говорят об элементах этих множеств. Такой подход позволяет 
рассматривать с единой точки зрения как числовые функции, так и, на-
пример, геометрические преобразования и т. п.

Несоизмеримость стороны квадрата и его диагонали была открыта 
в V в. до н. э. в Древней Греции. Это открытие показало, что для измерения 
геометрических величин недостаточно рациональных чисел. Поэтому гре-
ческие математики отказались от обозначения геометрических величин 
числами и стали развивать геометрическую алгебру (поэтому и сейчас 
говорят «квадрат числа», «куб числа» и т. п.).

Греческий математик Евдокс (IV в. до н. э.) разработал теорию 
отношений геометрических величин, которая заменяла для древне-
греческих математиков современную теорию действительных чисел. 
В основе теории Евдокса лежит идея о бесконечной делимости отрезков 
и других фигур.

Р. Декарт ввел произвольно выбранный единичный отрезок, что по-
зволило ему выразить все действия над числами через действия над отрез-
ками. В сущности, он уже работал с положительными действительными 
числами. Лишь во второй половине XIX в. теория действительных чисел 
была приведена к теории натуральных чисел. 

О понятии действительного числа. Первые представления о числах фор-
мировались постепенно под влиянием практики. С давних времен числа 
применялись в ходе счета и измерения величин.

Ответ на вопрос «Сколько элементов содержит данное конечное 
множество?» всегда выражается или натуральным числом, или числом 
«нуль». Следовательно, множество

{0; 1; 2; ...} 
всех неотрицательных чисел обслуживает все потребности счета.

Иначе с измерением величин. Расстояние между двумя пунктами 
может равняться 3,5 километра, площадь комнаты — 16,45 квадратных 
метра и т. п.

Исторически положительные действительные числа появились как 
отношение длин отрезков. С открытием несоизмеримости диагонали еди-
ничного квадрата с его стороной стало понятным, что отношение длин 
отрезков не всегда можно выразить не только натуральным, но и рацио-
нальным числом. Чтобы числовое значение каждого отрезка при фикси-
рованной единице измерения было определено, необходимо было ввести 
новые числа — иррациональные.

Все практические измерения величин имеют только приближен-
ный характер. Их результат с необходимой точностью можно выразить 
с помощью рациональных дробей или конечных десятичных дробей.  
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Например, измеряя диагональ квадрата со стороной 1 м с точностью до 
1 см, мы выясним, что ее длина приближенно равна 1,41 м. Измеряя с 
точностью до 1 мм, получим, что эта длина приближенно равна 1,414 м.

Однако в математике часто уклоняются от приближенного характе-
ра практических измерений. Последовательный теоретический подход к 
измерению длин отрезков приводит к необходимости рассмотрения бес-
конечных десятичных дробей. (Именно такими дробями являются числа 
2

3
0 666= , ...,  2 1 41421356= , ...,  π = 3,14159265... .)

Отношение длины любого отрезка к длине отрезка, принятого за 
единицу измерения, всегда можно выразить числом, представленным 
в виде бесконечной десятичной дроби.

Полная теория действительных чисел достаточно сложна и не вхо-
дит в программу средней школы. Она обычно рассматривается в курсах 
математического анализа. Однако с одним из способов ее построения мы 
ознакомимся в общих чертах.

1. Пусть:
а) каждому действительному числу соответствует (как его запись) 
бесконечная десятичная дробь:

х = a
0
, a

1
a

2
...a

n
...;

б) каждая бесконечная десятичная дробь является записью действи-
тельного числа.
Но при этом естественно считать десятичную дробь, оканчиваю-
щуюся бесконечной последовательностью девяток, только другой 
записью числа, представленного десятичной дробью, оканчиваю-
щей бесконечной последовательностью нулей: 0,9999... = 1,0000...; 
12,765999... = 12,766000... .
Только исключив из рассмотрения десятичные дроби с девяткой в пе-
риоде, получим взаимно однозначное соответствие между множеством 
действительных чисел и множеством бесконечных десятичных дробей.
Число a

0
 — это целая часть положительного числа х, а
х – a

0
 = 0, a

1
a

2
...a

n
... — дробная часть числа х.

Число х
n
 = a

0
, a

1
a

2
...a

n называют десятичным приближением х с точ-

ностью до 10–n с недостатком, а число ′ = + −x xn n
n10  называют деся-

тичным приближением с точностью до 10–n с избытком для числа
х = a

0
, a

1
a

2
...a

n
....

Если число х отрицательно, то есть х = –a
0
, a

1
a

2
...a

n
..., то считают, что

′ = −x a a a an n0 1 2, ...  и x xn n
n= ′ − −10 .

2. Вводят правило сравнения двух действительных чисел. По опреде-
лению число х меньше числа у, когда по меньшей мере для одно-
го п выполняется неравенство х

n
 < у

n
, где х

n и у
n
 — десятичные 
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приближения с точностью до 10–n с недостатком для чисел х и у. (Мы 
воспользовались тем, что правило сравнения конечных десятичных 
дробей уже известно.)

3. Определяют арифметические действия над действительными числа-
ми (при этом также пользуются тем, что эти действия уже определе-
ны для конечных десятичных дробей).
Суммой двух действительных чисел х и у (обозначается х + у) назы-
вают такое действительное число z, что для любого п выполняются 
неравенства

x y x y x yn n n n+ < + < ′ + ′ .
В курсах математического анализа доказывается, что такое число 
существует и оно единственное.
Аналогично произведением двух неотрицательных чисел х и у назы-
вают такое число z (обозначают ху), что при любом п выполняются 
неравенства

x y xy x yn n n n< < ′ ′ .
Такое число существует, и оно единственное.
Напомним, что примеры выполнения таким образом определенных 
действий сложения и умножения действительных чисел было рас-
смотрено в курсе алгебры 8 класса.
Воспользовавшись тем, что произведение неотрицательных чисел  
| х | и | у | уже определено, полагают, что для действительных чисел 
разных знаков ху = –| х |•| у |, а для чисел одинаковых знаков — 
ху = | х |•| у | (как обычно, модулем каждого из чисел a

0
,a

1
a

2
...a

n
...

и –a
0
,a

1
a

2
...a

n
... называют  число a

0
,a

1
a

2
...a

n
...). 

Вычитание определяется как действие, обратное сложению: раз-
ностью х – у чисел х и у называется такое число z, что у + z = х. 
Деление определяется как действие, обратное умножению: част-
ным х : у называется такое число z, чтo уz = х.

4. Показывают, что неравенства и арифметические операции, опреде-
ленные выше, сохраняют основные свойства, присущие им во мно-
жестве рациональных чисел.
Теория действительного числа была построена сразу в несколь-

ких формах немецкими математиками Р. Дедекиндом (1831–1916),  
К. Вейерштрассом (1815–1897) и Г. Кантором (1845–1918).
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